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COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

PETERSEN  (J.)*  —  Lehrbuch  der   Dynamik  fester  Kôrpkr.   Deutsche 

AUSGABE,   UNTER    MiTWIRKUNG    DEÇ^VeR^ASSERS  BE80RGT  VON  V.   FlSCHER- 

Benzon.  I  vol.  in- 12,  21 3  p.  Copenhague,  Host  et  Sohn;  1887. 

M.  Petersen  a  un  rare  talent  :  il  sait  être  court  en  restant  tou- 
jours clair.  Le  petit  Volume  que  nous  signalons  aujourd'hui  à  nos 
lecteurs  complète  le  Cours  de  Mécanique  rationnelle  dont  il  avait 
déjà  publié  la  Statique  et  la  Cinématique  (  *). 

Il  contient  les  parties  essentielles  de  la  Dynamique.  Trois  Cha- 
pitres concernent  le  mouvement  d'un  point  matériel  libre  ou  assu- 
jetti à  se  mouvoir  soit  sur  une  courbe,  soit  sur  une  surface.  Un 
important  Chapitre  est  consacré  aux  principes  généraux  du 
mouvement  d'un  système  :  mouvement  du  centre  de  gravité, 
théorème  des  aires,  relation  entre  la  force  vive  et  le  travail,  prin- 
cipe de  Gauss,  principe  de  la  moindre  action  et  principe  d'Ha- 
milton,  équations  générales  de  Lagrange  et  d'IIamilton.  L'auteur 
traite  ensuite  des  moments  d'inertie,  des  percussions;  du  mouve- 
ment d'un  corps  solide  dont  un  point  est  fixe  ou  qui  est  entière- 
ment libre.  Dans  l'avant-dernier  Chapitre,  il  s*occupe  du  mouve- 

(«)  Voir  Bulletin,  VIII,  p.  53,  t.  IX,  p.  58. 
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mctH^'/clatif  ;  dans  le  dernier,  enfin,  il  donne  quelques  indications 
çâ'pjjdes  sur    les  questions  suivantes  :  mouvement  des  systèmes 

.  semblables,  stabilité  de  l'équilibre,  petites  oscillations,  cordes 
Vibrantes.  De  nombreux  et  intéressants  exercices  sont  placés  à  la 

•]•  suite  de  chaque  Chapitre.  J.  T. 


GILBERT  (Ph.).  —   Cours  d'Analyse  infinitésimale.  Partie  élémentaire. 
Troisième  édition,  i  vol.  in-S**;  xii-552  p.  Paris,  Gauthier- Villars,  1887. 

Le  Bulletin  a  rendu  compte  successivement  (*)  des  deux  pre- 
mières éditions  de  rexccllent  Livre  de  M.  Gilbert^  nous  sommes 
heureux  d'annoncer  aujourd'hui  la  troisième.  L'auteur  a  donné  à 
cette  édition  des  soins  particuliers  :  le  légitime  succès  de  son  Livre 
lui  en  faisait  un  devoir. 

Nous  crovons  inutile  de  revenir  sur  la  division  des  matières, 
d'ailleurs  conforme  aux  usages,  puisqu'elle  a  été  développée  dans 
les  analj^ses  précédentes;  il  suffira  d'insister  sur  les  principales 
additions  et  améliorations.  Rappelons  toutefois  que  l'auteur  tient 
à  rester  élémentaire  et  que  son  Livre  est  spécialement  destiné  aux 
commençants  et  aux  élèves-ingénieurs,  à  qui  il  importe  plus  de 
se  familiariser  avec  les  procédés  du  Calcul  différentiel  et  intégral,  que 
d'en  approfondir  les  subtiles  théories.  Mais  M.  Gilbert  est  de  ceux 
qui  pensent  qu'il  ne  faut  cacher  la  vérité  à  personne,  qu'il  vaut  mieux 
signaler  les  difGcultés  là  où  elles  sont,  et  que  TefTort  que  coûte  à 
l'esprit  l'acquisition  de  certaines  notions  est  bien  récompensé  par 
la  sécurité  qu'il  y  trouve  ensuite.  C'est  surtout  dans  le  sons  de  la 
rigueur,  en  donnant  à  ce  mot  sa  signification  la  plus  stricte,  que 
M.  Gilbert  a  voulu  améliorer  son  Livre.  Assurément,  surtout  quand 
on  s'adresse  à  des  lecteurs  qui  ne  font  point  des  mathématiques 
une  étude  entièrement  désintéressée,  qui  recherchent  la  vrrité, 
mais  aussi  le  parti  qu'on  en  peut  tirer;  il  est  aussi  important  que 
difficile  de  garder  une  juste  mesure  ;  il  faut  éviter  la  lourdeur  qui 
ennuie,  la  subtilité  qui  fatigue.  Il  nous  a  paru  que  M.  Gilbert  y 


(»)  Voir  1"  sério,  t.  IV,  p.  3.'i,  et  a-  série,  t.  II,,  p.  l'w 
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avait  entièrement  réussi,  sans  cesser  dîètre  rigoureux  et  précis. 
Il  a  introduit,  au  début  de  son  livre,  un  Chapitre  sur  les  nombres 
irrationnels,  où  les  choses  sont  présentées  de  manière  à  ne  pas 
laisser  de  place  à  Terreur,  mais  avec  la  sobriété  qui  convient;  ce 
n'est  pas  le  lieu,  dans  un  Cours  d'Analyse,  d'insister  sur  cette 
matière.  La  théorie  des  séries  de  ternies  constants  ou  variables,  et 
en  particulier  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  entières 
et  positives  de  la  variable,  la  notion  de  convergence  uniforme  et 
les  propositions  essenlielles  qui  s'y  rattachent  sont  présentées 
d'une  façon  aussi  simple  que  claire.  Les  notions  relatives  à  la  con- 
tinuité, à  la  limite  supérieure  ou  inférieure  d^lne  fonction  dans 
un  intervalle  sont  exposées  complètement,  de  manière  à  permettre, 
en  particulier,  de  présenter  d'une  manière  rigoureuse  la  belle  dé- 
monstration que  l'on  doit  à  M.  O.  Bonnet  de  la  formule  des  ac- 
croissements finis.  Signalons  aussi  la  façon  dont  est  démontrée 
l'existence  d'une  fonction  implicite  d'une  variable;  M.  Gilbert 
a  même  donné,  dans  une  Note  placée  à  la  fin  du  Volume,  la  dé- 
monstration de  la  proposition  générale  relative  au  cas  d'un  nombre 
quelconque  de  fonctions  définies  par  un  nombre  égal  d'équations. 
Un  Chapitre  relatif  aux  séries  qui  procèdent  suivant  les  puissances 
entières  d'une  variable  imaginaire  termine  la  partie  du  cours  con- 
sacrée au  Calcul  ditTérentiel. 

La  définition  de  l'intégrale  définie,  dans  le  cas  très  suffisant 
d'une  fonction  en  général  continue,  est  présentée  avec  rigueur. 
L'auteur  donne  les  deux  théorèmes  de  la  moyenne,  il  étudie  plus 
lard  le  cas  où  la  fonction  devient  infinie  dans  le  champ  d'intégra- 
tion, lorsque  l'intégrale  est  simple  et  lorsqu'elle  est  multiple. 

Pour  ce  qui  est  des  procédés  d'intégration,  il  semble  que  M.  Gil- 
bert, sans  excéder  le  cadre  qu'il  s'était  tracé,  aurait  pu  donner 
quelques  notions  succinctes  sur  les  courbes  unicursales  et  montrer 
le  parti  qu'on  en  peut  tirer  pour  éclairer  la  méthode  d'intégration 
par  substitution  qui,  autrement,  n'apparaît  que  comme  un  recueil 
de  recettes  ingénieuses.  Il  aura  sans  doute  voulu  renvoyer  à  la 
seconde  Partie  de  son  Cours,  non  encore  publiée,  cette  théorie, 
avec  les  beaux  développements  qu'elle  comporte. 

L'existence  de  l'intégrale  pour  une  équation  diflerentielle  ordi- 
naire est  établie  en  suivant  une  voie  analogue  à  celle  qu'a  indiquée 
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M.  Lipsc}]iUz  (*).  M.  Gilbert  se  borne  d'ailleurs  à  exposer  les  pro- 
cédés d'intégration  des  types  d'équations  les  plus  simples.  La 
théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles  n'est  pas  abordée. 

Trois  Notes  terminent  le  Volume  ;  j'ai  déjà  signalé  l'une  d'elles, 
qui  est  la  seconde  ;  la  troisième  touche  un  point  de  la  théorie  des 
équations  différentielles  linéaires;  quant  à  la  première,  elle  est 
relative  à  l'existence  de  la  dérivée  dans  les  fonctions  continues  : 
elle  contient  l'analyse  d'un  Mémoire  bien  connu  de  M.  Dar- 
boux  (*)  et  l'exemple  simple  que  l'on  doit  à  M.  Weierstrass  d'une 
fonction  continue  n'admettant  point  de  dérivée. 

Il  convient  de  signaler  enfin  le  nombre  et  l'intérêt  des  exercices 
que  M.  Gilbert  a  placés  à  la  fin  de  chaque  Chapitre.  On  recon- 
naît, au  soin  qui  a  été  apporté  à  cette  partie  essentielle  d'un 
Ouvrage  élémentaire,  le  professeur  soucieux  des  besoins  de 
ses  élèves.  J.  T. 


G.  DARBOUX.  —  Leçons  sur  la  tiiéobie  généralb  des  surfaces,  et  les 
APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES  DU  Calcul  INFINITÉSIMAL.  Première  Partie. 
Gr.  in-S**.  i  vol.  5x3  pages.  Paris,  Gauthier-Vil lars,  1887. 

Alors  que  de  nombreuses  monographies  étaient  consacrées  aux 
diverses  branches  de  l'Analyse,  on  en  était  encore  à  regretter  que 
la  Géométrie  infinitésimale  n'eût  été  l'objet  d'aucun  Traité  spé- 
cial. 

Malgré  la  place  importante  qui  lui  est  attribuée  dans  plusieurs 
Traités  généraux  d'Analyse,  on  conviendra  qu'elle  méritait  d'être 
développée  sur  un  terrain  moins  étroit;  nous  pouvons  même 
ajouter  que  le  besoin  en  était  urgent.  Des  découvertes  récentes 
ont  considérablement  agrandi  le  domaine  de  la  Géométrie  infini- 
tésimale, en  y  introduisant  l'idée  générale  et  féconde  des  transfor- 
mations. Des  méthodes  déjà  anciennes,  dont  les  géomètres  admi- 
raient l'ingéniosité  et  le  succès  imprévu,  ont  été  ramenées  à  leurs 


(')  Voir  t.  X  de  la  première  série  du  Bullelirij  p.  l'ig. 

(•)  Annales  scientifiques  de  l'École  Normale  supérieure,   a*  série,    t.    IV, 
p.  37. 
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s  |irtii(ji|>e:j,  (]iii  conlicnncntct  font  connaître  la  raison  de  leur 
;  en  un  mot,  un  pas  imporiaot  a  élè  fait  dans  la  voie  s^nlhé- 
t  propre  H  faire  ressortir  l'unité  dans  la  Géométrie. 
lin  Livre  était  donc  nécessaire,  qui  servît  d'intermédiaire  entre 
i  cours  classiifiies  et  les  Mémoires  innombrables  écrits  sur  la 
bmétrie  inGnilésimnle,  qui,  uniHant  tes  méthodes  et  les  résultats 
i  divers  écrits,  en  présentât  au  monde  savant  une  sorte  de 
ibése  générale  :  c'est  pourquoi  l'intérêt  toujours  croissant  du 
i  de  Géométrie  de  la  Sorbontie  faisait  vivement  souhaiter  à 
iditcurs  de  le  voir  (ixé  d'une  façon  durable;  sa  publication 
B  pour  elTct  certain  de  répundre  le  goût  de  la  Géométrie  infini- 
tnale  dans  tout  notre  pavS. 

;  premier  Volume  de  l'Ouvrage  vient  de  paraître  :  il  contient 
0  généralités,  la  tliéorîe  des  coordonnées  curvilignes  sur  lessur- 
comme  application,  l'exposition  de  lu  théorie  des  sur- 
Ks  miaîma.  Il  est  divisé  en  trois  Livres. 

Le  premier  Livre  est  intitulé  :  Application  à  (a  Géomélrie  de 
^théorie  tlex  moitpemenis  relatifs. 
JL^cmplui  d'un  Irièdre  trirectangle  de  référence  mobile,  el  l'in- 
duction comme  éléments  généraux  de  recherches  des  transla- 
ins  de  son  sommet  estimées  suivant  ses  axes,  et  des  rotations 
lourde  ces  mêmes  axes  sont  le  premier  objet  de  ce  Livre. 

,  Darbous  étudie  deux  cas  distincts,  celui  oti  le  mouvement 

\  trtédre  dépend  d'un  seul  paramétre,  et  celui  où  il  dépend  de 

.  Étant  donné  que  les  rotations  du  triédre  suivant  ses  axes,  et 

i  les  composantes  suivant  les  mêmes  nscs  du  déplacement  de 

Diroet  constituent  les  éléments  généraux  de  toutes  tes  re- 

rcbea  de  géomélrie  métrique,  il  y  a  un  grand  intérêt  à  savoir 

T  de  ces  rotations  el  translations,  supposées  connues,  au 

uvement  lui-même.  Ce  problème  est  traité  dans  les  deux  cas 

e  beaucoup  de  détails;  l'emploi  dans  la  question  des  coordon- 

i  sphériques  isotropes,  dont  le  rôle  est  si  important  en  Géomé- 

e  et  en  Analj'se,  ramène  le  problème  â  l'intégration  d'une  ou  de 

iUZ  équations  de  Riccati.  La  propriété  anharmonique  des  solii- 

ln«  de  ces  équations  se  rattache  â  ce  fait  hien  connu  et  si  fécond, 

B  même  substitution  linéaire  eticctuée  sur  les  deux  variables 

juîvuat  à   une  rolatiun  de  la  sphère  autour  d'un    de  ses    dla- 
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Les  applications  de  Ja  théorie  générale  qui  précède  sont  des 
plus  variées;  la  théorie  des  courbes  gauches  y  trouve  une  exposi- 
tion des  plus  élégantes;  la  théorie  de  Poinsot  sur  la  rotation  des 
corps  y  apparaît  sous  un  jour  beaucoup  plus  élevé,  ainsi  que  le 
problème,  si  étudié  dans  ces  derniers  temps,  des  courbes  dont  les 
courbures  sont  liées  par  une  relation. 

Le  cas  du  déplacement  à  deux  paramètres  offre  un  champ  plus 
vaste  encore  aux  applications;  mais  le  but  de  ce  Chapitre  étant 
surtout  de  faire  connaître  une  méthode  générale,  dont  la  fécon- 
dité se  fera  jour  dans  tout  le  cours  de  TOuvrage,  M.  Darboux  se 
borne  à  montrer  avec  quelle  facilité  elle  donne  le  théorème  de 
Schôneraann-Mannheim  et  celui  de  Ribaucour  sur  le  déplacement 
d'un  solide  dans  l'espace. 

Après  avoir  exposé  quelques  notions  générales  sur  les  coordon- 
nées curvilignes,  l'auteur  étudie  plusieurs  surfaces,  susceptibles 
d'une  définition  cinématique.  Signalons  la  surface  pscudo-sphé- 
rique,  les  hélicoïdes  et  les  surfaces  de  révolution  dont  l'applica- 
bilité a  été  découverte  par  Bour,  les  surfaces  à  courbure  constante 
positive,  les  surfaces  engendrées  par  le  déplacement,  et  notam- 
ment par  la  translation,  d'une  courbe  de  forme  invariable.  Ce 
dernier  exemple  présente  un  intérêt  particulier  à  cause  de  ses 
attaches  avec  la  théorie  des  systèmes  conjugués  et  celle  des  sur- 
faces minima.  Ce  Livre  se  termine  par  une  étude  des  curieuses 
surfaces  que  M.  Maurice  Lévy  a  introduites  en  Géométrie  sous  le 
nom  de  surfaces  spirales. 

Si  le  premier  Livre  consacre  sous  une  forme  précise  l'emploi 
d'un  trièdre  de  référence  mobile,  des  rotations  de  ce  trièdre  el, 
plus  généralement,  l'usage  des  méthodes  cinémaliques  en  Géo- 
métrie infinitésimale,  le  deuxième  Livre,  de  son  côlé,  conquiert 
définitivement  le  droit  de  cité  à  une  méthode  générale  entière- 
ment due  à  M.  Darboux,  et  qui  consiste  dans  l'emploi  uniforme 
des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 
d'une  fonction  de  deux  variables  indépendantes. 

Il  est  question  dans  le  Livre  II  des  systèmes  conjugués,  des 
lignes  asymplotiques,  des  lignes  de  courbure,  des  systèmes  iso- 
thermes et  de  la  représentation  conforme,  et  enlin  de  certaines 
transformations,  qui  jouent  le  plus  grand  rôle  en  Géométrie. 

Les  systèmes  conjugués  se  présentent  dans  un  très  grand  nombre 
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de  questions  de  Géométrie  projective  et  de  Géométrie  métrique. 
Il  ne  faut  donc  point  s'étonner  si  en  tête  d'un  Chapitre  sur  Jes 
systèmes  conjugués  nous  trouvons  une  élégante  digression  sur  les 
surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  d'un  système  sont  dans  des 
plans  passant  par  une  droite  fixe.  L'imprévu  des  méthodes,  les 
liens  inattendus,  lors  même  et  par  cela  même  qu'ils  sont  des  plus 
simples,  ne  constituent  pas  le  moindre  attrait  de  ces  leçons.  Après 
cette  digression,  nous  revenons  à  la  théorie  générale  des  systèmes 
conjugués^  leur  invariance  par  homographie  et  par  dualité,  leur 
représentation  ponctuelle  ou  tangentielle,  tout  cela  se  trouve  rat- 
taché à  l'emploi  des  équations  aux  dérivées  partielles  auxquelles 
il  a  été  déjà  fait  allusion.  Pour  donner  une  idée  précise  de  cette 
méthode,  il  nous  suffira  de  citer  le  théorème  général  suivant  : 

Si  l'on  considère  l'équation  aux  dérivées  partielles 

que  vérifient  les  quatre  coordonnées  homogènes  ponctuelles 
(ou  tangentielles)  des  points  d'une  surface  exprimées  en  fonc- 
tion de  deux  paramètres  a,  p,  les  caractéristiques  de  cette 
équation  tracent  sur  la  surface  un  système  conjugué. 

Si,  par  exemple,  A  et  G  sont  nuls,  les  courbes  a,  ^  forment  un 
réseau  conjugué.  Si  l'équation  (i)  admet  les  solutions  x^y^  z,  i, 
x^ -\- y* -h  z'^ ,  le  réseau  conjugué  est  celui  des  lignes  de  cour- 
bure sur  la  surface  dont  x^y^  z  seraient  des  coordonnées  rectan- 
gulaires, etc. 

Ces  équations  aux  dérivées  partielles  interviennent  non  moins 
utilement  dans  la  théorie  des  lignes  asymptotiques.  Au  sujet  de 
ces  lignes,  M.  Darboux  étudie  une  transformation  importante  qui 
permet  de  faire  disparaître  le  rectangle  de  l'équation  difierenlielle 
qui  les  représente,  et  de  ramener  dans  plusieurs  cas  leur  intégra- 
tion aux  quadratures.  Tel  est  le  cas,  par  exemple,  des  surfaces  té- 
traédrales  de  Lamé. 

Les  systèmes  orthogonaux  et  isothermes  sont  en  relation  étroite 
avec  plusieurs  théories  d'Analyse  générale,  à  cause  de  la  représen- 
tation conforme  ;  on  sait,  d'autre  part,  qu'ils  sont  la  clef  de  certains 
problèmes  de  la  théorie  des  surfaces  niinima  :  aussi  ces  systèmes 
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et  Je  problème  de  la  représentation  conforme  sont-ils  l'objet  de 
deux  Chapitres  spéciaux. 

Après  le  problème  des  cartes  géographiques,  qui  est  complète- 
ment résolu  dans  plusieurs  cas,  M.  Darboux  s'occupe  de  la  repré- 
sentation conforme  des  aires  planes,  et  notamment  de  la  représen- 
tation sur  la  partie  supérieure  du  plan  d'un  contour  limité  par  des 
droites  ou  des  arcs  de  cercles.  L'auteur  expose  les  beaux  travaux 
de  M.  Schwarz  sur  ce  sujet,  et  donne  leur  application  au  cas  du 
rectangle  et  du  triangle  limité  par  trois  arcs  de  cercles;  les  fonc- 
tions elliptiques  fournissent  la  solution  du  premier  problème,  la 
série  hypergéomélrique  celle  du  second. 

La  théorie  des  lignes  de  courbure  et  diverses  questions  qui  s'y 
rattachent  occupent  les  derniers  Chapitres  de  ce  deuxième  Livre. 

Qu'il  s'agisse  de  coordonnées  ponctuelles,  tangentielles  ou 
pentasphériques,  nous  y  retrouvons  encore  les  équations  aux  dé- 
rivées partielles  du  second  ordre,  linéaires  et  à  deux  variables; 
elles  dominent  le  sujet.  On  sait  quel  parti  l'auteur  en  a  tiré  dans 
ses  recherches  sur  les  systèmes  orthogonaux  et  sur  la  représenta- 
tion sphérique;  les  géomètres  seront  donc  heureux  de  retrouver 
ici  une  exposition  complète  de  ces  méthodes,  suivie  de  plusieurs 
applications.  Les  coordonnées  pentasphériques,  qui  interviennent 
dans  tant  de  recherches  métriques,  sont  étudiées  dans  un  Chapitre 
spécial;  signalons  à  leur  propos  le  théorème  suivant  : 

Si  les  cinq  coordonnées  pentasphériques  des  points  d'une 
sur/ace  exprimées  en  fonction  de  deux  paramètres  vérifient 
une  équation  telle  que  (i),  les  caractéristiques  de  l'équation 
sont  les  lignes  de  courbure  de  la  surface. 

Un  autre  Chapitre  a  pour  titre  :  Les  lignes  de  courbure  en  coor- 
données tangentielles.  On  comprend  que  la  représentation  sphé- 
rique de  Gauss  en  doit  être  un  des  objets;  entre  autres  le  problème 
important  de  la  recherche  des  surfaces  dont  la  représentation 
sphérique  est  donnée,  et  aussi  la  notion  de  ces  coordonnées  ingé- 
nieuses inventées  par  M.  Ossian  Bonnet,  qui  reviennent  à  l'emploi 
des  coordonnées  symétriques  sur  la  sphère  pour  la  représentation 
sphérique,  et  à  l'aide  desquelles  le  plan  tangent  à  la  surface  prend 
la  forme 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  i3 

Avec  ces  coordonnées  a,  p,  les  lignes  de  courbure  sont  repré- 
sentées par  Péquation  diiTérentielle 

et  ce  fait,  rapproché  d'un  fait  analogue  déjà  signalé  pour  les  lignes 
asympto tiques,  conduit  à  la  correspondance  entre  la  théorie  de  ces 
lignes  et  celle  des  lignes  de  courbure  dont  la  découverte  est  due  à 
M.  S.  Lie.  Ajoutons  qu'avec  ces  coordonnées  a,  ^  les  éléments 
métriques  de  la  surface  ont  des  expressions  des  plus  simples  et 
des  plus  utiles. 

Enfin,  sous  le  titre  à^ Applications  diverses,  le  dernier  Chapitre 
développe  plusieurs  méthodes  de  transformation,  dont  le  propre 
est  de  conserver  les  lignes  de  courbure. 

Le  Livre  III  oiTre  une  des  plus  brillantes  applications  des  théo- 
ries générales,  les  surfaces  minimay  pour  lesquelles  ces  théories 
peuvent  être  poussées  et  réussissent  toutes  jusqu'au  bout.  Après 
un  Chapitre  entièrement  historique,  M.  Darboux  débute  par  la 
représentation  ponctuelle  des  surfaces  minima.  11  l'obtient  en  ex- 
primant que  les  lignes  de  longueur  nulle  forment  un  réseau  con- 
jugué; en  prenant  ces  lignes  pour  coordonnées,  il  se  trouve  que 
l'équation  aux  dérivées  partielles  (i)  se  réduit  ici  à  la  forme 

=  o, 


d^d^ 


dont  l'intégration  est  immédiate.  Les  formules  de  Monge,  de 
Legendre,  de  Weierstrass  en  résultent  sans  difficulté,  et  l'auteur 
fait  connaître  les  conditions  que  doivent  remplir  les  fonctions  pour 
que  la  surface  soit  réelle,  ou  bien  algébrique. 

L'emploi  des  coordonnées  tangentielles,  avec  les  variables  de 
M.  Bonnet,  permet  d'écrire  sous  une  forme  très  simple  l'équation 
tangentielle  la  plus  générale  des  surfaces  minima;  de  plus,  les 
lignes  de  courbure,  les  lignes  asymptotiques  se  trouvent  avec  la 
plus  graude  facilité.  Ces  mêmes  coordonnées  tangentielles  se 
prêtent  fort  bien  à  l'étude  des  modifications  apportées  dans  les 
fonctions  arbitraires  par  un  changement  du  trièdre  de  coordon- 
nées. La  détermination  des  surfaces  minima  qui  sont  hélicoïdales, 
de  révolution,  ou  spirales  résulte  immédiatement  des  formules 
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obtenues.  Ces  mêmes  coordonnées  enfin  fournissent  une  représen- 
tation conforme  sur  la  sphère  des  surfaces  rainima.  Un  Chapitre 
entier  traite  de  la  représentation  conforme  des  surfaces  minima; 
cette  question  est  en  effet  de  la  plus  haute  importance  dans  la  dé- 
termination des  surfaces  qui  passent  par  un  contour  donné.  11  ne 
nous  est  pas  possible  de  rapporter  tous  les  faits  que  Tauteur  a 
groupés  ici,  comme  par  exemple  la  détermination  de  toutes  les 
surfaces  minima  dont  les  deux  systèmes  de  lignes  de  courbure 
sont  planes,  une  construction  nouvelle  de  la  surface  de  M.  En- 
neper,  etc.;  mêmes  omissions  à  propos  du  Chapitre  suivant,  où 
il  est  question  de  la  surface  adjointe  de  M.  Bonnet,  ou,  plus  géné- 
ralement, des  surfaces  minima  associées;  ces  surfaces  se  corres- 
pondent par  applicabilité,  de  plus,  aux  points  correspondants  les 
plans  tangents  sont  parallèles. 

Dans  ces  dernières  années,  les  surfaces  minima  ont  été  l'objet 
de  recherches  fécondes  et  étendues;  M.  Sophus  Lie,  et,  après  lui, 
M.  Ribaucour,  se  sont  rencontrés  sur  ce  terrain  de  recherches. 
M.  Lie,  interprétant  géométriquement  les  équations  de  Monge,  a 
remarqué  qu'une  surface  minima  peut  être  considérée  comme  en- 
gendrée par  la  translation  d'une  ligne  de  longueur  nulle  glissant 
sur  une  autre  ligne  de  longueur  nulle.  M.  Lie  a  donné  aux  courbes 
de  longueur  nulle  le  nom  de  courbe  minima.  Si  les  deux  lignes 
minima  qui  engendrent  la  surface  sont  distinctes,  celle-ci  est  dite 
simple,  au  contraire,  elle  est  dite  double  si  les  deux  courbes  mi- 
nima sont  superposables.  La  distinction  entre  ces  deux  cas,  l'étude 
des  conditions  pour  que  la  surface  soit  réelle  ou  algébrique  donnent 
lieu  à  des  développements  étendus.  Les  surfaces  doubles  réelles 
rentrent  dans  la  catégorie  de  ces  curieuses  surfaces  de  Mobius  qui 
n'ont  qu'un  seul  côté.  Mais  c'est  surtout  dans  l'élude  des  surfaces 
minima  algébriques  que  l'on  sent  toute  l'importance  des  recherches 
de  M.  Lie  :  la  détermination  de  l'ordre,  de  la  classe,  des  singula- 
rités des  surfaces  algébriques  rainima  d'après  les  méthodes  de  l'il- 
lustre géomètre  norwégien  sont  l'objet  d'un  Chapitre  spécial. 

Nous  arrivons  maintenant  au  problème  capital  de  la  théorie  des 
surfaces  minima,  problème  dont  la  solution,  quoique  incomplète, 
a  jeté  un  grand  jour  sur  divers  points  de  la  théorie  des  équations 
aux  dérivées  partielles  du  second  ordre.  Ce  problème  consiste 
dans  la  détermination  de  la  surface  minima  qui  passe  par  un  con- 
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tour  donné  et  admet  en  chaque  point  un  plan  tangent  donné.  C'est 
Bjorling  qui  a  posé  ce  problème;  outre  les  solutions  données 
par  lui  et  M.  Bonnet,  M.  Schwarz  en  a  fait  connaître  une  autre 
fondée  sur  d'élégantes  formules  dans  lesquelles  intervient  la  sur- 
face adjointe.  M.  Darboux  développe  cette  méthode  et  l'applique 
à  la  recherche  de  la  surface  minima  réglée,  ou  de  la  surface 
ininima  qui  admet  une  ligne  plane  donnée  pour  ligne  de  courbure 
ou  pour  ligne  géodésique.  Après  quoi  il  aborde  la  question  sui- 
vante :  une  développable  algébrique  étant  donnée,  trouver  toutes 
les  surfaces  algébriques  minima  inscrites.  M.  Lie  a  montré  com- 
ment d'une  solution  supposée  connue  on  pouvait  en  déduire 
toutes  les  autres;  mais  il  restait  à  trouver  cette  première  solution. 
£n  résolvant  complètement  ce  problème,  M.  Darboux  a  donc  fait 
faire  un  pas  à  la  théorie  des  surfaces  minima,  et  sa  solution,  fondée 
sur  l'emploi  du  trièdre  de  référence  mobile  et  des  mouvements 
relatifs,  montre  une  fois  de  plus  tout  l'avantage  de  cette  méthode. 
Signalons  ce  théorème  curieux  : 

Etant  donnée  une  courbe  algébrique  (R),  si  Von  porte  sur 

tes  tangentes  à  cette  courbe  y  à  partir  du  point  M  de  contact  y 

dz 
une  longueur  MC  égal  à  t  ~  (t  est  le  rayon  de  torsion),  on  ob- 

tiendra  une  courbe  (c)  suivant  laquelle  une  surface  minima 
algébrique  sera  inscrite  à  la  développable  formée  par  la  tan- 
gente de  (R). 

Ajoutons  que  cette  surface  minima  se  détermine  complètement 
sans  intégration  ni  quadrature. 

M.  Darboux  reprend  encore  le  même  problème  par  les  mé- 
thodes ingénieuses  (*)  de  M.  Ribaucour. 

Dans  les  trois  derniers  Chapitres,  M.  Darboux  s'occupe  de  la 
détermination  des  surfaces  minima  assujetties  à  passer  par  des 
contours  rectilignes  donnés,  et  à  couper  à  angle  droit  des  plans 
donnés.  Riemann,  M.  Weierstrass  et  M.  Schwarz  ont  le  plus 
contribué  aux  résultats  acquis  à  la  Science  dans  cet  ordre  de 
recherches. 

Une  première  méthode  consiste  dans  l'emploi  d'une  représen- 
tation géographique  plane  propre  à  toute  surface  minima,  et  dans 

(')  Le  Travail  de  M.  Ribaucour  a  élc  analysé  au  lome  VI  du  BuUetinj  p.  n. 
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laquelle  les  lignes  de  courbure  sont  représentées  par  des  parallèles 
aux  axes  de  coordonnées  et  les  lignes  as^mptotiques  par  des  pa- 
rallèles aux  bissectrices  de  ces  axes. 

Remploi  simultané  de  cette  représentation  et  de  la  représen- 
tation conforme  sur  la  sphère,  qui  résulte  de  la  représentation 
sphérique  (suivant  Gauss)  de  la  surface,  permet  de  ramener  le  pro- 
blème à  celui  de  la  représentation  conforme  d'une  aire  sphérique 
sur  une  aire  plane.  Cette  méthode  réussit  pour  le  cas  de  deux 
droites  indéfinies,  et  pour  le  cas  de  deux  droites  qui  se  coupent 
et  d'un  plan  qui  leur  est  sécant.  Malheureusement,  elle  pré- 
sente au  delà  de  ces  exemples  des  difBcultés  sérieuses  qui  tiennent 
à  plusieurs  raisons,  que  M.  Darboux  met  en  lumière.  D'abord,  la 
représentation  sphérique  n'est  pas  absolument  déterminée;  en 
second  lieu,  Thypo thèse  d'une  représentation  plane  parfaitement 
limitée  ne  saurait  convenir  à  tous  les  cas  par  suite  de  la  présence 
possible  de  points  de  ramification,  qui  empêchent  l'uniformité  de 
la  fonction  au  moyen  de  laquelle  s'effectue  la  représentation  con- 
forme. Si  l'on  impose  à  cette  fonction  l'uniformité,  le  contour  par 
lequel  doit  passer  la  surface  minima  se  trouve  être  déterminé 
par  la  simple  direction  de  ses  éléments. 

Ces  difficultés  ont  porté  Fauteur  à  rechercher  une  autre  solu- 
tion du  problème,  et  il  a  utilisé  les  indications  si  précieuses  que 
M.  Weierstrass  a  données  sur  ses  recherches  à  l'Académie  de 
Berlin;  en  partant  des  formules  dues  à  cet  illustre  géomètre, 
M.  Darboux  est  parvenu  à  constituer  une  méthode  qui  répond 
pleinement  au  but. 

Cette  méthode  fait  dépendre  la  représentation  ponctuelle  d'une 
surface  minima  de  deux  fonctions  G,  H  d*une  variable,  définies 
par  M.  Weierstrass.  Une  substitution  linéaire  de  déterminant  -4-i 
effectué  sur  ces  fonctions  équivaut  à  un  déplacement  de  la  courbe 
minima  génératrice  et  de  la  surface  elle-même.  Si  donc  on  forme 
l'équation  du  second  ordre 

rf»6         db         ^ 

dont  G  et  H  sont  deux  solutions,  p  ei  g  ne  dépendent  aucune- 
ment de  lu  position  de  la  surface,  mais  seulement  de  sa  forme, 
l/inlérét  se  concentre  donc  sur  ces  fonctions/),  y,  et  Ton  voit  que 
pour  lour  étude  il  sera  |>ermi>  de  placer  les  axes  de  coordonnées 
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successivement  là  ou  ils  seront  utiles.  La  surface  adjointe  inter- 
vient également  dans  la  méthode;  la  limite  du  segment  adjoint 
sera,  comnie  pour  la  surface  elle-même,  une  chaîne  de  segments 
de  droites  et  de  plans;  mais  deux  éléments  correspondants  des 
deux  chaînes  sont  toujours  d'espèces  différentes.  Enfin  Inéqua- 
tion (2)  convient  également  à  la  surface  adjointe. 

M.  Darboux  étudie  ensuite  l'équation  différentielle,  et  enseigne 
à  la  former.  Il  reste  encore,  une  fois  ce  résultat  atteint,  à  intégrer 
l'équation  et  à  chercher  deux  intégrales  convenablement  choisies, 
qui  subissent  des  modifications  parfaitement  déterminées  lorsqu'on 
suit  un  chemin  fermé  quelconque;  ce  problème  posé  dans  toule 
sa  généralité  est  encore  insoluble,  mais  on  en  possède  la  solution 
dans  certains  cas  particuliers.  Pour  achever  le  problème,  il  ne  res- 
tera plus  qu'à  déterminer  les  constantes  arbitraires  qui  restent 
dans  l'équation  par  Tidèntification  du  contour  obtenu  avec  le  con- 
tour proposé,  ce  qui  exigera  encore  la  résolution  d*équations 
transcendantes.  On  voit  que  cette  méthode  ne  fait  pour  ainsi  dire 
pas  appel  aux  représentations  conformes  de  la  surface. 

Si  l'emploi  direct  de  cette  méthode  offre  encore  des  difficultés 
d'exécution  pour  un  contour  quelconque  donné  a  priori,  on  a  du 
moins  la  ressource  de  suivre  la  marche  inverse  et,  partant  d'équa- 
tions du  second  ordre  dont  les  intégrales  soient  connues,  d'étudier 
les  surfaces  et  les  contours  qui  leur  correspondent. 

M.  Darboux  suit  cette  méthode  inverse,  et  étudie  notamment 
les  surfaces  que  Ton  peut  déduire  de  l'équation  de  la  série  hyper- 
géométrique  dont  la  marche  des  intégrales  a  été  si  complètement 
étudiée  dans  le  beau  Mémoire  de  M.  Goursal. 

Il  suppose  ensuite  que  les  fonctions  (i  et  H  aient  des  valeurs  de 

la  forme 

An(r  — rt)«    ou     Ane«(r  — a)  nHP(/  — a). 

Mais  nous  ne  pouvons  mieux  faire  que  de  renvoyer  au  Livre  lui- 
même  le  lecteur  désireux  d'apprécier  pleinement  et  dans  leurs 
détails  ces  savantes  applications.  G.  K. 


Bull,  des  Sciences  mathem.,  2*  série,  l.  \II.  (Janvier  i8«8.  ) 
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MÉLANGES. 

SUR  LES  COURBES  ET  SURFACES  DÉCRITES  PENDANT  LE  MOUVEMENT 

A  CINQ  CONDITIONS  > 

Par    m.    SGHOENFLIES. 

• 

Dans  la  Communication  suivante  je  donnerai  quelques  théo- 
rèmes sur  les  courbes  et  les  surfaces  décrites  pendant  le  mouve- 
.  ment  d^un  corps  invariable  assujetti  à  cinq  conditions.  La  plupart 
de  ces  théorèmes  me  paraissent  nouveaux  ;  quelques-uns  sont  déjà 
contenus  dans  le  beau  Mémoire  de  M.  Thévenet  intitulé  : 
«  Elude  analytique  du  déplacement  infiniment  petit  d'un  corps 
solide  »  (*). 

Soit  S  le  système  solide  qui  se  déplace  dans  l'espace  S'.  Pour 
un  observateur  lié  invariablement  avec  S,  le  système  S'  se  déplace 
par  rapport  à  S;  c'est  ce  mouvement  de  S'  dans  le  système  S  que 
j'ai  nommé  le  mouvement  indirect  (2).  Il  est  clair  que  les  lois 
qui  régissent  le  mouvement  direct  et  le  mouvement  indirect  sont 
exactement  les  mêmes. 

Pour  la  démonstration  on  peut  supposer  que  les  positions  con- 
sécutives Sq,  S|,  S2  du  système  S  soient  prises  à  volonté;  mais  il 
nous  suffira  d'énoncer  les  résultats  seulement  pour  le  cas  du  mou- 
vement continuel. 

1.  Lieu  des  centres  des  sphères  osculatrices  des  trajectoires 
des  points  d^une  droite,  —  Pour  un  point  quelconque  P  d'une 
droite  d  les  trois  plans  normaux  consécutifs  7:^,  tî^,  tt^  se  cou- 
pent dans  un  point  P,  centre  de  la  sphère  osculatrice  de  la  trajec- 
toire de  P.  Les  plans  normaux  relatifs  aux  différents  points  de  la 
droite  c?  forment  trois  faisceaux  homographiques  qui,  en  général, 
engendrent  une  cubique    gauche  Â'3  (').  J'ajoute  que,    pour  le 


(*)  Thèses  présentées  à  la  Kacullé  des  Sciences  de  Paris,  1886. 
(»)  Voir  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  l.  CI,  p.  r5o. 
(')  Ce  llicorème  est  dû  à  M.  Haag.   Voir  aussi  Mannheim,  Comptes  rendus  de 
r Académie  des  Sciences,  t.  LXXVI,  p.  55 1. 
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mouvement  indirect,  P  est  le  centre  de  .  la  sphère  osculatrice 
de  la  trajectoire  du  point  P('). 

A  chaque  moment  il  existe  dans  le  système  S  une  courbe 
gauche  du  sixième  ordre  A'o  (^)  dont  les  points  ont  un  axe  de 
courbure  stalionnaire;  nous  en  concluons  que  les  trajectoires  de 
ces  points  sont  surosculatrices  à  des  cercles.  Pour  un  point  quel- 
conque K  de  cette  courbe  les  plans  normaux  x'J,  x^,  Xj  passent 
par  la  même  droite  a^. 

La  courbe  k^  contient  les  quatre  points  imaginaires  qui  sont 
points  principaux  du  complexe  Q^^l  engendré  par  les  systèmes  de 
plans  normaux  correspondants  S^  et  S^ .  En  regardant  que  pour 
chacun  de  ces  points  deux  positions  consécutives  coïncident,  nous 
trouvons  qu'ils  appartiennent  aussi  à  la  courbe  d'inflexion  isC). 
En  général,  ce  sont  les  seuls  points  qui  sont  en  commun  à  ces 
deux  courbes. 

Si  la  droite  d  rencontre  la  courbe  A*©  une  fois,  la  cubique 
gauche  k^  se  réduit  à  une  conique,  ou  plutôt  se  compose  de  cette 
conique  et  de  l'axe  de  courbure  stationnaire  du  point  de  ren- 
contre (^). 

Si  la  droite  rf  rencontre  la  courbe  k^  dans  deux  points  K  et  L, 
les  centres  des  sphères  osculatrices  forment  une  droite  d\  com- 
posant avec  les  axes  Ok  et  ai  des  points  K  et  L  la  cubique  gauche 
A's  (*).  A  un  point  quelconque  P  de  la  droite  d  correspond  un 
point  Pde  rf'  comme  centre  de  la  sphère  osculatrice.  Mais,  comme 
nous  l'avons  mentionné  plus  haut,  le  point  P  est  centre  de  la 
sphère  osculatrice  de  P'  pour  le  mouvement  indirect;  donc  la 
droite  d!  rencontre  deux  fois  la  courbe  k^  du  système  2'.  Ainsi, 
quand  on  fait  abstraction  des  axes  de  courbure  stationnaires 
comme  a^  et  at/,  on  obtient  le  résultai  suivant  : 

Les  cordes  des  courbes  ko  et  k'^  des  systèmes  S  et  S'  se 
correspondent  de  telle  manière  que  les  centres  des  sphères  os- 
culatrices   relatives  aux    différents    points   d^une    corde    de 


(*)  Voir  Comptes  rendus  de  l* Académie  des  Sciences,  l.  CI,  p.  i5i. 
(')  Voir  la  Géométrie  der  Bcwegung  de  Taulcur,  p.  1^2-145.  Leipzig,  1886. 
(')   Ce  sont  les  quatre  points  imaginaires   mentionnés  par  M.   Thévenet,  toc. 
cit.,  p.  24. 

(♦)  Voir  TiiKVENKT,  loc.  cit.,  p.  \Cy  cl  47- 
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Vune  de  ces  deux  courbes  forment  eux-mêmes  une  corde  de 
Vautre  courbe, 

2.  Lieu  des  points  dont  les  trajectoires  sont  surosculatrices 
à  des  cercles.  Surface  gauche  composée  des  axes  de  courbure 
de  ces  points,  —  Il  peut  arriver  que  la  droite  d  rencontre  la 
courbe  A*o  trois  fois;  soient  K,  L,  M  les  points  de  rencontre. 
Dans  ce  cas,  excepté  les  axes  a^^  a^  amt  la  courbe  k^  se  réduit  à 
un  seul  point  S,  ce  qui  exige  que  les  axes  a^,  a/,  am  passent  tous 
par  S. 

Soit  maintenant  P  un  point  quelconque  de  la  droite  d\  les 
quatre  positions  Pq,  P|,  P-j,  P3  ont  la  même  distance  du  point  S. 
Par  conséquent,  pour  le  mouvement  indirect,  S  comme  point  K' 
de  S'  appartient  à  la  courbe  k\  du  système  2'  et  la  droite  d  est  son 
axe  de  courbure  a\.  En  regardant  que  les  trois  axes  ^a»  «/?  cim 
concourent  dans  le  même  point  de  k\,  nous  trouvons  que  par  un 
point  quelconque  de  A'^  il  passe  les  axes  de  trois  points  de  la 
courbe  A*©. 

Les  courbes  A*o  et  k'^  obéissant  aux  mêmes  lois,  il  s'ensuit  que 
la  surface  réglée  formée  par  les  axes  de  courbure  des  différents 
points  de  A'o  est  composée  de  toutes  les  droites  qui  rencontrent 
trois  fois  la  courbe  A^'^.  Mais,  comme  nous  venons  de  démontrer, 
par  chaque  point  de  k'^  il  passe  trois  de  ces  droites  ;  une  quel- 
conque d'elles  est  donc  rencontrée  par  six  autres.  Il  s'ensuit  que 
la  surface  considérée  est  du  huitième  ordre.  Donc  : 

Les  droites  rencontrant  trois  fois  la  courbe  k^  sont  les  axes 
de  courbure  stationnaires  pour  le  mouvement  indirect;  pçur 
chacune  déciles  la  courbe  des  centres  des  sphères  osculatrices 
se  réduit  à  un  seul  point  appartenant  à  la  courbe  k\  du  mou- 
vement  indirect. 

La  surface  réglée  formée  par  les  axes  de  courbure  des  points 
de  la  courbe  A*o  est  du  huitième  ordre  et,  contient  la  courbe  k' 
du  mouvement  indirect  comme  courbe  triple. 

On  sait  que  les  droites  telles  que  les  axes  de  courbure  relatifs 
à  tous  leurs  points  forment  un  cône,  constituent  un  complexe  du 
second  ordre,  el  que  les  axes  de  courbure  sont  les  droites  ana- 
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logues  pour  le  mouvement  indirect.  Avec  M.  ïhévenet  (*)  nous 
désignons  ces  droites  sous  le  nom  de  droites  pivotantes.  En  effet, 
si  S  est  le  sommet  du  cône  relatif  à  la  droite,  il  est  clair  que  la 
droite  pivote  autour  du  point  S. 

En  faisant  usage  de  cette  définition,  nous  désignons  les  droites 
«;t,  aij  ...  sous  le  nom  de  droites  pivotantes  stationnaires  et 
nous  avons  le  résultat  suivant.  A  chaque  moment,  il  existe  une 
surface  gauche  du  huitième  ordre  composée  des  droites  pivotantes 
stationnaires.  Les  sommets  des  cônes  formés  par  les  axes  de  cour- 
bure relatifs  aux  points  de  ces  droites  constituent  la  courbe  k'^  du 
mouvement  indirect. 

Les  théorèmes  que  nous  venons  d'établir  s'obtiennent  aussi 
comme  conséquence  des  théorèmes  généraux  énoncés  pour  la  pre- 
mière fois  par  MM.  Noetlier  et  Cremona  (  *).  Nous  avons  vu  que 
le  point  P,  centre  de  la  sphère  osculatrice  du  point  P,  est  le  point 
d ^intersection  des  plans  normaux  iî^,  tî^,  tî^.  Mais  les  systèmes 
SJ,  S^,  S^  formés  par  l'ensemble  des  plans  normaux  homologues 
sont  homographiques  ;  donc  il  existe  une  correspondance  du 
troisième  ordre  entre  les  points  P  et  les  points  P',  et  les  courbes 
kfi  et  Xr'g  ne  sont  autre  chose  que  les  courbes  principales  de  cette 
correspondance  {^),  Cependant,  pour  faire  voir  clairement  le  ca- 
ractère cinématique  des  courbes  et  surfaces,  j'en  ai  donné  la 
déduction  précédente,  qui  découle  immédiatement  des  lois  connues 
de  la  théorie  du  mouvement. 

3.  Génératrices  singulières  des  surfaces  réglées.  Droites 
dont  trois  positions  consécutives  passent  par  le  même  point. 
Surface  gauche  formée  par  les  tangentes  des  points  de  la 
courbe  d^ inflexion.  —  Une  droite  quelconque  rf  de  S  engendre 
une  surface  réglée.  Mais  à  chaque  moment  il  y  a  un  complexe 
tétraédral  C[,^^  formé  par  les  droites  dont  les  positions  suivantes 
d^^  et  rf|  se  coupent. 

En  général,  une  telle  droite  est  une  génératrice  singulière  de  sa 
surface;  donc  il  s'ensuit  que  les  génératrices  singulières  des  sur- 


(  ')  Loc.  cit.,  p.  26. 

{*)  Voir  NoETHEH,  Math.  Annalen,  l.  III,  p.  55a.  Cremoxa,  Annaii  di  Math., 
■2'  scorie,  t.  V,  p.  i3i.  Voir  aussi  Sturm,  Math.  Annaien,  l.  XXIl,  p.  ^|8o. 
(  ')  Voir  Géométrie  der  Bewegung,  p.  iSg-i^i- 
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faces  réglées  décrites  par  les  différentes  droites  de  S  constituent 
un  complexe  tétraédral  C^^^. 

Dans  un  plan  quelconque  les  droites  du  complexe  enveloppent 
une  parabole-,  donc  les  deux  complexes  CJ,^^  et  O,^'  ont  en  commun 
une  congruence  du  quatrième  ordre  et  de  la  troisième  classe.  A 
proprement  parler,  il  faudrait  adjoindre  la  congruence  spéciale 
qui  contient  toutes  les  droites  du  plan  à  Tinfîni;  mais  on  peut 
bien  en  faire  abstraction.  Pour  chaque  droite  d  de  cette  con- 
gruence les  positions  rfo,  d^  et  rf,,  rfj  se  coupent;  on  peut  donc 
dire  qu'une  telle  droite  est  génératrice  singulière  persisianie  de 
la  surface  réglée  correspondante. 

Parmi  ces  droites  il  en  peut  exister  telles  que  deux  quelconques 
des  positions  do,  d^^  d^  se  coupent.  Dans  ce  cas,  ou  d^^  d^,  d^ 
passent  par  le  même  point,  ou  elles  sont  situées  dans  un  seul 
plan. 

Soit  r  une  droite  dont  les  trois  positions  r©,  /'i,  r^  concourent 
dans  le  même  point  R',  pour  le  mouvement  indirect  le  point  R' 
restera  dans  trois  positions  consécutives  R'^,  R',,  R^  sur  la  droite  r; 
donc  R'  appartient  à  la  courbe  d'inflexion  pour  le  mouvement  in- 
direct et  la  droite  r  est  la  tangente  de  sa  trajectoire.  Ainsi  on  peut 
dire  que  les  droites  cherchées  de  l'un  des  deux  systèmes  S  et  5/ 
sont  formées  par  les  tangentes  des  points  de  la  courbe  d'inflexion 
de  l'autre  svstème. 

Les  tangentes  de  tous  les  points  de  la  courbe  d'inflexion  ^'3 
forment  une  surface  réglée.  Pour  en  trouver  le  degré,  nous  cher- 
chons combien  de  ces  tangentes  rencontrent  une  quelconque 
d'elles. 

Soient  A  et  B  deux  points  de  la  courbe  d'inflexion  dont  les  tan- 
gentes ta  et  tb  se  coupent,  la  corde  AB  sera  une  droite  du  com- 
plexe Oq^  formé  par  les  tangentes  des  trajectoires  de  tous  les 
points  de  S.  De  même,  si  la  corde  AB  de  la  courbe  I3  appartient 
au  complexe  CJ,"*,  les  tangentes  ta  et  ti,  des  points  A  et  B  con- 
courent dans  le  même  point. 

Toutes  les  droites  du  complexe  CJ,"'  qui  passent  par  le  point  A 
constituent  un  cône  du  second  ordre,  et  le  cône  formé  par  les 
cordes  de  la  courbe  /'a  dont  A  est  le  sommet  est  de  même  du 
second  ordre.  Ces  deux  cônes  ont  en  commun  la  droite  u  parallèle 
à  l'axe  instantané  x]  donc  ils  se  coupent  en  outre  dans  trois  autres 
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droites.  Mais  la  droite  u  n'est  pas  tangente  d^un  point  fini  du  s^'s- 
tème  S;  d'où  l'on  conclut  que  par  chaque  point  de  la  courbe  d'in- 
flexion passent  trois  cordes  qui  appartiennent  au  complexe  CJ,^'. 

La  tangente  de  la  trajectoire  d'un  point  quelconque  de  la 
courbe  I3  est  donc  rencontrée  par  trois  autres,  par  conséquent: 

La  surface  réglée  formée  par  les  tangentes  des  trajectoires 
des  points  de  la  courbe  d' inflexion  est  du  cinquième  ordre  (*). 

Toutes  les  droites  qui.  dans  trois  positions  consécutives, 
passent  par  le  même  point  de  leurs  surfaces  réglées,  consti- 
tuent à  chaque  moment  une  surface  gauche  du  cinquième 
ordre  (^).  Ces  points  forment  eux-mêmes  une  courbe  gauche 
du  troisième  ordre,  courbe  d'inflexion  du  mouvement  in- 
direct. 

Nous  nommons  cette  surface  réglée  la  surface  R5. 

4.  Droites  dont  trois  positions  consécutives  sont  contenues 
dans  le  même  plan.  Surface  enveloppée  par  les  plans  qui 
passent  par  des  droites  stationnaires  de  leurs  développables. 
Courbe  double  de  la  surface  gauche  R5.  —  Soit  h  une  droite 
dont  les  trois  positions  consécutives  ho^  Ai,  ^2  sont  situées  dans 
un  seul  plan.  Pour  les  trois  positions  considérées  elle  obéit  aux 
lois  du  mouvement  plan.  Par  conséquent,  sur  cette  droite  il  y  a 
deux  points  d'inflexion  ;  elle  est  donc  nécessairement  une  corde 
de  la  courbe  d'inflexion  /V  En  outre,  il  est  évident  qu'une  telle 
droite  A  appartient  au  complexe  O^^.  Mais  il  est  aussi  vrai  que 
chaque  droite  du  complexe  Cj*'  qui  est  une  corde  de  la  courbe 
d'inflexion  est  une  telle  droite  h. 

Nous  avons  démontré  plus  haut  que  par  un  point  quelconque 
de  la  courbe  I3  passent  trois  de  ces  droites.  D'autre  part,  il  est 
évident  que  le  point  d'intersection  de  deux  droites  h  est  un  point 
de  la  courbe  I3.  Une  droite  h  est  donc  coupée  par  quatre  autres 
de  ces  droites,  d'où  l'on  conclut  que  leur  ensemble  forme  une 


(*)  Dans  ces  deux  théorèmes^  nous  avons  fait  abstraction  des  droites  du  plan 
û  l'infini.  Ce  plan  se  meut  dans  lui-iuôme;  donc  ce  mouvement  obéit  aux  lois 
connues  du  mouvement  plan.  , 

(')  M.  Thévenel,  ioc.  cit.,  p.  fio,  trouve  que  la  surface  est  du  ({uatricme  degré. 
Ce  résultat  a  donc  besoin  d'une  modification. 
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surface  gauche  du  sixième  ordre  sur  laquelle  la  courbe  d'inQe\ion 
est  une  courbe  iriple.  Donc  : 

U ensemble  des  droites  qui  dans  trois  positions  consécutives 
sont  contenues  dans  un  même  plan  tangent  de  leurs  surfaces 
réglées  forment  à  chaque  moment  une  surface  gauche  du 
sixième  ordre  Re.  La  courbe  d^ inflexion  est  une  courbe  triple 
de  cette  surface. 

Je  remarque  encore  que  les  droites  /•  et  les  droites  /*  sont  les 
droites  analogues  et  communes  des  trois  complexes  0,^J,  OJ^,  Q^l 
formés  par  deux   quelconques  des   trois  systèmes  normaux   SJ[, 

VV      VV 

Nous  allons  cnlîn  étudier  la  surface  développable  formée 
par  Tensemble  des  plans  que  nous  venons  de  considérer.  Si  t/ 
est  le  plan  de  S'  qui  contient  les  trois  droites  Aq,  /«ii  ^2^  pour 
le  mouvement  indirect,  le  plan  r/  passe  dans  trois  positions  consé- 
cutives par  la  droite  Ao;  cela  veut  dire  que  la  droite  h  est  une  droite 
stationnaire  de  la  surface  développable.  La  surface  cherchée  peut 
donc  être  considérée  comme  Tensemble  des  plans  qui  passent  par 
des  droites  stationnaires  de  leurs  développables. 

Maintenant,  considérons  un  point  quelconque  S  de  S  et  les  trois 
gerbes  de  plans,  dont  les  sommets  sont  So,  S| ,  S2.  Dans  ces  gerbes, 
il  y  a,  en  général,  six  plans  r,  dont  les  positions  r^o,  t,i,  t.j  con- 
courent dans  la  même  droite  :  donc  l'ensemble  des  plans  t,  enve- 
loppe une  surface  développable  <I>fl.  Ainsi  : 

U ensemble  des  plans  passant  par  des  droites  stationnaires 
de  leurs  développables  constituent  une  surface  développable  du 
sixième  ordre  ^^^  Ces  droites  forment  elles-mêmes  une  surface 
gauche  du  sixième  ordre,  surface  R'^  du  mouvement  indirect. 

Les  plans  tangents  r^  relatifs  aux  différentes  droites  de  la 
surface  gauche  Ro  forment  une  surface  développable  du 
sixième  ordre.  Cette  développable  est  la  surface  4>ç  du  mouve- 
ment indirect. 

Revenons  encore  une  fois  à  la  courbe  d'inflexion.  Soit,  comme 
précédemment,  ta  la  tangente  de  la  trajectoire  du  point  A  de  cette 
courbe;  soient  AH  =  h,  AK  =  A',  AL  =  /  les  trois  droites  de  R« 
passant  par  le  point  A.  Les  plans  joignant  la  droite  ta  et  une  quel- 
conque des  droites  /i,  A*,  /  sont  trois  plans  de  la  surface  4>«. 
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La  tangente  ta  est  coupée  par  les  tangentes  t^s  t/cj  ^/ des  points 
H,  K,  L,  et  ces  tangentes  sont  les  génératrices  de  la  surface  Re- 
Nous  en  concluons  que  chaque  plan  de  la  surface  <^o  contient  deux 
génératrices  de  la  surface  R5  et  que  par  une  génératrice  de  cette 
surface  passent  trois  plans  de  la  développable  Oe- 

Celte  développable  est  donc  composée  des  plans  tangents 
doubles  de  la  surface  R5,  par  conséquent,  selon  les  propriétés 
connues  des  surfaces  réglées,  nous  obtenons  le  résultat  que  la  sur- 
face R5  possède  une  courbe  double  du  sixième  ordre  rencontrant 
chaque  génératrice  trois  fois.  Ainsi  : 

La  surface  gauche  R5  composée  des  tangentes  des  trajec- 
toires des  points  de  la  courbe  d* inflexion  possède  une  courbe 
double  du  sixième  ordre.  La  surface  R5  est  formée  par  les 
cordes  triples  de  cette  courbe  (*). 


EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  DE  M.  ED.  WEYR  A  M.  HERMITE. 

Permettez  que  je  vous  soumette  une  observation  qui  concerne 
la  troisième  des  Notes  tirées  des  lettres  que  vous  avez  écrites  à 
M.  Craig.  Vous  y  donnez  les  deux  expressions  pour  cosx 

(I)  ^^'^  =  Il[('-"^)^^J'        (m  =  ±i,db3,  ±5,  ...), 

(^)     eosa.=  (,-Hi^)]^j[,__^]eî-|,       (,.  =  ±  ,,  ±.,  ...), 

et  vous  montrez  leur  coïncidence,  en  les  déduisant,  comme  cas 
particuliers,  d'une  même  formule  plus  générale.  Or  il  ne  me 
semble  pas  sans  intérêt  de  démontrer  directement  l'égalité  de  ces 
deux  expressions.  Pour  cela  écrivons  dans  la  première  formule 
2/1  —  1  au  lieu  de  m,  et  mettons  à  part  le  facteur  qui  correspond 
à  /i  =  o;  nous  aurons 


(')  Les  surfaces  réglées  du  cinquième  ordre  ont  éré  étudiées  en  détail  par 
M.  H.-A.  Schwarz;  voir  Journal  de  Crelle,  t.  67. 
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En  divisant  Texpression  (i')  par  (i),  nous  obtenons  le  quotienl 

Q  =  «- «^IT    d«— «»«"««  L 

ou  bien 

Mais 

>=l  V=i 

et  comme 


nous  avons 


y — \ — =.y(-î '—) 


>  =  i 

Par  suile  Q  =  i ,  ce  qu'il  s'agissait  de  faire  voir. 

Je  saisis  cette  occasion  pour  faire  une  remarque  sur  la  formule 


(3)  -î-.=-T 


cosx  -^  •=•* 


v  =  iJr«  — (2>  — 1>»~ 


qu'on  déduit  du  développement  connu 


siDjr       or  jidx^  —  >*— >' 

v  =  l 


on  y  mettant  x  4-  -  à  la  place  de  x. 

Tandis  que  la  série  qui  figure  dans  la  formule  (4)  est  absolument 
convergente,  la  série  (3)  ne  Test  pas. 

On  peut  remédier  à  cet  inconvénient  de  la  manière  suivante. 
Prenons  la  formule 


4  5       5       7 


_         I        I        i 

4  ~ 
c'esl-ù-dire 


» 


MÉLANGES.  27 

et  mettons  (3)  sous  la  forme 


(_,)v(av  — 1)     ,   4  V  (-0^ 


COSJ7  .^^      .  ^  s.  '^'  ^  <^^ 

7  =  1^:»  — {'2v  —  i)'y 
ou  bien^  en  réunissant  les  deux  sommes, 

4^*v^  (-0 


j 


COSJ? 


=  l-t- 


=  i(2v  — i)Lr»  — (2v  — 1)«^ 


La  série  qui  figure  maintenant  à  droite  est  absolument  conver- 
gente; de  plus,  elle  converge  plus  rapidement  que  la  série  (4). 
D'ailleurs  on  peut  parvenir  à  ce  résultat  en  appliquant  à  la 

fonction  impaire  la  méthode  de  Cauchy  pour  le  développe- 

ment  en  une  somme  infinie  de  fonctions  rationnelles  (  Théorie  des 
fonctions  elliptiques  de  MM.  Briot  et  Bouquet,  2*  édition, 
n"  184).  On  trouve 

=  lira    7    r , 

la  somme  se  rapportant  aux  résidus  relatifs  aux  points  ;:  =  o,  ii=  -> 
=b  3  -,  •  •  •  >  dz  (2  m  4-  1)7-  Le  résidu  relatif  au  point  o  est-;  celui 

relatif  au   point  (2A*H-i)-  est ^p^— ^ =î  >  tandis 

que   celui   qui   se   rapporte   au    point    — (2A"-|-i)-  est    égal    à 

^  •  On  a  donc 


—  (-lA-hO^   -T-t-C-aA-i-i)^ 


I  _   1  V^  ( (— i)A-H 


c'csl-à-dire 


4^V  (-")* 


-Hl 


^(2x--f.i)L«~(2A.4.i)«^n 
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Si  Ton  y  met  '2V  —  i  à  la  place  de  a  A-  -h  i,  on  retrouve  la  formule 


=1  H- 

COSX  TT 


UN  THÉORÈME  CONCERNANT  LA  SURFACE  DE  STEINER,  ET  L'ENSEMBLE 
DE  TROIS  CONIQUES  QUI  SE  COUPENT  DANS  L'ESPACE; 

I»AR  M.  G.  KOEMGS. 

La  surface  de  Steiner  est  une  surface  du  quatrième  ordre,  de 
troisième  classe,  coupée  suivant  deux  coniques  par  chacun  de  ses 
plans  tangents;  elle  possède  trois  droites  doubles  qui  concourent 
en  un  même  point.  Cette  surface  est  représentable  point  par  point 
sur  le  plan  et  les  coordonnées  x^y^  w,  /  d'un  point  quelconque  de 
la  surface  sont  proportionnelles  à  des  formes  quadratiques  de 
trois  variables  //,  r,  iv,  en  sorte  que  Ton  a  généralement  comme 
représentation  de  la  surface  de  Steiner  les  formules 

ÇiX  =  Oi(U,  ç,  w), 

pZ   —  5.3(11,  i\   il»), 
pt    =  Q4(ll,   V,   W), 

Aux  sections  planes  de  la  surface  répondent  sur  le  plan  repré- 
sentatif les  coniques  d'un  réseau,  n'ayant  aucun  point  fonda- 
mental. Par  exemple,  la  section  par  le  plan, 

(2)  Ix  -h  my  -h  nz-^  pt  =  Oy 

est  représentée  par  la  conique 

(3)  /oi  -4-mo, -f-/ioj-H/>04  =0. 

Si  la  conique  (3)  se  décompose  en  un  système  de  droites,  le 
plan  (2)  est  tangent  à  la  surface.  On  obtiendrait  donc  Téquation 
tangentielle  de  la  surface  de  Steiner  en  égalant  à  zéro  le  discrimi- 
nant de  la  conique  (3). 

La  représentation  d'une  surface  de  Steiner  à  l'aide  de  formules 
telles  que  (i),  où  les  cp/  sont  des  formes  quadratiques,  est  possible 
d'une  infinité  de  manières;  par  exemple,  on  peut  effectuer  sur  «/, 
Vj  iv  telle  transformation  linéaire  que  Ton  voudra. 
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Si  l'on  ciTcclue  la  transformation  dp  manière  à  réduire  simul- 
tanément ^1  et  cp2  à  une  somme  de  carrés,  par  exemple, 

(p,  =  a*  -f-  i>* -h  (V*, 

il  reste  encore  trois  paramètres  dans  ^2?  6t  six  dans  chacune  des 
formes  Q3  et  ^4,  soit  en  tout  i5  paramètres. 

On  peut  voir  cela  encore  autrement;  en  eflet,  la  surface  étant 
rapportée  au  tétraèdre  des  quatre  plans  qui  la  touchent  chacun 
en  tous  les  points  d'une  conique,  Téquation  qui  la  représente  a  la 

forme 

^ax  -h  yjby  -k-  yJcz-\-  yjdt  =  o. 

La  surface  est  donc  déterminée  lorsque  Ton  connaît  ce  té- 
traèdre, ce  qui  exige  3  x  4  =  i9.  données,  et  lorsque  Ton  connaît 

les  rapports 

a:b:c:d. 

Cela  fait  bien  encore  i5  paramètres. 

Enfin,  une  autre  forme  de  Féquation  de  la  surface  permet  aussi 
de  mettre  le  même  nombre  i5  en  évidence. 

En  prenant  pour  tétraèdre  de  référence  un  tétraèdre  ayant  pour 

arêtes  les  trois  droites  doubles  concourantes  en  son  sommet  o,  et 

ayant  pour  face  opposée  à  o  un  plan  tangent  en  tous  les  points 

d^une  conique,  on  peut  faire  prendre  à  Téquation  de  la  surface  la 

forme 

xyzt  -4-  (A.yz  ■+■  Bjsx  -+■  Cary)^  =  o. 

Cette  équation  contient  trois  constantes  et,  si  Ton  y  joint  les 
douze  constantes  qui  fixent  la  position  du  tétraèdre,  on  a  bien 
i5  paramètres. 

Ainsi  quinze  conditions  suffisent  pour  déterminer  une  surlace 
de  Steiner  :  par  exemple,  quinze  points  ou  quinze  plans  tan- 
gents, etc. 

Prenons  en  particulier  trois  coniques  A,  B,  C  se  coupant  deux 
à  deux  en  un  point.  11  est  intéressant  de  savoir  que  ces  trois  co- 
niques définissent  deux  surfaces  de  Steiner  et  deux  seulement. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  je  prendrai  pour  tétraèdre  de 
référence  celui  formé  par  le  plan  des  trois  coniques  et  par  le  plan 
des  trois  points  dMnterscction  des  coniques. 
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En  faisant  rentrer  s'il  y  a  Heu  dans  les  coordonnées  des  facteurs 
constants,  les  trois  coniques  peuvent  être  représentées  par  les 

formules 

^x  =  o, 

(B)  )p>  =  o, 

I    p'iî   =  T,«  -H  ^^'TiV, 

P>  =  c'Çî;'-f-p, 


(C) 


p'-5  =  o, 


Dans  ces  formules,  $  :  $',  v;:?;',  î^:2^'  sont  les  paramètres  res- 
pectifs et  a,  a'j  a",  b,  b'y  b'\  c,  c',  c"  des  constantes. 

Désignons  par  O  le  point  de  rencontre  des  trois  plans  des  co- 
niques; par  O',  O^,  O'"  les  points  de  rencontre  des  coniques  B, 
C;  C,  A;  A,  B.  Les  points  O,  O',  O",  O'"  sont  les  sommets  du  té- 
traèdre de  référence. 

La  conique  (A)  est  Tintersection  du  plan  OCO"',  ou  or  =  o 
avec  le  cône  de  sommet  O' 

{aTy  ^  at){y z  —  a' t)  —  t^  =  o. 

Prenons  maintenant  une  surface  de  Steiner  qui  sera  d'abord 
assujettie  à  loucher  les  plans  j:  =  o,  j'  =  o,  x;  =  o.  On  pourra 
représenter  cette  surface  sous  la  forme 

py  =  v{\' u ->r  )x'v -^^' w), 

pZ  =  W  (  X'  U  H-  [xV  -h  V*  iP  ), 

pt  =  ©(u,  Vy  w)  =  forme  quad.  en  u,  v,  w. 

Exprimons  en  outre  que  les  coniques  définies  sur  la  surface  par 
les  équations  w  =  o  et  c>  :=  o  respectivement  se  coupent  dans  le 
plan  /  =  o;  il  faut  que  ^  s'annule  avec  u  et  v\  si  de  même  les 
coniques  u  ==.  o,  (v  =  o,  et  r  =  o,  kv  =  o  se  coupent  dans  le  plan 
/  =  o,  on  voit  que  ^  ne  doit  contenir  que  les  rectangles  uv\ 
UiVy  ru',    et  en   faisant   rentrer  dans  //,  v^  w  des  constantes,  on 
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aura 

py  =  v(\'u  -h  fx'i»-H  v'w), 
pz  =  w{'k'u  -\-  [k'ç  ~\-^'w), 

pt    =  VW  -\-  WU-{-  uv. 

Telle  est  la  représentation  générale  d'une  surface  de  Sleiner 
tangente  aux  plans  x  =  o,  j^  =  o,  .s  =  o  et  passant  par  les  points 
O,  O',  O".  Il  reste  à  identifier  les  trois  coniques  de  la  surface  qui 
passent  par  ces  points  avec  les  coniques  (A),  (C),  (C)  données. 

La  conique  u=  o  est  représentée  par  les  équations 

a?  =  o,  t 

py=   v(ii'v  -hv'w), 

pz  =  «'(fJl  V-+- v'w), 
pt   =  ÇW. 

Identifions  avec  la  conique  (A).  Pour  cela,  je  cherche  le  cône 
de  sommet  O'  qui  a  (A')  pour  base;  on  trouve 

{y-y't){z-ii''t)  =  ii'^''t^; 
ridcntification  donne  donc 

En  procédant  de  même  pour  les  autres  coniques  (B)  et  (C),  on 
irouve 

à  ^,       b'  ,.  I 


Représentons  par  e  la  quantité  dz  i ,  on  trouve 


X  -  **'"  , 

c 

b 

^-ft'c'' 

^     7" 

.        b't 

a 
a' 

X-      *' 

(A  =  —  ' 
'         a 

„       d't 

p^ 


c'a 

^'■^  J^)» 

a' 

c'e       \ 

a" 

*■   '    a'b""')' 

Z2  PREMIERE  PARTIE, 

et  Ton  obtient  ainsi  définitivement 

?^="(^"^    ? 
=      v{  —    u- 

[^' 

Si  Ton  a  égard  a  la  double  valeur  de  s,  on  voit  que  Ton  a  obtenu 
deux  surfaces  de  Steiner  passant  par  les  trois  coniques.  La  mé- 
thode suivie  donne  du  reste  toutes  les  surfaces  de  Steiner  passant 
par  ces  trois  coniques;  le  théorème  est  ainsi  démontré. 

Ce  théorème  donne  le  moyen  de  former  des  transformations 
rationnelles  dans  lesquelles  trois  coniques  A,  B,  G  de  l'espace,  qui 
se  coupent,  sont  les  transformées  de  trois  droites  formant  un  triangle. 

Considérons,  en  effet,  la  transformation 

/  a'z  c  b     \  , 

=     i^i  —    w -h -T-i  ^* -*-     —  w*  )    -h  s(l  u -h  m  ç -h  n  w -^- ps)f 
\c  c  a  a       J  -^ 

pt  =  i^iv  -h  wu  -^  uv  -h  s(l"'u  -+-  ni" V  -h  n'"w  -hp"' s), 

qui,  atout  point  n(  2/,  r,  w,  5)  d'un  espace  E,  fait  correspondre  un 
poinlT3(a:,  y^  z,  t)  d'un  espace  f^  Un  plan  quelconque  de  E  a  pour 
image  une  surface  de  Steiner;  par  exemple,  le  plan  5  =  0  a  pour 
image  la  surface  précédemment  considérée,  et  les  droites  de  ce  plan 
ont  pour  images  les  coniques  de  la  surface.  Les  coniques  A,  B,  C, 
en  particulier,  sont  les  images  de  trois  droites  du  plan  5  =  o  (*). 


?y 


(*)  Les  coniques  de  rcspacc  e  sont,  comme  on  sait,  huit  fois  indétcrmiaéesT 
elles  forment  un  syslêmc  que  je  représenterai  par  I*.  Les  coniques  de  Tespacc  e 
qui  sont  les  transformées  des  droites  de  Tespace  E  par  une  transformation  qua- 
dratique déterminée  forment  un  système  quatre  fois  indéterminé  I*.  Ce  qui  pré- 
cède touche,  on  le  voit,  à  la  théorie  de  ces  systèmes  remarquables  l*,  qui  se  ren- 
contrent dans  un  grand  nombre  de  questions  de  Géométrie,  et  notamment  dans 
l'étude  d'une  surface  importante  du  huitième  ordre  que  j'ai  signalée  aux  Comptes 
rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences  en  août  1887.  Généralement 
six  coniques  arbitrairement  choisies  définissent  un  système  T,  et  peuvent,  par 
conséquent,  être  regardées  comme  U*!s  transformées  quadratiques  de  six  droites 
d'un  autre  espace. 
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COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

TANNERY  (Paul).  -—  Pour  i/rusTOiRE  de  la  science  hellène,  de  Tiialès 
A  Empkdocle.  396  p.  111-8".  Paris,  Félix  Alcan  (Collection  historique  fl<»s 
grands  philosophes),  1887. 

Les  derniers  mots  par  lesquels  j'ai  Icrminé  le  compte  rendu  dn 
Livre  de  M.  Paul  Tannery  sur  la  Géomélrie  f^^rccquc  (*)  sont 
amplement  justifiés  par  la  publication  d'un  Volume  que  le  même 
auteur  vient  de  faire  paraître  en  même  temps,  et  qui  est  consacré 
spécialement  à  l'étude  des  systèmes  cosmologiques  et  des  opinions 
physiques  des  premiers  penseurs  hellènes.  Je  ne  puis  m'étendre 
ici  sur  la  profonde  originalité  déployée  par  l'auteur  dans  cette 
étude,  sur  les  découvertes  toutes  nouvelles  qu'il  a  faites  dans  un 
terrain  déjà  si  souvent  exploré;  mais  je  signalerai  comme  pouvant 
intéresser  les  mathématiciens  : 

1®  L'Introduction  :  sur  la  distinction,  au  point  de  vue  de  la 
Science,  des  diverses  périodes  historiques  de  l'antiquité; 

2"  Les  indications  concernant  l'histoire  des  origines  de  l'Astro- 
nomie, particulièrement  dans  les  Chapitres  relatifs  à  ïhalès  et  à 
à  Ânaximandre; 

3"  La  démonstration  du  fait  que,  à  l'origine  de  la  pensée  scienti- 
fique, non  seulement  l'espace  n'était  pas  conçu  indépendamment 
du  corps  dont  il  est  le  lieu,  mais  que  même  il  était  regardé,  impli- 
citement ou  explicitement,  comme  fini. 

Un  appendice  Sur  V arithmétique  pythafrorienne  (p.  369 
à  391)  est  tiré  d'un  article  publié  ici  même  par  Tauteur,  mais 
qu'il  a  d'ailleurs  refondu  et  augmenté,  notamment  d'une  discussion 
sur  l'époque  où  vivait  Thyiuaridas  de  Paros  (au  siècle  de  Platon) 
et  d'une  traduction  avec  commentaires  d'un  fragment  de  Speusippe 
sur  les  nombres  pythagoriques. 

M.  Tannery  paraît  penser  maintenant  que  la  synonymie  mys- 
tique des  nombres  de  la  décade,  telle  qu'elle  nous  est  connue  d'après 
les  néo-pythagoriciens,  se  serait  développée  à  l'époque  aloxandrinc, 
par  la  composition  fantaisiste  de  pièces  attribuées  à  Orphée  et  ana- 
logues aux  hymnes  qui  nous  sont  parvenus  sous  ce  nom.  \. 


■■■'ij^'^i  -»■ 


<•)  Voir  Bulletin,  l.  \I,,  J73. 

BulL  des  Sciences  mathcm.,  a«  série,  l.  XII.  (Février  188-.)  .{ 


3î  PHEMl(:Uli:   PAUTIE. 


A    lllSTOKY   OF    THE   TIIEORY   OF    ELASTICITY   AND   OF   THE   STRENGTH    OF    MaTE- 
lUALS   FROM   CiAULKI    T(>   THE    PRESENT   TIIME.    IW    lllO    lutO   Isiiac   Todhunlcr, 

D.  Se.,  F.  U.  S..  cdikNl  and  rumplclod  fnr  Iho  syndics  of  ilie  Uiiivcrsily-press 
by  Karl  Pearson,  M.  A.,  IVolossor  of  appliod  Malliomalies,  Uiii\orsity  Col- 
loj:o,  Londun.  Vol.  1.  Cf/iilci  to  Saint- rcnwtt  (iG3g-i85o).  Cambridge, 
at  llio  Univcrsilv  Press:   i88ii. 

Après  SOS  Ouvra^jes  consiilérahles  et  justement  renommés  sur 
rHisïoire  du  calcul  des  variations,  des  théories  de  Tattraction,  le 
D'  Isaac  Todliunter  avait  réuni  les  matériaux  d^une  Histoire 
de  la  théorie  de  i\*iastici(é,  lorsque  la  mort  le  surprit.  Le 
manuscrit  d'une  première  moitié  de  cet  Ouvrage  était  presque 
prêt  à  imprimer  :  à  peine  y  restait-il  quelques^lacunes  à  combler; 
c'est  ce  Volume  ([ue  les  syndics  de  rimprimerie  de  TUniversîté 
viennent  de  faire  publier  sous  la  surveillance  du  professeur  Karl 
Pearson,  et  que  celui-ci  a  eu  la  courtoisie  de  dédier  à  la  mémoire 
du  géomètre  français  à  qui  nous  devons  les  plus  beaux  travaux 
sur  l'élasticité,  M.  de  Sainl-V'enant  (  *). 

«  Pendant  l'été  de  i8S{,  les  syndics  de  l'imprimerie  de  l'Uni- 
versité me  remirent,  sur  la  proposition  du  D*"  Kouth,  le  manuscrit 
(le  Y  Histoire  de  r  élasticité  de  feu  le  D'  Todhunter,  pour  le 
compléter  et  en  préparer  l'édition.  Pour  n'en  pas  retarder  indéG- 
niment  la  publication,  on  décida  d'imprimer  Cbapitre  par  Cha- 
pitre suivant  le  progrès  du  travail  de  revision.  11  est  certain  que 
cet  arrangement  a  accéléré  la  publication  du  premier  Volume, 
mais  en  même  temps  il  a  produit  (pielques  imperfections  que  je 
dois  signal(M\  Tout  d'abord,  il  a  été  impossible  de  mettre  dans  la 
première  Partie  de  l'Ouvrage  des  renvois  aux  Parties  qui  suivent: 
c'est  c(î  (pie  j'ai  essayé  de  corriger  par  l'addition  d'un  index  étendu 
pour  l'ensefuble  du  V  olume.  En  second  lieu,  je  dois  mentionner 
(pie  mou  travail  était  déjà  avancé,  lorsque  j'acquis  la  conviction 
(pi'il  fallait  laisser  de  cO)té  dans  l'analyse  d'un  Mémoire  la  notation 
et  la  terminologie  propres  à  chaque  auteur,  et  adopter  pourtout 
l«»    Livr(^    une    notation    et   une    terminologie   uniformes.   C'était 


(')   «•  To  iIk*  in(Mnor\   of  M.  Uarrr  •!«•  Siiiiii-Vcnunt,  ihc  forcmosi   of  niodern 
rliisliiMaiis,  Un*  odilor  diMtiriih's  liis  lalMuir  «m  iImî  présent  Volume. 
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indispensable  pour  rendre  l'Ouvrage  facile  à  eonsiiller,  el  d'un 
intérêt  qui  ne  fui  pas  exclusivement  historique.  » 

Ainsi  débute  la  Préface  de  l'éditeur.  Laissant  de  côté  le  premier 
point  sur  lequel  je  m'expliquerai  bientôt,  j'arrive  aux  notalions 
proposées  par  M.  R.  Pcarson,  en  regrettant  qu'un  autre  auteur 
anglais,  M.  Ibbetson,  ait  déjà  donné  l'exemple  de  findépendancc. 

Notations  et  Terminologie,  —  C'est  seulement  après  le  Cha- 
pitre consacré  à  Poisson,  au  début  de  celui  qui  est  relatif  à  Cauchy, 
que  la  notation  devient  uniforme;  il  me  paraît  utile  de  reproduire 
la  Note  C,  page  881,  et  le  Tableau  de  concordance,  page  3^2,  que 
Téditeur  y  consacre  (on  les  trouvera  à  la  fin  de  ce  compte  rendu); 
quelles  que  puissent  être  les  habitudes  de  chacun  et  ses  préfé- 
rences, l'uniformité  de  notations  facilite  tellement  la  lecture  des 
Mémoires  étrangers,  qu'il  faut  souhaiter  de  voir  universellement 
adoptées  dans  l'enseignement  celles  que  propose  M.  Pearson.  On 
ne  pouvait  guère  hésiter  qu'entre  les  notations  de  Coriolis,  colles 
de  Lamé  et  celles  de  RirchhofT,  les  seules  satisfaisantes  par  leur 
symétrie;  c'est  celle  de  Coriolis  qui  a  été  adoptée  en  supprimant 
la  lettre  inutile  />,  et  écrivant  seulement  les  deux  indices  sur- 
montés d'un  arc  xy]  la  première  lettre  indique  la  direction  {x) 
de  la  composante  de  la  force  élastique  appliquée  à  une  face  dont 
la  direction  normale  {y)  est  désignée  par  la  seconde  lettre. 

On  sait  d'ailleurs  que,  dans  la  presque  totalité  des  Mémoires 
publiés  jusqu'ici,  on  admet  comme  évident  qu'un  élément  de  vo- 
lume n'est  jamais  soumis  à  un  couple  proportionnel  à  son  volume, 
—  ce  qui  est  manifestement  faux  pour  les  aimants  permanents  — , 

el  il  en  résulte  l'égalité  des  deux  composantes  vy^  yx^  quel  que 
soit  l'angle  des  deux  directions  x^  y.  La  notation  adoptée  ne  pré- 
juge rien  sur  cette  égalité,  comme  ferait  celle  de  Lamé,  et  elle  la 
traduit  de  la  manière  la  plus  simple;  enfin,  elle  laiss(;  disponibles 
pour  la  représentation  des  forces  extérieures  les  lettres  X,  Y,  Z, 
avec  leur  signification  usuelle  en  Mécanique. 

Classement  des  Mémoires;  Index,  —  L'auteur  a  adopté,  dans 
ce  nouveau  Volume,  comme  dans  les  précédents,  l'ordre  chronolo- 
gique,  légèrement   amendé    par    la    divisicm    en    Chapitre*    dont 
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r{uelques-iin>  sont  iiniquonicnt  consacres  à  un  même  auteur, 
Poisson,  Caucliv,  Lanit'*  et  Clapevron,  de  Saint-Venant.  Mais,  dans 
ces  Clia|)itres  mêmes,  l'ordre  chronolof;ique  est  scrupuleusement 
r>l)servc,  et  je  ne  crois  [las  (|ir(»n  put  vn  adopter  un  meilleur  (*). 
Ce|)endanty  (|uand,  dans  le  (Chapitre  de  Lamé,  on  trouve  soccessi- 
veulent  un  Mémoire  sur  1rs  vibrations  lumineuses  des  milieux 
diaphanes,  le  Cours  de  Physique,  une  Lettre  Sur  les  causes 
des  explosions  des  chaudières  dans  les  machines  à  vapeur  y  un 
Mémoire  sur  les  surfaces  isostatir/ues  dans  les  corps  solides  en 
équilibre  d'élasticité,  puis  une  .\ote  sur  les  épaisseurs  et  les 
courbures  des  appareils  à  vapeur,  il  faut  bien  reconnaître  que 
ce  ni<''lai)<;e  rend  assez  diflicile  de  se  faire  une  idée  nette  de  Ten- 
scinlile  des  reclierclies  de  Lamé  sur  chacun  des  sujets  différents 
qu^il  a  abor(l(;.s,  cl  <|ui  ont  occupé  simultanément  son  esprit.  Non 
(pie  je  venillc  nier  rinfluence  exercée  par  le  progrès  de  ses  re- 
cherches purenienl  théoriques  sur  les  solutions  de  problèmes  pra* 
ti(|ues  auxquels  il  les  apprnpiail;  mais  Tordre  chronologique  des 
publications  n'est  (prun  in<Iice  bien  incertain  du  seul  ordre  vrai- 
ment  iiiléressanl,  celui  dv.  ses  réilexions  et  de  ses  travaux.  Ainsi, 
CA*.  nouveau  X'ohnue  est  moins  une  histoire  qu'une  collection  de 
u  matériaux  pour  servir  à  cette  histoire  ».  Tout  précieux  qu'il  soit 
pour  les  rechcrch(!S,  il  nous  laisse  (|uelque  chose  à  désirer.  Nous 
autres,  nouvellement  venus,  qui  ignorons  celte  histoire  et  sommes 
désireux  de  l'apprendre,  vn  présence  de  ce  gros  Volume  nous 
manquons  un  peu   d'un   fil  conducteur.   Si  nous  voulons  étudier 


(*)  Les  inconvénionls  d'un  ordre  detormint^  unique  seraient  bien  factle?»  à  évilcr. 
Ce  nVsl  pas  sous  forme  de  Livre  que  tous  les  Ouvrages  de  bibliographie  devraient 
élre  publiés  :  c'est  sous  forme  de  liclics  ou  de  plaquettes  séparées,  t(»ulcs  de  même 
format,  contenant  chacune  l'analyse  d'un  seul  Mémoire  ou  même  d'une  partie 
d'un  Mémoire,  si  l'auteur  a  abordé  des  sujets  dilférents.  Au  haut  de  la  fiche  ou 
de  la  prcniiére  feuille  de  la  |)la(|U('Uc,  une  li;;ne  serait  réservée  à  l'inscription  de 
divers  numéros  d'ordn*,  les  uns  im|)rimés  par  les  soins  de  l'éditeur,  et  donnant 
l'ordre  chronologique  et  «livers  ordres  méihodi(iues,  les  autres  inscrits  par  le 
lecteur  suivant  ses  recherches,  l/aufimenlalion,  probablement  assex  faible,  du 
prix  de  r()uvraj;e,  serait  largement  compcjusée  par  Téconomie  de  temps  et  de 
peine,  |>our  le  lecteur  qui,  au  lieu  d'avoir  a  refaire  lui-même  en  fiches  le  travail 
imprimé  dans  les  ForLschrittc  ou  les  Jahibiicher,  les  trouverait  toutes  faites,  et 
n'aurait  plus  qu'à  les  mettre  à  |)art  et  les  classer.  Il  suffit  d'avoir  fait  uoe  fois  la 
bibliographie  d'une  (|uestion  scientili(|ue  ou  historique  pour  en  être  convaincs. 
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il  facile  à  diicoavrir,  les  <pi.trante  on  cînfjuunle  iiara^rapbes 
pondants,  dispersés  duns  tout  le  Vulurae.  C«s  articles  se 
résenlcnt  i5ol<!mcnl,  sans  lien,  et,  sauf  quelques  heureuses  ex- 
fptions,  san$  que  l'idée  générale  qui  les  anime  soit  suflïsammenL 
mise  en  lividencc;  un  ed'orl  csl  souvcnl  nt^cessaire  [mur  lîi  saisir, 
t-i  noussnmmesen  moins  bunnc  situation  pour  le  faii'c  que  l'auteur 
<iu  l'édilt^tir.  Nous  n'avons  sous  les  veux  que  des  résumés  un  peu 
M-cs,  si  bien  faits  qu'ils  soient  ;  Tiiiiteur  el  l'cdileur  onL  lu  atlcriti- 
vi'ineut  IcH  MiMnoiitiS  cu\-m<îmcs.  Nous  aimerions  voir  IV-diteur 
conipli'ier  son  œuvre  el,  quand  paraîtra  le  secniid  Volume,  nous 
faire  proliter  de  IV-rudîtion  qu'il  aura  acquise  cL  sedédouiiiiager  du 
labeur  un  peu  ingrat  qu'il  s'est  imposé,  en  écrivant  comme  eon- 
clusi'in  lin  essai  sur  les  cinq  ou  six  questions  capitales  de  In  tliénrie 
de  l'élasticité,  qui  nous  permette  de  lire  ensuite  cl  de  classer  facile- 
ment Unis  les  paragraphes  dispersés  oi'i  sont  traitées  ces  (jnesliona  ; 
qui  les  résume,  et  donne  une  idée  nette  de  l'état  actuel  de  la 
âcience,  de  sa  marche  lente  dans  le  passé,  des  progrès  réservés  à 
l'avenir,  des  grandes  roules  qu'elle  parcourt  d'un  pas  assuré,  des 
«entiers  encore  mal  explorés  où  sa  démarche  est  incertaine. 
J'ignore,  et  pour  cause,  si  le  Traité puiemenl  malhémnliqtie  de 
Ut  ifièorte  tles  sotûles  parfaitement  élastiques,  dont  le  \i'  ïod- 
Iiunt.r  a  aussi  laissé  un  manuscril,  répond  à  ce  programme;  mais 
jr-  ne  li;  pense  pas,  car  ce  que  je  souhaite  est  tuuL  le  contraire 
d'un  Tr<iilé  didactique,  où  l'un  expose  presque  ^am  discussion  ce 
que,  par  uu  accord  tacite,  on  est  convenu  d'appeler  la  théorie  de 
l'élaslicité  dans  les  traités  de  ce  genre.  Les  iJévelu|qiernenls  ma- 
thématiques ou  les  descriptions  d'appareils  de  mesures  tiennent 
ordinairement  la  plus  grande  place;  mais  lu  discussion  des  priu- 
cipcs  généraux,  uu  particuliers  à  chaque  problème,  celle  des  ré- 


4Ulluu  (l'cupi^rieiiccs,  wat  iinuvuiit  uu 

..■pprlnic,  .,..  , 

lil<l& 

Km 

t.'*  IJiiL-s  (l'fu>ui^Tieim'til  el  les  rcc 

cils  llistn|-i(]UfS 

eoiTi' 

lels 

.tiimit  )>lj<v  iiuur  .li-v  Li^ri-s  f.  tu  l'i.iv 

iiitci-,  il   lue   se 
'i-d'.rif.'iieii.ri.l 

ible 
'1  .le 

,u'il 
li<ri 

3«  IMIEMIKKH  l>x\UTIIi. 

sion,  où  Ton  ose,  sous  sa  responsabilité,  dire  ce  que  l'on  ne 
comprend  pas;  indiquer  quels  principes  ne  sont  admis  que  par 
tradition  historique,  sur  la  foi  d'un  maître  qui  lui-même  les  jus- 
liliait  par  dos  raisons  dont  la  faiblesse  nous  choque,  et  que  nous 
n\)sons  plus  invoquer;  montrer  quelles  simplifications  dans  les 
problèmes  trop  difficiles  ne  sont  nullemenl  d'accord  avec  les 
théories  générales;  risquer  même  des  aperçus  qui,  confirmés  ou 
non  plus  tard,  ont  pour  principal  mérite  de  préciser  quelles  ques- 
tions, jadis  inabordables,  peuvent  être  désormais  attaquées  avec 
chance  de  succès,  et  par  quels  moyens.  C'est  quelque  chose  d'ana- 
logue à  ce  (pie  vient  de  faire,  avec  toute  son  autorité,  M.  Joseph 
liertrand  pour  la  Thermodynamique:  c'est  ce  que  nous  attendons 
de  M.  Karl  Pearson  pour  celte  théorie,  à  peine  moins  jeune,  de 
l'élasticité  des  solides. 

J'avais  d'abord  l'intention  de  joindre  à  ce  compte  rendu 
quelques  considérations  sur  les  débuts  de  la  théorie  de  l'élasticité, 
et  la  période  de  formation  qui  correspond  aux  deux  premiers 
Chapitres  du  Livre  de  Todhunter,  dus  principalement  à  M.  Pear- 
son ;  mais  je  n'ai  pas  tardé  à  me  convaincre  que,  forcé  de  se 
limiter,  M.  Pearson  a  dû  laisser  systématiquement  dans  l'ombre 
tout  un  côté  de  cette  histoire.  C'est  aux  problèmes  de  résistance 
des  matériaux,  à  la  théorie  de  la  courbe  élastique  qu'il  s'attache 
exclusivement,  bien  que  l'équilibre  et  les  vibrations  des  cordes 
appartiennent  autant  à  la  théorie  de  l'Élasticité  qu'à  la  Mécanique 
rationnelle.  Ce  n'est  pas  seulement  de  ces  problèmes  particuliers 
(pi'est  sortie  la  théorie  générale  de  l'Élasticité,  c'est,  pour  une  part 
au  moins  égale,  de  l'Hydrostatique  et  de  l'Hydrodynamique.  Les 
progrès  de  ces  Sciences  sont  inliniement  liés  ;  les  mêmes  géomètres 
y  contribuent,  et  un  demi-siècle  à  peine  sépare  la  constitution 
(Tu ne  ihrorie  générale  de  l'Elasticité  de  rétablissement  par  Euler, 
puis  par  Lagrange,  des  é(piations  différentielles  du  mouvement 
d'un  lluide  continu.  Sur  ce  coté  de  la  (juestion  tout  était  à  lire  à 
nouveau,  M.  Pearson  n'en  ayant  rien  dit  (*);  et  quant  au  reste  la 
différence  n'était  ])as  grande.  Pour  celte  si  curieuse  période  de  la 
Kcnaissance,  aucune  analyse,  si  bien  faite  qu'on  la  trouve  après 


(')  Ou  <Init  à  -M.  Tliurol  une  élude  cxlrèincmcnt  iiilcrcssanlo  sur  l'Hisloire  du 
principe  d'Areliimècle,  puldiée  dans  la  lieK'uc  archéologique  en  iS(i8cl  1869. 


^u 
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comparaison,  ne  peut  équivaloir  à  la  lecture  des  œuvres  originales; 
rien  ne  peut  suppléer  au  commerce  intime  et  prolongé  avec  ces 
maîtres  dont  les  formes  de  raisonnement  mathématique,  anté- 
rieures à  la  diffusion  de  l'Analyse  infinitésimale,  sont  si  diffé- 
rentes des  nôtres  et  nous  paraissent  si  difficilement  accessibles. 
En  voilà  assez  pour  expliquer  l'ajournement  de  mon  projet.  Je 
pense  d'ailleurs  que  le  but  que  s'est  proposé  M.  Pearson,  en  déve- 
loppant ces  deux  premiers  Chapitres,  sera  atteint  s'il  inspire  à  ses 
lecteurs  le  désir  de  remonter  aux  sources,  et  si  ceux-ci  y  trouvent 
le  même  plaisir  que  moi-même. 

Celte  introduction  historique  n'occupe  d'ailleurs  qu'une  très 
petite  partie  de  l'Ouvrage.  Ce  sont  les  recherches  modernes  qui  y 
sont  analysées  dans  le  plus  grand  détail  et  permettront  toujours 
au  lecleur  de  trouver  sans  hésitation  le  Mémoire  particulier  qu'il 
lui  importe  de  lire  en  entier  et  dans  l'original. 

J'ajouterai,  pour  finir,  que  dans  tout  le  cours  de  l'Ouvrage 
M.  Pearson  a  introduit  l'analyse  des  principaux  Mémoires  expé- 
rimentaux sur  Télasticilé  des  solides;  enfin,  on  y  trouve  une  partie 
des  applications  de  celte  théorie  à  la  propagation  de  la  lumière, 
surtout  dans  les  cristaux. 
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Shi/ts.  —  On  appelle  skifts  cl  l'on  désigne  par  les  lettres  u,  w,  ti'  les  trois 
composantes  du  déplacement  d'un  point  suivant  trois  direc- 
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lions  roctanj^ulaircs.  Les  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
par    rapport    a    ees    trois    coordonnées    s'appellent    shi/ts- 
fluxions, 

Strain.  —  On  conserve  à  ce  mol  le  sens  adopté  par  Rankine  de  déforma- 
tion purement  {géométrique.  La  déformation  (strain)  en  un 
point  est  déterminée  par  six  composantes  de  la  déforma- 
tion {strain-components),  trois  dilatations  (stretches)  et 
trois  ^Ossements  (slides).  Dans  le  cas  d'une  déformation 
élastique,  on  les  représente  par  Sx,  Sy,  *-,  et  Jj»,  d^x»  ^^x» 
avec  les  valeurs 

Ou  dw        àv 

Sx  =  -r-9  ^Yz  =  -r — *-  -T-  » 

àx  •  ày        dz 

dans  le  cas  oii  ces  dérivées  sont  petites.  On  aurait  ou  plus  de 
symétrie  en  prenant  pour  glissements  la  moitié  des  valeurs 
ci-<lcssus,  mais  on  a  craint  de  trop  s'écarter  de  l'usage. 

i>n  trouve,  n**  1618  et  1619,  les  valeurs  des  composantes 
qui  conviennent  lorsque  ni  les  dérivées,  ni  la  déformation  ne 
sont  petites,  et  au  mo\en  desquelles  on  peut  trouver  les  dila- 
tatii»ns  et  les  glissements. 

Dilatation.  —  Dilatation  cubi^/uc,  0. 

SpnuuL  —  Extension  y  Dilatation  superficielle. 

l  wtsts.  —  Torsions,  *:,•-.  "-j-  "xr-  —  •»-  =  -  i  -r I  • 

■  '      "  ^  \ày        Oz/ 

St*t.  -  Information  permanente:  c'est  la  partie  de  la  déformation  qui 
subsiste  après  la  suppression  dos  charges  iload);  on  en  dc- 
sij:ne  les  composantes  par  S^.  Sj.  S;,  !,-•  — sx»  — xj- 

l\ltistic  strain,  —  l«i  déformation  élastique  se  compose  de  deux  parties, 
Tune  qui  disparait  au  moment  même  de  la  suppression  des 
cliar;;cs  yi-lastic  fore-strain  »,  Tautre  qui  ne  disparaît  que  plus 
lentement  «  £  las  tic  a/ter  strain^  IVeber  effect  Elastische 
Sachwirkunç  ,  iljslîcité  résiduelle.  De  même  on  emploie  les 
mots  /orc*-jtc-/.  af ter-set.  |K>ur  distinguer  la  déformation  per- 
manente pnsluile  par  une  application  instantanée  des  forces 
cl  celle  qui  apparaît  par  la  pn>lon:ration  de  leur  action. 

Strrxs         lit'iU  fions  y  'tsti /nés. 

/Vin  tittH  IVxtction.  ttnsîK  .»*.  ^  ■*mj-»<anli'  normale  à  une  face. 

f'nHtftiî'ti^n.         l*^^>.^s    '      :    •■  w'.n  n*'S'titi%e. 
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Shear.  —  Effort  tranchant,  cisaillemcnty  composante  tan^enticlle. 

Si  l*on  part  d'un  état  initial  où  les  réactions  élastiques  ne 
sont  pas  nulles,  on  désigne  ces  valeurs  par  Tindice  o,  xxq^ 

L'influence  de  la  température  est  connue  sous  le  nom  de 
thermal  ou  température  effect;  la  diminution  absolue  de 
tension  produite  dans  un  corps  isotrope  par  i°  d'élévation  de 
température  est  désignée  par  P;  on  l'appclie  constante 
thermo-élastique. 

On  emploie  X,  Y,  Z  pour  désigner  les  forces  extérieures 
rapportées  à  Tunité  de  masse;  ce  sont  donc  des  accélérations. 
On  désigne  sous  le  nom  de  load  ou  charge  les  forces  exté- 
rieures appliquées  à  la  surface  et  rapportées  à  l'unité  d'aire, 
et  qui  sont  définies  par  leurs  trois  composantes. 

L'hypothèse  d'après  laquelle  les  actions  élastiques  sont  des 
fonctions  linéaires  des  déformations  porte  le  nom  de  loi  de 
Hooke  généralisée.  On  désigne  sous  le  nom  de  uni-constant 
et  bi-constant  théories,  ou  de  rari-constant  et  multi-con- 
stant  théories,  suivant  qu'il  s'agit  des  corps  isotropes  ou 
anisotropes  (allotropie),  les  deux  théories  moléculaires  qui 
sont  encore  en  présence  (art.  921-932). 

Les  notations  pour  un  corps  isotrope  sont 


XX 


=  XO  -4-  2[i.ïx,         y^  =  fAffy.; 


X,  coefficient  de  dilatation; 

[X,  coefficient  de  glissement  ou  de  torsion. 

Trois  modules  et  un  coefficient  numérique,  ont  de  l'impor- 
tance : 

E  =  - — . î—  j        Module   d'Young    (stretch^modulus). 

A  -h  [Jl 

P  __  3X-+-2fji  l  Module  de  dilatation    cubique  (dila- 

3         '  (       tation-modulus), 

P  __  fA(3X  H-2fji)       l  Module     de     dilatation     superficielle, 
X  -f-  2  fji  (       (spread-modulus). 

Coefficient  do  Poisson  (stretch-squeeze 
ratio  ). 
2(X  -h  [ji)'  )  Rapport  de  la  contraction  latérale  à  la 

dilatation. 


Pour  un  corps  anisotrope,  on  adopte  la  forme  et  les  noms 


Ti   = 
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(le  Rankinc 


XX  = 


y^  = 


\xxxx\  Sx  H-  \xxyy\  5y-+-  \xxzz\sz 

-+-  \xxyz\  tjyz -\-\xxzx\  tJzx -+-  \xxxy\<jjcy. 

\yzxx  \sx'^\  y^yy  \  Sy  -+-  \yzzz  \  s^ 

\y^y^  I  <^r-  -+-  \y^^^\  «^^x  -+-  \y^xy\  n^y. 
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NOTE  SUR  LES  DIFFÉRENTIELLES  BINOMES; 
Par  m.  W.  KAPTEYN. 

Soient  îp(Û)  une  fonction  rationnelle  de  6,  q  un  nombre  entier 
positif  ;>  I,  et 

(I)  /(^,j)  =  o 

une  équation  algébrique.  Je  me  propose  d^abord  la  question  sui- 
vante : 

«  Trouver  le  caractère  de  l'équation  (i),  afin  qu'il  soit  possible 
de  réduire  fydx^  par  une  substitution  irrationnelle 

(5l)  .  37=9(6)7, 

à  rintégrale  d'une  fonction  rationnelle  de  6.  » 
D'après  ('i),  on  a 

dx=  -0(0)7      9'(6)^; 

pour  que  y  dx  soit  fonction  rationnelle,  il  faut  et  il  suffit  donc 
que  j/-  ait  la  forme 

<J^(9)  étant  fonction  rationnelle  de  6.  Évidemment  on  peut  expri- 
mer cette  condition  ainsi  :  il  faut  et  il  suffit  que  xy  soit  fonction 
rationnelle.  L'élimination  de  0  entre  les  équations 

xi  =  cp(O) 

fera  donc  connaître  toutes  les  équations  (i)  qui  satisfont  à  la  con- 
dition imposée.  En  posant 

(3,  Y'-\ 

cette  élimination  de  0,  quelles  que  soient  les  fonctions  rationnelles 
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o  el  *^y  produira  toujours  une  équalion 

F(XY)  =  o 
d'une  courbe  unicursale.  On  a  donc  ce  lliéorùmc  : 

Toutes  les  fois  que  l'élimination  de  x  et  y  entre  (i)  et  (3), 
q  désignant  un  nombre  entier  positif  >  i,  produit  V équation 

F(XY)  =  o 

d'une  courbe  unicursale,  il  sera  possible  de  réduire  fy  dx  à 
l'intégrale  d\ine  fonction  rationnelle  par  la  substitution  (2), 
et  ce  sont  là  les  seuls  cas  où  cette  réduction  soit  possible  par 
une  telle  substitution. 

Comme  application  de  ce  théorème,  nous  en  déduirons  les  con- 
ditions d^ntégrabilité  des  difTérentielIes  binômes 

x^^ia-h  bxf*)P  dx 

et 

x*»(a-{-  bx^^  -+-  cx*^)P  dx, 

en  supposant  que  m  el  n  soient  des  nombres  entiers,  n  positif  et 
p  un  nombre  fractionnaire. 

Soit  p=z  -9  r  ci  s  étant  des  nombres  entiers  premiers  entre 

eux;  il  résulte  de  l'équation 

y  =  X"* {a-h  bx'^  -+-  cx^f* )P 

ou 

ysf/  —  x"*'l{a  -h  bx'*  -h  cjt*")'''/ 

que  n  doit  être  un  multiple  du  nombre  indéterminé  q  pour  qu'il 
soit  possible  de  réduire  fydx  au  mo^en  d'une  substitution  de  la 
forme  (2).  En  eifet,  en  substituant  dans  la  dernière  équalion 

j'  =  cp(0)7, 

y  =  ^(^)    7t};(0) 

le  premier  membre  devient  une  fonction  rationnelle;  il  faut  donc 
qu'il  en  soit  autant  du  second  membre  ou  de  a  -4-  bx"  -[-  cx^"  ou 
de  x".  H  en  résulte  que  la  formule  de  substitution,  si  elle  existe, 
doit  avoir  la  forme 

x=  o(0)", 
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en  supposant 

n  =  n'q. 

En  rcmj)laçanl  la  fonction  «p(0)"'  par  la   fonction  ralionnclle 
y(0),  on  en  déduit  que  toute  substitution  aura  la  forme 

Il  suffit  donc  de  prendre  q  ^  n,  La  mOnic  chose  a  lieu  lorsque 
c  =  o. 

En  substituant  maintenant 

y  =  YX"  ", 

dans  les  équations 

(I)  y  =  xf^{a-hbT")i', 

(II)  y  =  x'"{a  -hbx"  -+-  cx^")n, 

on  obtient 

(III)  \"  =  \'"^Ha-^h\y'P^ 

(IV)  Y"  =  \'»^Ha  -r-  b\  -{-  c\^ri\ 

Il  nous  reste,  pour  obtenir  les  conditions  d'inlcgrabiiilr,  à 
déterminer  dans  quels  cas  les  é(|ualions  (III)  et  (IV)  représente- 
ront des  courbes  unicursalcs. 

Commençons  par  déterminer  le  genre  de  la  courbe 

X7  ^,  (\  —  r/,)^i(  \  — <72)^ï  .  .  .  (  \  -  ■  (7/)^. 

Dans  cette  équation,  que  nous  supposerons  être  irréductible, 
m,  a  cl  p  représentent  des  nombres  entiers  positifs  et  «,  6,  C  des 
constantes. 

D'après  Riemann,  on  sait  que 

g  r=  J-S(r  — I)  — (m  — I), 

où  ^  désigne  le  genre  de  la  courbe,  /*  le  nombre  des  racines  de 
cba(|ue  système  circulaire  que  les  racines  d(»  l'équation  de  la 
courbe  forment  dans  le  voisinage  des  ]>oints  crilif[ues,  tandis  que 
la  somme  S  s'étend  à  tous  ces  points. 
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Les  seuls  points  critiques  de  la  fonction  algébrique,  représentée 
par  Téquation  (4),  sont  évidemment  les  points  a,  les  points  h  et 
Tinfini. 

Pour  voir  comment  se  comportent  autour  du  point  a\  les  n  ra- 
cines voisines  de  zéro,  nous  poserons 

X  =  «, -i-X',        Y  =  Y'; 
Téquation  devient 

Ym_G'X%  — ...=  o, 

C  étant  une  constante;  les  m  valeurs  de  la  fonction  dans  le  voisi- 
nage du  point  fli  formeront  donc  un  ou  plusieurs  systèmes  circu- 
laires selon  que  ai  et  m  ont  pour  plus  grand  commun  diviseur 
l'unité  ou  un  nombre  \x  ;  dans  le  dernier  cas  les  m  valeurs  for- 
meront )v|  systèmes  de  ^—  racines  chacun.  En  attribuant  à  )x|  aussi 

la  valeur  i,  on  voit  donc  que^  dans  tous  les  cas,  le  point  a\  con- 
tribuera à  la  somme  S(r  —  i)  pour  la  quantité 

Si  l'on  pose 

X  =  6,-f  X%        Y=  ;!, 

réquation  devient 

Y'/n-G'X'?.— ...=  o, 

où  C'est  une  constante;  il  en  résulte  que^  dans  tous  les  cas,  le 
point  bx  contribuera  à  la  somme  pour  la  quantité 

ijL|  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  j3i  et  ///. 
En  posant  enfin 

\-   '  Y-    ' 

l'équation  se  réduit  à 

Y''/i  —  G"'X'^.*-a.-^---^«.-?t-[i. Pu  — . .  .=  o, 

qui  prouve  que  le  plus  grand  commun  diviseur  v  de  la  somme 

ai  -f-  as  -T-. .  .-i-  a/  —  pi  —  ?2  —  •  •  • —  p>t 

et  m  délerminera  le  nombre  des  sjstùines  circulaires  autour  du 
point  infini  et  que  ce  j)oint  contribuera  à  la  somme  pour  la  quantité 
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Désignons  les  plus  grands  communs  diviseurs  des  nombres 
aj,  ...,  a,,  ^2,  ...,  ^A  «ivcc  ni  rcîspcclivcmenl  par  )w2î  •••5^0  1^2?  •••» 
[jLA  cl  posons 

7  =  aj  -f-  atj  -t- .  . .  -f-  ï/, 
T  =  [i|  -T-  jij  -f-. .  .-H  pii-, 
sX  =  Xi  -+-  A4  -h. .  .-H  X/, 

Sfl  =  fl,  H-  11,  4-..  .-f-  fjtx; 
le  genre  de  la  courbe  (4)  devient 
(5)  ^=' ^ {m  —  iy 

Remarquons  que,  af  étant  divisible  par  m,  le  point  a^  est  un 
point  ordinaire;  dans  ce  cas,  il  faut  donc  substituer  )w|  =  m.  De 
même,  dans  le  cas  où  o-  =  t,  Tinfîni  est  un  point  ordinaire  et  il 
faut  substituer  v  =  m. 

En  écrivant 

X  (X  —  O/)**  (X  —  61  )-Pt  (x  —  6j)-Pa  ...  (x  —  6jt)~P* 

au  lieu  de  (4)?  la  formule  (5)  montre  que  le  genre  dépend  uni- 
quement du  nombre  m  y  du  nombre  des  facteurs  linéaires  du  second 
membre,  des  plus  grands  communs  diviseurs  des  exposants  avec 
m  et  du  plus  grand  commun  diviseur  de  la  somme  algébrique  des 
exposants  avec  m.  C'est  pourquoi  il  est  plus  simple  de  substituer 
à  l'équation  (4)  celle-ci 

où  maintenant  les  exposants  £  désignent  des  nombres  entiers  po- 
sitifs ou  négatifs.  Avec  cette  notation  on  aura 

(/f-4-i)m  — SX  — V 

(7)  ^  =    —7^ (n^  -  1), 

OÙ  Sa  désigne  la  somme  des  plus  grands  communs  diviseurs  de 
tous  les  exposants  avec  m  et  v  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
la  somme  algébrique  des  exposants  avec  m. 

En  considérant  maintenant  les  équations  (III)  et  (IV);  il  est 
nécessaire  de  distinguer  deux  cas  A  on  np  est  un  nombre  frac- 
tionnaire et  B  où  n/)  est  un  nombre  entier. 
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A.   Soit  np  =  -  une  Traction  irréductible,  Téquatlon  (III)  de- 
vient 

mettons  en  évidence  les  facteurs  communs  des  trois  nombres  /i, 
/n  H-  I  et  r,  en  posant 

(8)  n  =  nfy         w -h  I  =  (m'-hi)/,         r  —  r'(; 

Téquation  prendra  la  forme 

et  sera  irréductible.  En  appliquant  à  cette  équation  la  for- 
mule (7)  et  introduisant  la  notation  D(  —  )  pour  désigner  le  plus 

grand  commun  diviseur  des  nombres  p  et  q,  on  voit  aisément  que 
le  genre  de  la  courbe  (9)  est  zéro,  ou  que  cette  courbe  est  uni- 
cursale  lorsque 

3  n's  —  D    -, —  D  (  -7-     —  D    -^ ; =  2(  n's  —  i  ) 

L       /*  Jî  \n  s  '  L  '^  ^  J 


ou 


<  10  )  D      . h  D      -V-       -h  D     , =  /l  A' 

[^      n  S  \n  s /  L  '**  J 


•?.. 


Le  seul  moyen  de  satisfaire  à  cette  équation,  comme  nous  le 
démontrerons  bientôt,  est  de  prendre 


(II) 


La  deuxième  et  la  troisième  de  ces  équations  sont  une  consé- 
quence de  la  première.  En  effet,  la  première  apprend  que  /?i'+  i 
est  divisible  par  n' ;  on  en  déduit  que  /•'  n'a  plus  de  diviseur  com- 
mun avec  n\  les  trois  nombres  w',  m' h-  i  et  z*'  n'ajant  pas  de  fac- 
teurs communs;  la  seconde  équation  est  donc  satisfaite.  En 
remarquant  que  {m'  -^  i)s  est  un  multiple  de  n's^  on  a  aussi 


L       '**       J        \''^/ 


La  seule    condition    d'intégrabililé   de   x"^{a  -\-  h.r")P  r/x,  np 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2"  série,  t.  XII.  (F^'évricr  iSSS.)  ', 
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étant  un  nombre  fractionnaire,  s'exprime  donc  de  cette  manière  : 

ou 

=  un  nombre  entier. 

n 

B.  Soit,  en  second  lieu,  np  un  nombre  entier.  En  désignant  ce 
nombre  par  r,  on  répétera  le  raisonnement  qui  précède,  en  adop- 
tant 

et  Ton  obtiendra,  au  lieu  de  Téquation  (lo),  celle-ci  : 

La  solution  complète  de  cette  équation  consiste,  comme  nous 
le  verrons,  en  ces  deux  systèmes 

Le  premier  système  conduit  à  la  même  condition  d'intégrabi- 
lité(i2)quc  nous  avons  déjà  trouvée.  Considérons  donc  le  second 
système. 

La  dernière  des  trois  équations  de  ce  système  est  suffisante.  En 
eflet,  en  posant 

m'  -f- 1  =pjPf         r'  —  qy^         m'  -h  i  -H  r'  =  n' z^ 

où  X,  y,  z  désignent  des  nombres  entiers  et  /?,  q  les  plus  grands 
communs  diviseurs  de  m'  -f-  i  et  i^  avec  n\  qui  évidemment  doi- 
vent être  premiers  entre  eux,  la  dernière  des  équations  peut  s'é- 
crire 

px  -4-  qy  =  ri  z. 

Soit  —-  Tavant-dernièrc  réduite  de  la  fraction  di  —  ;  on  saitoue 
q  q'  ^ 

X  =àz  q' n' z  -h  Oy, 
y  =  z^p'n'z-\-^p, 

0  étant  un  nombre  entier.  On  voit  donc  que  x  est  divisible  par  q 


(i4) 
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eiy  par/>;  donc  les  trois  nombres  m'  ~|-  i,  /•'el  n'  seront  divisibles 
p^r pq.  Il  s'ensuit  que  />  =  <jr  =  i,  parce  que  m'  -h  i ,  /et  n'  n'ont 
d'autre  commun  diviseur  que  l'unité.  Les  deux  premières  équa- 
tions du  dernier  système  (j4)  sont  donc  une  conséquence  de  la 
dernière.  La  seule  condition  d'intégrabililé  de  x^{a  -{-  bxY  dx^ 
np  étant  un  nombre  entier,  et  diflerente  de  la  condition  (12),  est 
par  conséquent 

(.5)  D(^ -. j  =  D^ H— ^j  =  "' 


OU 


=  un  nombre  entier. 

n 


Considérons  maintenant  l'équalion  (IV)  et  distinguons  aussi 
les  deux  cas  A  011  np=  -  est  une  fraction  irréductible,  B,  où 
np  =  r  est  un  nombre  entier. 

A.  En  introduisant  les  valeurs  /i',  m',  r'  au  lieu  de  /î,  /n,  r 
d'après  les  équations  (8),  on  obtient 

(16)  Y«'*  =X<'«'+iJ'(a-+-6X-i-cX»)''', 

équation  irréductible.  Il  résulte  de  la  formule  (7)  que  celle  courbe 
est  unicursale,  si  l'on  a 


5  -f-  2. 


De  cette  équation  on  déduira  la  seule  solution 
qu^on  pourra  transformer  en 

il  résulte  des  deux  dernières  équations  que  le  nombre  2  doit 
être  divisible  par  n's  :  donc  il  faut  que  n' =  i  el  5=2,  parce 
que  s  ne  saurait  être  i;  de  la  première  se  déduit  que  m  -f-  i  doit 
être  divisible  par  n. 

Les  conditions  d'intégrabililé  de  x^(a  -{-  hx"  -h  ex-")  dx,  np 
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étant  un  nombre  fractionnaire,  sont  donc 

(19)  D  / \  =z  iiy        et         ip  =  un  nombre  entier. 

B.  Supposons,  en  second  lieu,  np  =  run  noml)re  entier.  La  dis- 
cussion de  ce  cas  se  déduit  immédiatement  de  la  précédente  en 
substituant  s  =  i.  Avec  cetle  supposition  Téquation  (17)  devient 

(,o)         D(^.^^j+,D(^^j  +  D(^ -, j  =.«+., 

à  laquelle  on  ne  saura  satisfaire  qu'en  prenant 

(2.)     D^-^j=n,  D(^;pj^.,         D(^ -^, j  =  n. 

En  réduisant  la  dernière  équation  à  Taide  de  la  première,  on 
obtient 

De  celle-ci  et  de  la  seconde  équation  il  résulte  comme  précé- 
demment que  2  doit  être  divisible  par  /i',  c'est-à-dire  que  Ton  aura 


n'  =  I         ou        n'  =  •?.. 


Le  premier  de  ces  cas  exige  que  ^  =  /i  et  par  conséquent  que 
r' n  =  np',  dans  ce  cas,  p  serait  un  nombre  entier,  ce  qui  est  con- 
traire à  notre  supposition.  Le  second  exige  que  2/?  soit  un  nombre 
entier;  en  combinaison  avec  la  première  des  équations  (21),  on 
retombe  donc  sur  les  mêmes  conditions  d'intégrabilité  (19)  qu'au- 
paravant. 

Occupons-nous  maintenant  de  la  solution  des  équations  (10), 
(i3),  (17)  et  (20). 

Soit 

<"■>      °(s)-'(~)-''(^)="--' 

où  a,  fc  et  m  sont  des  nombres  entiers  qui  n'ont  d'autre  facteur 
commun  que  l'unité,  tandis  que 


Vm, 


<  m; 
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je  roe  propose  d'abord  de  trouver  la  solution  complète  de  cette 
équation. 

Pour  y  parvenir,  voyons  s'il  est  possible  de  satisfaire  à  cette 
équation  en  prenant  deux  des  ternies  du  premier  membre  égaux. 

I**  L'hypothèse  D(  —  \  =  D  ( )  ^  '  ^^^  contraire  à  la  pre- 
mière supposition  que  a^  bel  m  n'ont  d'autre  facteur  commun  que 
Tunité,  tandis  que  l'hypothèse 


-œ-K^')" 


I 


est  contraire  à  la  seconde  supposition 

<  m. 


"il.) 


a**  L'hypothèse  D  (  —  j  =  D  ( )  ^  '  ^^^  contraire  à  la  pre- 
mière supposition,  mais 


=  I 


I 


conduit  à  la  solution 

<">    "(S)—  "(i)-  "i'-^)' 

3**  L'hypothèse  D(  —  j  =  D(  —  j>i  est  contraire  à  la  première 
supposition,  mais 

conduit  à  la  solution 

<"'     Hî)-   ■>(„')=■•   H'-^)' 


=  m. 


Supposons  maintenant  les  trois  termes  différents  et  tous  plus 
petits  que  m.  Dans  ce  cas,  les  trois  termes  seront  contenus  dans  la 
série 


m       m       m       m 

-—y       -TT  >       —  >       >  » 

7.  J  1  5 


En  prenant  trois  ternies  différents  de  cette  série,  la  somme  ne 
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saura  être  m  +  2  que  dans  les  deux  cas  suivants  : 


m       m       m 

ti         3         4 

m       m       m 

h-^-4--T-=m-H2. 

2  i  5 


Dans  ces  cas  on  aurait 

Il -H  8  -f-  6  =  24  -H  9., 
3o  -+-  20  -I-  la  =  60  -+-  2. 

Les  termes  du  premier  membre  de  ces  équations  ayant  le  facteur 
commun    2  ne  sauraient  satisfaire   à  Téquation  proposée,  parce 

que  D(— j  etDf  — ]  doivent  être  premiers  entre  eux.  Il  résulte 

de  ce  raisonnement  que  les  équations  (22)  et  (28)  forment  en- 
semble la  solution  complète  de  Téquation  (21). 

L^application  de  ce  résultat  sur  les  équations  (10)  et  (i3)  est 
évidente.  Pour  Téquation  (10),  on  n^aura  qu'à  substituer  dans  (22) 
et (23) 

a=:(m'-M)*,        b  =  r\        m  =  n's; 

or,  le  nombre  a  ayant  un  facteur  5  >  i,  commun  avec  m,  D(  — j 

ne  saura  être  i;  donc  (22)  donnera  la  solution  complète,  comme 
nous  Tavons  adoptée  (11). 

Pour  Téquation  (i3),  on  n*aura  qu'à  substituer  dans  (22)  et 
(u3) 

a  =  m'H-i,        b  =  r',        m=/i, 

et  Ton  obtiendra  la  solution  complète  (i4).  Une  discussion  ana- 
logue nous  apprendra  la  solution  complète  de  l'équation 

dr  la(|uelle  nous  pouvons  déduire  celle  des  équations  (17)61(20). 
(^omine   auparavant,   nous   adopterons  que  a,  6  et  m    n'ont 

d'aulro  facteur  commun  que  l'unité  et  que  D  ( — j  <im. 

Kn  supposant  d'abord  tous  les  termes  du  premier  membre  de 
{'À,\)  plus  petits  que  m.  on  aura,  pour  toute  valeur  de  m^ 
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Dans  cette  hypothèse,  il  sera  donc  impossible  de  satisfaire  à 
Féquation  (24).  H  nous  reste  les  trois  hypothèses  suivantes  : 


"(S)--    ■>('^')<»'- 


La  supposition  que  a,  b  ei  m  n^ont  d'autre  facteur  commun 
que  l'unité  nous  apprend  que  b  et  m  doivent  être  premiers  entre 
eux.  On  a  donc 

et,  par  conséquent, 

ce  qui  est  contraire  à  l'hj^pothèse. 

Dans  ce  cas  on  aura 


=  m. 


KS)-»Q= 


m  -h  2. 


Choisissant  pour  D  (  —  )  successivement  les  termes  de  la  série 


m       m       m       m 

2  ^  ' 


3'     7'     "5' 


les  valeurs  correspondantes  de  D  (  —  j  seront  donc 

m  m  3  m 

2,       7J--+-2, h  2,       —. h  2,       ••., 

3  2  D 

dont  seulement  les  deux  premières  sont  admissibles,  parce  que 

\mj  -  2 

Le  cas  D  (  —  )  =  —  conduit  à  D  (  —  )  =  m,  ce  qui  est  contraire 

\ni/  '?.  \ ni  I  '         * 

à  notre  supposition. 

La  valeur  D  f  —  j  =  -r  est  aussi  impossible,  parce  que  dans  ce 

cas   le  nombre   m  serait  divisible  par  -^4-2,  c'est-à-dire  que  le 
nombre  m  aurait  la  valeur  3  ou  la  valeur  ïà. 
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\a  premît-re  de  ces  valeurs  conduit  à  D(    -  )  =r  »i.  ce  qui  est 
onlraire  à    l'Iij  po  thèse  ;    la    seconde   conduit   â    D(  — i^4    el 

ï}(—  f^ii,  ce  tfui  est  aUsurde,  parce  que  D  (—  )  et  D  (  — )  doivent 
être  premiers  entre  eus. 


"';,^l  = 


i)(" 


-)  = 


Il  résulte  de  celle  ii*pollii-sc  <|uc  ai  doit  être  di\isiMe  par  m. 
tantlii  que  b  iloîl  (Hre  premier  avec  m.  Il  faut  donc  cjue  2  soit  dî- 
vîftîlile  par  m,  c'est-à-dire  m  =  i  ou  m  ^=  a.  Le  premier  de  ces 
cas  condiiirail  à  IJ  (  —  )  =  ni,  ce  tpii  est  contraire  à  la  supposition  ; 
ainsi,  m  ^  a  e.tl  le  seul  cas  «gui  reste. 

Par  consé(]uenl,  T'-quation  <:>..{>  n'aura  pas  de  solution  à  moins 
que  n 


et,  dar 


"tyj- 


s  (  i-"i  et  (20)  est  trop 


I/applicaiion  «le  ce  résullal  aux  r-t|iialic 
■\idfme  pour  s'y  arnîter  davantage. 

AjoulHiis  encore,  avant  de  qniller  ce  sujet,  que  les  conditions 
lêc'ssaircs  ri  snflisanlcs  pour  que  les  deux  intégrales  considérées 
ioient  e\primal.li-salgél)rtqucmeiil  sonl  pour  f  a"-{a  -i-  bx»)P  </x 
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IVRBS  DB  FOURIER,  publias  par  les  enins  do  Uuâton  Dnrboux.  stiiis  Ir^ 

picca  du  Mlriiâtèrp  de  l'instruclion  publique-  Tonw  I-  Thèobik  axilï- 

|f}vK  m  LA  riULKi-B.  Piiris,  ftaulliiPr-Villnrs  ft  Fils,  188R;  iti-i".  txviii- 


..I..1 


oubli. 


L'édition  (les  CSÎuvrcs  de  Foiu 
^i  le  prt-micr  Volume,  ('Luil  n^cliiméi'  depuis  lonoieriijts  par  1rs 
^\sicicns  et  les  géomètres;  enireprise  avec  l'appui  bienveillant 
.1  Miiiisirre  de  l'Iuslruclion  puliHtiiie,  elle  prendra  place  dans  I» 
Iteclirin  dfls  Ducumenls  inédits  à  cCdé  des  Œuvres  de  Laplace, 
■  Lai^angc,  de  Lavoisier,  de  Fresnel  pi  de  Caucliv.  Par  l'impor- 
iiii-e  de  ses  di^couvertea,  par  l'influence  décisive  tju'il  a  exercée 
~  ir  le  développement  de  la  Plivsique  iniilliéniatiqiie,  Fourier 
ii>:rilait  l'hommagC  qui  est  rendu  aitjuurd'Iiuî  /i  ses  travaux  cl  fi 
1  mcuiutre.  Sun  nom  figurera  dignement  à  cùté  des  noms, 
liUisires  entre  tous,  dont  la  liste,  destinée  à  s'accrottre  avec  les 
iimécA,  constitue  d^s  à  présent  un  véritable  titre  d'honneur  pour 
notre  pajs. 

1  Théorie  analytique  dp  la  Chaleur,  qui  forme  à  elle  seule 

raier  Volume,  a  paru  en   i^-jl'à.  Ce  bel  Ouvrage,  que  l'on 

r  sans  injustice  ù  câté  des  écrits  scieniiHques  les  plus 

s  de  Ions  les  temps,  se  recommande  par  une  exposition 

unie  et  originale  des  principes  fondamentaux;  il  éclaire  de 

e  la  plus  vive  et  hi  plus  pénétrante  toutes  les  idées  essen- 


»  que  I 


,  à  Foui 


p  et  s 


r  le< 


lesquelles  doit  reposer 
normùis  lu  Plûiosopliie  nutui-elle;  mais  il  contient,  nous  devons 
kKCfjfi naître,  beaucoup  de  négligences,  des  erreurs  de  calcul  et 
p<lëiai]  que  Fourier  a  su  éviter  dans  d'autres  écrits.  Guidé  par 
HcuDseils  de  notre  éiniiient  éditeur,  M.  Gautliier-Villars,  nous 
I*  tommes  appliqué  à  faire  dispurnîire  les  incorrections  Ivpo- 
rf»(tliiHucs.  Nous  avons  refait  les  calculs,  corrigé  avec  le  plus 
piid  soin  les  renvois  inexacts,  les  erreurs  de  nolalion  et  d'im- 
I,  mais  en  nous  atlaclianl  toujours  à  respecter  la  forme  si 
A  et  ti  pure  que  Fatu-ïcr  donne  liabituclleuienl  à  sa  pensée. 
:  distingué  de    rEnseignemenl  supérieur,    M.    Paul 

^Sdcnc»  inailifRi..  J-  SLiric.  l,  \ll.  t^Uti  iBfiS.J  j 


M  PHEMIËBE  PABTIE. 

Morio,  j>rof«>Mrur  â  U  KMcullé  des  Science?  de  Reiuies,  nons  ■ 
beaucoup  aidé  daos  cette  |iartie  essentielle  de  notre  t&cbe  :  ttous 
nous  plaisons  à  lui  adre^&er  ici  dos  plus  vifs  remerciements. 
M.  Morin  S'eut  bien  nous  continuer  son  concours  pour  le  sec<Mid 
Volume,  dont  l'impression  est  déjà  commencée. 

I^s  reclierclieii  de  Fourier  relatives  à  la  théorie  de  la  daleoi 
remontent  à  la  fin  du  wm' siècle;  elles  ont  été  commaniqnéesà 
l'Académie  des  Sciences  le  -ai  décembre  180-.  Cette  premî^v 
publication  ne  nous  est  pas  parvenue;  on  ne  la  connaît  qne  par  un 
extrait  de  quatre  pages  inséré  en  1808  au  Bulletin  de  la  Société 
phitomathique ;  elle  a  été  lue  et  déposée,  mais  a,  sans  doale.  étt 
retirée  |>ar  Fourier  dans  le  courant  de  l'année  1810- 

L' Académie  avant  mis  au  concours,  pour  181 1 .  la  question  soî- 
vante  : 

H  Donner  la  théorie  mathématique  des  lois  de  la  propagation 
de  la  chaleur  et  comparer  le  résultat  de  celte  théorie  à  des  expé- 
riences exactes  », 

Fourier  envova,  le  38  septembre  iHii,  un  travail  très  étendu, 
formé,  d'après  ses  propres  déclarations,  du  Mémoire  primitive- 
ment soumisâ  l'Académie  et  des  noies  qu'il  yavaitsuccessivement 
ajoutées.  ijR  nouveau  travail  fui  couronné  dans  la  séance  publique 
du  6  janvier  1812.  Les  juges  du  concours  étaient  Lagrange,  La- 
placc,  Malus,  Haiiy  et  Legeiidre.  Leur  Rapport  nous  a  été  conservé. 
ToulcN  le»  apprécialions,  sauf  une  peut-élre,  y  sont  d'une  rigou- 
reuse exactiLudc;  cL,  cependant,  il  est  permis  de  penser  que,  dans 
son  enNcnible,  il  ne  rend  pas  pleine  justice  aux  elTorls  et  aux  dé- 
couvertes de  Fourier. 

11  Cette  jiièce,  dit  le  Itapporlcur  en  parlant  du  Mémoire  de 
Fourier,  renferme  les  vcrilablcs  équations  différentiel  les  de  la 
transmission  de  ta  chaleur,  soit  ù  l'intérieur  des  corps,  soit  â  leur 
surface;  et  la  nouveauté  do  sujet,  jointe  à  son  importance,  a  dé- 
terminé la  Classe  à  couronner  cet  Ouvrage,  en  observant  cependant 
que  la  manière  dont  l'Auteur  parvient  ù  ses  équations  n'est  pas 
exempte  de  difficultés,  et  que  son  analyse,  pour  les  intégrer,  laisse 
encore  quelque  chose  à  désirer,  soit  relativement  à  la  généralité, 
Huit  itiénic  du  coté  do  la  rigueur.  » 
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Le  manuscrit  de  FourJer  fait  partie,   aujourd'hui  encore,   des 
Archives  de  rAcadémie.  Le  grand   géomètre,  devenu  Secrétaire 
perpétuel   après   la   mort  de  Delambre,   Ta   (ait   imprimer,    sans 
y   apporter  aucun  changement,  dans  les  Vohimes  de  Mémoires 
pour  1819-1820  et  189.1-18^2,  deux  ans  après  la  publication  de 
la    Théorie  de  la  Chaleur,  Fourier  désirait,  sans  doute,  établir 
ainsi  d'une  manière  incontestable  ses  droits  de  priorité;  car  la 
première  Partie  du  Mémoire  de  181 1,   celh»  qui   a  paru  dans  le 
Volume  pour  18 19-1820,  ne  diffère  qu'en  des  points  tout  à  fait 
secondaires   de  la   rédaction  définitive  à   la(pielle  il    s'est  arrêté 
dsms    la  Théorie  de  la   Chaleur,  Nous  avons  donc    renoncé  à 
reproduire  cette  première  Partie;  mais  la  seconde,  qui  a  été  im- 
primée en  1826,  dans  le  Vohnne  des  Mémoires  pour  1821-182:^, 
offre  le  plus  vif  intérêt;  elle  commencera  notre  second  Volume  et 
sera,    oroyons-nous,  bien  accueillie  de  tous. 

II  y   a  aujourd'hui  quatre-vingts  ans  que  Fourier  fit  à  l'Académie 

des     Soîences  sa  première  Communication  sur  les  études  qui  ont 

occia  j>^  toute  sa  vie.  Les  méthodes  dont  l'illustre  savant  a  enrichi 

la  Soîence  trouvent  maintenant  devant  elles  un  champ  vaste  et 

prescjue  inexploré  d'applications  nouvelles  dans  la  théorie  moderne 

de  l'électricité.  Puisse  notre  édition  les  répandre  encore,  puisse- 

l-€lle    maintenir  et  accroître  dans  notre  pays  et  parmi  nos  jeunes 

géoori êtres  le  goût  de  la  Physique  mathématique.  «  L'étude  appro- 

fonciie  de  la  nature  est  la  source  la  plus  féconde  des  découvertes 

"^^^l^^maliques.  Non   seulement  cette  élude,  en   offrant  aux  re- 

^'^^'^Cîlies  un  but  déterminé,  a  l'avantage  d'exclure  les  questions 

vag-ci^^  et  les  calculs  sans  issue,  elle  est  encore  un  moyen  assuré 

^  ^o^iner  l'Analyse  elle-même,  et  d'en  découvrir  les  éléments  qu'il 

noos    importe  le  plus  de  connaître  et  que  cette  science  doit  tou- 

joui»^     conserver  :  ces  éléments   fondamentaux  sont  ceux  qui  se 

^P**o<luisent  dans  tous  les  effets   naturels.  »   C'est  nar  ces   ré- 

^^^^^^ns,  empruntées  à  l'admirable  Discours  préliminaire  Ae  la 

^^o rie  de  la  Chaleur,  que  nous  terminerons  ces  quelques  lignes, 

*^^     lesquelles  nous  nous  proposions  surtout  de  remercier  tous 

^^^^     qui  ont  pris  part  à  notre  publication  ou   qui   l'ont  rendue 

V^^siWe.  G.  D. 
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J.-B.  FLAMME.  —  Recherche  des  expressions  approchées  des  termes 

ÉLOIGNÉS    DANS  LES  DÉVELOPPEMENTS  DU   MOUVEMENT   ELUPTIQUE    DBS  PL4^ 
NÊTES. 

Dans  ce   Mémoire,    présenté   comme   thèse   à    la   Faculté  d& 
Sciences  de  Paris  pour  le  doctorat  ès  sciences  mathématiques 
M.  Flamme  se  propose  de  trouver  les  premiers  termes  du  dév^ . 

loppemenl,  suivant  les  puissances  de-»  du  coefficient  de  rang     ^^r^ 

dans  les  séries,  ordonnées  suivant  les  sinus  et  cosinus  des  ma  M 

tiples  de  Tune  quelconque  des  trois  anomalies,  qui  représenterez  i 
Tune  ou  Tautrc  des  deux  fonctions 

I  r*c(»s(//-f- //j£ —/>;). 
\  r*  sin  (//-+-//!£ -h />;), 

dans  lesquelles  r  désigne  le  rayon  vecteur,  y,  £,  Ç  les  anomal! 
vraies  excentrique  et  moyenne,  et  /",  /,  m,  p  quatre  paramètr 
arbitraires.  Ce  problème  général  renferme  celui  de  la  recherci 
des  expressions  approchées  des  diverses  fonctions  que  l'on 
conduit  à  considérer  lorsqu'on  développe  la  fonction  perturb. 
trice,  puisque  ces  fonctions  rentrent  dans  l'une  ou  l'autre  d 
deux  fonctions  (i),  quand  on  y  donne  à  /:,  /,  m,  p  des  valeu 
particulières  convenables. 

Le  premier  Chapitre  du  Mémoire  est  consacré  à  Texposition 
la  méthode  qui  doit  être  employée  dans  la  suite.  L'auteur  s'appn 
sur  la  remarque  fondamentale,  grâce  à  laquelle  M.  Darboux  éval^ 
Tordre  de  grandeur  du  coefficient  du  terme  de  rang  n,  dans  le  d 
vcloppcment  d'une  fonction  y"(x)  suivant  les  sinus  et  cosinus  A^^ 
multiples  de  la  variable  réelle  x  (Journal  de  MathématiqH'^^ 
pures  et  appliquées,  3"  série,  t.  IV,  1878).  M.  Flamme  parvis*** 
ainsi  tout  d'abord  aux  conclusions  suivantes  : 

Klant  donnée  une  fonction  fi^z)  développable,  entre  deux 
conférences  C  et  C  concentriques  à  Torigine,  en  une  double  s< 
ordonnée  suivant  les  puissances  positives  et  négatives  de  ^9 
cette  fonction   n'admet,    sur   chacune    des  deux  circonféreo^^^ 
lifiiites,  (jue  des  points  singuliers  algébriques,  on  pourra  trouv^^^ 
iivrc  uiHî  approximation  marquée  par  une  puissance  quelcoaq*'^ 
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t-àaunée  iravancc,  l'expression,  suil  iln  cocflicienl  x„  de  z", 
Btldocoprficienl  a_„  de  s",  dans  la  double  srrie  ijui  rcpi-éscalc 
[;)«nlre  les  deux  circonférences. 

I  U  résulte  de  là  tjiid,  si  l'on  vi^ut  obtenir  In  valeur  ajijirocbi^c  de 
BDC  quelconque  des  deux  fonctions  a.„  ou  (X_„  du  grand  nombre 
bttlif  A,  cette  apjiroiiniation  sera  possible  iii  l'on  peut  trouver 
nfoncùon  géniiralrice  de  a„  ou  de  «_„  satisfaisant  aM\  coiidi- 
B  qui  viflOlient  d'&lTc.  imposées  k/(z). 
ICcpremier résultat  n'est,  au  fond,  tpi'unr  générab^nliuM  dirccre 
bU  UiiSoric  de  M.  Uarbonx.  Considorant  ensuite  Tcxpression 
jeu  coanue 


^I^- 


Il  coefficient  a_„  de  z~"  dans  la  double  série  qui  représente /(:;), 
nlerprétanl  convenablement  les  conditions  d^ius  lesijuelles 
Approximation  de  ce  coefficient  est  possible,  M.  Flaminn  ariive, 
ïune  Douvelle  généralisation,  h  niic  rnéllmde  d'iip|irn\in»alion 
^lieableii  l'intégrale 


yi..=  f  fy^U-di. 


■  Supposons  (juc  l'on  déforme  le  contour  «  —  fi  de  l'inlégralr 
Itideittonîire  à  le  remplacer  par  un  autre,  étguivaleni  au  premier, 
l*ur lequel  le  module  maximum  de  z  soit  le  plus  jietit  possible; 
I  niélhiitic  d'approximation  s'appliquera  si  le  point  x,  où  a  lieu 
kmaiiitium,  ne  se  confond  pas  avec  l'une  des  deux  limites  a  ou 
ftdt  l^ntégrale,  et  si,  de  plus,  a  est  un  point  singulier  algébrique 
F/(!),  ou  même,  plus  généralement,  si  le  point  x  est  tel  que, 
Uiun  domaine,  la  fonction  /(»)  soit  développableen  une  série 
Kli  nature  de  celles  pour  lesquelles  les  dérivations  successives 
PVGnt  s'effectuer  terme  à  terme,  d'après  les  théorèmes  établis 
pH.  Darboux  dans  son  Mémoire  sur  les  fonctions  discontinues. 
^Ft»mme  indique  une  règle  pratique  très  simple  pour  la  forma- 
liites  termes  de  U  fonction  génératrice  de  M„  dont  le  develop- 
ÛL  l'uuruir  l'expression  approebéo  de  celte  intégrale. 

t.COnsidtVe  coMiiLc   la   l'onclinn  ibi  iirund 
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Homliri;  n  rcprc'senlve  par  l'intégrale 

é^îJeriiinerit  plus  f^ém'fnile  que  M„.  II  remarque  que.  »i  Ton  po^ 

■^(  1)  ^  II,  on  obtient 

U=  f"v(u,wdu 
at(rr 

U  élanl  ainsi  ramené  ù  lu  même  fnrmc  que  M„,  on  vuil  immêdîa- 
lemenl,  d'après  la  rè;:;le  énoncée  plus  liatit,  dans  quelles  condilioDS 
la  recherche  de  l'expression  approchée  de  ]„  sera  possible.  D'autre 
|iart,  comme  il  ne  serait  pas  commode,  dans  la  pratique,  de  con- 
sidérer directement  le  quotient 

#f 

comme  fonction  de  k,  M.  Flamme  expose  sommai remenl  itn  nioven 
d'arriver  plus  aisément  au  résultat. 

Le   premier  Chapitre   se   termine   par  le  calcul  des  premiers 
termes  du  développement  de  r(/(  +  a)  suivant  les  puissaDces  de 


Dans  les  Chapitres  11  et  III,  l'auteur  applique  la  théorie  précé- 
dente à  la  résolution  du  problème  énoncé  au  début  de  celle  Note; 
dans  un  cas  exceptionnel,  où  cette  théorie  ne  réussit  plus, 
M.  Flamme  arrive  aisément,  par  d'autres  considérations,  au  ré- 
sultat désiré. 

Le  Chapitre  I\'  est  destine  à  fournir  une  vérification  des  for- 
mules obtenues  précédemment.  Cette  vérificalion  est  obtenue  en 
.suivant  une  méthode  cnm|)lètemcnt  étrangère  à  celle  du  Cha- 
pitre I. 

Nous  n'insistons  pas  sur  eus  trois  Cliapitres,  qui  intéressent 
plus  particulièrement  l'Astronomie,  cl  nous  passons  immédiatement 
au  cinquième  et  dernier  Chapitre.  On  sait  que  les  fonctions  de 
Bessel,  représentées  d'ordinalie  par  J„  (x),  sont  définies  par  l'équa-; 
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tjon 

-h» 


Si  l'on  se  borne  à  celte  défiDÎlion,  n  est  nécessairemenl  entier, 
et  Ton  est  arrivé,  par  un  calcul  assez  long,  à  Téqualion  intéressante 
qui  suit 

(3)  TcJn(3^)=  ^  3  ^       i^^__^\j     cos(a:coscp)sin«'»(pc^cp. 


On  sait,  d^autre  part,  que  les  fonctions  J//(:r),  définies  par  (2), 
satisfont  à  Téquation  différentielle 

ct^y        I  dy       X*  —  /i' 
ax^        X  dx  x^      '^ 

M.  Flamme  considère  les  deux  intégrales  de  cette  équation 
comme  étant  des  généralisations  des  fonctions  de  Bessel  pour  des 
valeurs  quelcoaques  de  /i.  Il  parvient  à  mettre  rapidement  la  pre- 
mière de  ces  intégrales  sous  la  forme 

(4)  /i  =  T:Y(>^n) j     cos(a7cos<p)sinî"9rfç>, 

d  où  l'on  déduit  pour  n  entier,  par  comparaison  avec  la  for- 
roule  (3),  y  y  =J„(x),  Quant  à  la  seconde  intégrale,  elle  prend 
bien  encore,  pour  n  entier,  la  forme  (4),  mais,  pour  les  valeurs 
non  entières  de  n,  on  est  amené  à  y  introduire,  à  la  place  de 
cos(xcoscp),  une  fonction  de  la  forme 

^5^        Jr(a-Hi)L'       (M-+-i)(w 

1-1 —  •  •  •    > 
(a-h  i)(a -+- 2)(a -h  3)(a-h  4)  J 

où  Ion  a  posé  ^  =  j:cos'^.  Cette  fonction  (5.)  se  réduit,  pour 
''  =  0,  à  cos/ =  cos(arcos©).  Elle  est  de  plus  une  fonction  con- 
tinue de  u.  M.  Flamme  la  représente  par  coSn^.  Par  analogie,  il 
pose  de  même 

(6)        .in,.t=^/"        l-J. ''  r-^-'-l 

)  f'u  =  F7 >  -i -^ : -^  •  •  •  h 

r(a-i-i)L        u-i-i       {it  -\-  i){u  -r-y^)  J 


(ii  PKIiMlËRl!:  PARTIE. 

(|iii  sont  aussi  (oiiclions  continues  de  Uy  et  se  confondent,  pour 
u  :  o,  la  preniitNre  avec  sin/,  la  deuxième  avec  e^.  On  remarque 
iinnuWlialoment  (juc  les  fonctions  (5)  et  (6)  n'en  forment  en  réalité 
(|u*une  seule,  cpio  Ton  peut  considérer  comme  représentée  par 
Texprossion  ^5^.  Celle  fonction  (5)  donne  alors  cos^  pour  ii=o 
rlsin/  pour  //r^i;  pour  les  autres  valeurs  entières  de  i/,  elle 
fournil  do  mémo  d*autres  fonctions  intéressantes  de  t^  siut  et 
oos/,  ol  pormel,  par  des  variations  continues  de  a,  de  passer 
d'une  manière  oonlinno  de  Tune  quelconque  de  ces  fonctions  à 
loulos  los  auli*os. 

l/aulour  mol  onsuile  ces  trois  fonctions  (5"^,  (6)  et  (7)  sous 
foruïo  d'iulôgralos  définies.  La  considération  de  la  fonctioa  (-) 
Tamèno  ainsi  à  élaldir  entre  la  fonction  e^,  sa  valeur  particulière 
^•^  riulo^ralo 


^ 


ol  \y\  Nidour  do  ct^lle  inlôgrule  pi>ur  I  =  x,  valeur  représentée  or- 
\liu;ùiviuonl  [vir  r«,  fi^  U  relation  très  simple 


^\ 


I    --^x^-îf/x 


r  s 


\pii  fourni U  (v^ur  :  =  1.  un^f  formula  iotêressaDte  due  à  M.  Bour- 
;:moU  m.  KUmîttO  fait  encore,  lu  sujtft  de  ces  fonclioD$«  diverses 
ivm^ixjuos  ^ur  ie^u<U<r>  l^  ciJrv  de  cette  Note  ne  nous  permet 


.••,.'  4.^,'*<->«i.-Tft.      *  I.   11-^   :tï  3^  Me!^  F7rtj:  Crputii lyfcii  occidcnta/. 
é  i  t    '  X  »i..*  '     1  -    :*■*  'fi  •:**  ^k    l'iittc  >»>'ai:  -if  paraître:  il  traile  au 
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division  dub  maUireu  des 
le  eadro  de  son  Ouvrage 
'^c  qu'ils  onl  d'essenliel. 


f  M.  Ti;ixeira  a  adupté,  selon  nous, 
bis  rBtionncUes.  Il  a  su,  en  oulrc,  < 
prement  diductique,  tenir  coiuple, 
s  plus  rrcenls  proj^rès  de  la  5cicn< 
I  Dans   une   Inlrodiiction   divisée   i 


IX   Chapitres,   l'auleur 

^pose  d'uliord,  d'une  manière  abrégée,  mais  sufiisamment  com- 

miUs  et  parrnitcmcnt  rigoureuse,  la  théorie  des  imaginaires,  celle 

I  séries  et  des  produits  infinis,  celte  des  fractions  continues, 

I  principes  géufirauic  de  la  théorie  des  fonctions  avec  leur  appli- 

iBlinn  aux  fonctions  algébriques,  exponentielles  et  circulaires. 

Après  avoir  établi  ces  solides  assises,  l'auteur  aborde  soq  sujel 
riucipul. 
Le  Chapitre  1  est  eitusacré  à  l'exposé  des  notions  préliminaires  : 
mite,  couliuuité,  iofiuïment  petit,  dérivét;,  que  l'auleur  précise 
lomme  il  convient,  et  à  celui  de  la  méthode  des  limites  et  de  la 
péthodc  iulînitésimale. 

Dans  le  Chapitre  II  esl  développée  avec  tous  les  détails  néccs- 
Icaires  lu  théorie  des  dérivées  du  premier  ordre,  dont  l'auteur  fait 
immédialeracnl,   dans  le  Chapitre   Tll,  des  applications   géomé- 
triques aux  courbes  planes  et  gauches,  ainsi  qu'aux  surfaces. 
Vient  ensuite  la  théorie  des  dérivées  et  diQérenticUes  d'ordre 
[aelconque,  qui  constitue  le  Chapitre  IV,  et  que  M.  Teixeira  a 
rsitéc  avec  un  soin  tout  particulier,  car  nous  y  relevons  nombre 
t  formules  et  de  démonstrations  nouvelles,  notamment  en  ce  qui 
Hiccrne  la  dérivée  d'ordre  quelconque  d'une  fonction  de  fonc- 
.  Des  formules  générales  qu'il  a  établies,  M.  Teixeira  déduit 
>  ^and  nombre  de  formules  qu'on    obtient  ordinairement  par 
es  voies  dill'érentes,  et  qu'il  rattache  ainsi  les  unes  aux  autres. 
Jpus  remarquons  aussi  à  la  (in  de  ce  Chapitre  (§  86)  une  remar- 
pable  formule,  due  à   M.  Teixeira  lui-même,  et  qui  contient, 
fammc  cas  particulier,  la  formule  de  Taylor. 

I  Dans  le  Chapitre  V  sont  traitées  les  applications  analytiques, 
.,  dans  le  Chapitre  VI,  les  applications  géométriques  de  la  for- 
Bule  de  Ta^lor.  Parnii  les  résultats  les  plus  originaux  obtenus 
i  cette  partie  de  l'Ouvrage,  nous  citerons  une  élégante  dé- 
B>Ds(ration  du  théorème  d'Eisenstciii,  qui  généralise  môme  ce 
Uoréme,  une  formule  nouvelle  d'interpolation  et  une  remar- 
e  géoéralisalinn  de  la  formula  de  Lagrange. 
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Le  Chapitre  VII  conllent  Texposé  des  propriétés  principales 
des  foDCtions  déiinies  par  des  séries  et  la  recherche  de  leurs  sin- 
gularités. 

Enfin,  le  Chapitre  VIII  est  réservé  à  la  théorie  des  fonctions  de 
variables  imaginaires  qufe3I.  Teixeira,  dans  ce  cadre  élémentaire, 
a  le  mérite  d^exposer  suivant  les  idées  récemment  introduites 
dans  la  Science  par  M.  Weierstrass  et  développées  par  son  dis- 
ciple érainent  M.  Mittag-Leffler. 

En  somme,  sous  son  mince  volume,  TOuvrage  de  M.  Teixeira 
met  à  la  disposition  du  lecteur  les  principes  qui  lui  permettront 
d'aborder  l'élude  des  grandes  théories  nouvelles  de  l'Analyse.  Il 
constitue  une  préparation  excellente  à  la  lecture  des  Mémoires 
originaux  des  maîtres  modernes  de  la  Science.  M.  O. 


MÉLANGES. 

SUR  LA  CONVERGENCE  DES  INTÉGRALES  A  UMITES  INFINIES; 

Par  m.  Ph.  GILBERT. 

I.  On  sait  depuis  toujours  que  l'intégrale  définie 


(i) 


Çf{x)dx 


peut  avoir  une  valeur  déterminée  et  finie  si  la  fonction /(x),  res- 
tant de  même  signe,  tend  vers  zéro  pour  des  valeurs  indéfiniment 
croissantes  de  x,  et  même  sans  qucy"(x)  tende  vers  zéro,  si  cette 
fonction  change  indéfiniment  de  signe.  Les  intégrales 

/      :  »       /      cosar'  dx 

sont  des  exemples  de  ces  deux  cas.  On  voit  facilement  que  l'inlé-. 
j^ralc  (i)  pcul  êlre  finie,  sans  que  f{x)  tende  vers  zéro  on 
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de  signe  (*);  mais  M.  Bierens  de  Haan,  dans  ses  Tables,  ne  donne 
aucune  intégrale  qui  soit  dans  ce  cas.  M.  Thomœ  a  signalé  un 
premier  exemple  d'une  fonction  f{x)  qui  satisfait  à  ces  condi- 
tions, et  qui  finit  même  par  acquérir  des  valeurs  aussi  grandes 
qu'on  le  veut  (^).  Mais  la  fonction  de  M.  Thomœ  n'est  définie  que 
géométriquement  et  parait  trop  fabriquée  en  vue  du  but  à 
atteindre.  M.  P.  du  Bois-Reymond  a  indiqué  un  exemple  bien 
plus  naturel  dans  l'intégrale 


f 


ae-a«»in*arfa, 


qui  a  une  valeur  déterminée,  et  il  a  montré  (')  qu'il  existe  une 
fonction  beaucoup  plus  générale  jouissant  des  mêmes  propriétés 
relativement  à  l'intégrale  (i). 

M'étant  occupé  du  sujet  sans  connaître  le  travail  du  savant 
allemand,  j'ai  obtenu  quelques  résultats  qui  me  paraissent,  ainsi 
que  la  méthode  fort  simple  qui  y  conduit,  dignes  d'intérêt.  On  ne 
verra  peut-être  pas  sans  surprise  que  la  fonction  f{x)^  en  res- 
tant positive,  peut  devenir  infinie  autant  de  fois.  qu*on  te  veut 
dans  tout  intervalle  arbitrairement  petit  donné,  à  partir  d^une 
certaine  valeur  de  x^  sans  que  V  intégrale  (1)  cesse  d'être  finie 
et  déterminée. 

2.   Proposons-nous  d'abord  de  chercher  si  Tintégrale 

J  =    /      (sin*irj?)*cte, 

où  la  fonction  sous  le  signe  /  reste  positive  et  reprend  une  valeur 
égale  à  l'unité  pour  toute  valeur  de  x  de  la  forme 

2  «  -f- 1 
j- =  1  i  entier, 

'X 

a  une  valeur  finie  ou  infinie.  Désignant  par  n  un  nombre  entier 


(')  J'ai  dit  le  contraire,   après   d'autres,  par   inadvertance,  dans  la  troisième 
édition  de  mon  Cours  d* Analyse. 
(*)  Zeitschrift  fiir  Matliematik  de  ScliFoniilch,  t.  WIII,  p.  68;  1877. 
C)  Mathematisclie  Annalen,  !.  \lll,  p.  j.'n  :  1878. 
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quelconque,  on  a 


n  =  m  .   .  /!=:•» 


«=0     "  «=o    ® 

(^oinmc,  dans  Fintervalle  (o,  i),  on  a  toujours 

il  en  résulte 

l    ^  ^J«  a. 4... (2/14- 2) 


•  0  •-  0 


Lu  série  qui  a  pour  lerme  général  celte  expression  est  diver- 
gente; car,  si  Ton  désigne  par  i  +e  le  rapport  d*un  terme  au  sui- 
vant, on  a 


lim  ns  =  -  <  i; 

.  =  «  2 


donc,  a  /oriiort\  la  série  qui  a  pour  terme  général 

t^Hl  ilive^g^M)lc^  cl  rinlégrale  J  est  infinie.  On  verrait  de  même  que 
rinlégrttle  do  ^sin-nx  •'^•^t/x^  entre  les  mêmes  limites  o  et  oo,  est 
inlînie,  p  êlunl  constant. 

Il»   Nous  uUons  prv>u\cr,  au  cv>ntraire«  que  l'intégrale 


*  4 


\t%ê*4S  A«i/wc//«'  ?v***^  JtfSÎiCf%e  utrffijMciion  pasiin^e,  constamment 
\t\^is\\*HCc  r.i\\\^  V  .ï  pKirc:r  '.i^un^f  c^ileur  déterminée  X  de  x, 
(K4/M  {4HC  ^\Ucii,r/irtic  ss  T.'/t  -,« 


.     *  i    r  —  i 


\vkux  vixoux  cuvvrv  x^ 
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Désignons  en  général  par  o<?(w)  le  plus  grand  nombre  entier 
compris  dans  ^{n).  On  a,  dans  Tintervalle  (o,  i), 

donc 

/(sin«irx)9<«-»-*'<ijr<  i  (  si  n'ira:  )?«(«>  ^j?; 

et,  comme  2fe{n)  est  up  nombre  entier  et  pair,  on  aura 
(4)  /    {sm*'Kx)9M) dx  = -^  ^^^  /  — ï  =  M„. 

Etudions  la  convergence  de  la  série  S£//i.  On  connaît  les  inéga- 
lités qui  conduisent  à  la  formule  de  Wallis, 

^    l'.3*..  .(2/1  —  l)».('2/l-f- l)   X          2/l-f-l 
I<^ ^ '. — 2 L  _  <;*  

ou 

2     I         ri.3.5...(2/i  —  '^1*^  ^  ' 

TtïW-M  L         a.4.6...2/l        J  712/1* 

d'où  Ton  lire,  y  désignant  une  fraction  positive  plus  petite  que  ^, 

1.3.5. ..(an  —  i)  f 

■  ^!Z    ■       _  ^  '     '      '        ~  • 

2.4.6.   ..2/2  y/Tty/^-l-Y 

Appliquant  cette  formule  à  la  série  Sw;,,  on  trouvera 
__  1.3.5. .  .[2<pg(/i)  — 1] 1 

""     2.4.6. ..2îpe(/i)     ~"  7^^ii^^(^y^' 

__    I  .3.5.  .  .[2^<.(/H- l)  —  1]   _  I 

""*''"  2.4..6...2<pe(/l-+-l)         ~   V^/?e(/l-+-l)-H-Yl' 

d'où 


(5)  "^-^t  ^  .  /~?g(70 -+- ï 

Observons  que  la  condition  (3),  supposée  vérifiée  par  la  fonc- 
tion <p(:r),  entraîne  la  conséquence  que  o(^)  croît  indéfiniment 
avec  X,  Il  en  sera  donc  de  même  de  0(^11)  avec  n,  et  aussi  de 
^r{n).  On  aura  donc 

lim  — l11 — i_  =  lim  — l:^ — i—  =  i,m  _*-L_i_, 
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donc 


lim  =  lim  I  '  — : <  I. 

\jà  série  Zum  est  donc  convergente  el  il  en  est  de  même,  à  plus 
forte  raiv^in.  de  la  série  qui  a  pour  terme  général  Tint^rale 


r 


•  ♦ 


donc  rinlégrale  I  aura  une  valeur  finie^  quoique  la  fonction  sous 
le  signe  f  devienne  égale  à  Tunilé  pour  toute  valeur  de  x  de  la 

f  21  —  1 

forme 

Si  le  rapport  ^(x)l:^(x  -h  i)  a  pour  limite  Tunité,  on  ne  peul 
plus  conclure  en  général;  nous  examinerons  plus  loin  un  cas  où 
cela  a  lieu. 


>i.  Voici  quelques  cas  particuliers  : 

i"  Prenons  ^(x)  =  r(a:),  F  désignant  Tinlégrale  eulérienne. 
Nous  aurons 

_— .î =  — =  _  ,  jim  __i =  o; 

O(x-rl)  rrXH-l)  X  o{j--Hl) 

les  conditions  sont  remplies  :  donc  l'intégrale 
(6)  f    {sin^T.xf^^^dx 

a  une  valeur  finie  et  déterminée.  Il  en  est  de  même  des  intégrales 

/     (sln^T.x)^'  dx,       I     (%\n^T.xY\     />i. 


•- 0  •   0 


(|iii  donnent  respectivement 


hm-— : —X  =  o,         \\m     y    \  ^  y 


'>:'  Considérons  riijpothèse 

5  (  j^  )  =  x^ . 
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['  désîgnanl  une  constante  positive.  La  limite  du  rapport 

^(t):o(x-\-  i) 

lanl  ici  égale  à  l'unité,  le  théorcnic  n'est  plus  applicable-,  mais, 
î   Ton  revient  à  Téqualion  (5),  on  a 


w«         V   (n-H,)*.4-Yi       V   (/i -+-!)*-♦- Ci' 
et  ^1  étant,  en  valeur  absolue,  moindres  que  l'unité.  On  a  donc 

t,  en  posant 

u„ 


=  I  -h  £, 


Voù 

)n  trouvera,  en  observant  que  le  dernier  facteur  a  pour  limite  ^, 

Donc,  si  A">-i,  lim/2£  sera  égal  à  -»  et,  d'après  un  théorème 

connu,  la  série  S//,,  sera  convergente  si  A*  >«  2. 
On  conclura  donc  que  r intégrale  définie 

/(si  n'ira:)**  dx 

a  une  valeur  finie  pour  toute  valeur  du  nombre  k  supérieure 
à  2.  Si  k  =  2,  il  faudra  un  nouvel  examen. 

5.  Dans  les  exemples  précédents,  la  fonction  f{x)  reste  posi- 
tive et  ne  tend  pas  vers  zéro  lorsque  x  tend  vers  l'infini,  mais  sa  va- 
leur ne  surpasse  jamais  Tunité.  Un  simple  changement  de  variable 
conduit  à  une  fonction /"(x)  qui  acquiert  des  valeurs  indéfiniment 
croissantes.  Remplaçons  x  par  jc-  dans  Tintégrale  (6).  Nous  au- 
rons l'intégrale 


'X 

0 


Ç      X{<\X\''T.X^)^'^^^^dx. 


1 
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qui  aura  nécessairement  une  valeur  finie  comme  (6).  La  fonciion 
y(jr),  toujours  positive,  acquiert  ici  la  valeur 


/(^) 


=  X  =  4  / (  {  entier) 


pour  toute  valeur  de  x  de  cette  même  forme  :  donc,  une  valeur 
indéfiniment  croissante  avec  le  nombre  /.  Mais  il  y  a  plus;  les 
valeurs  de  x  jouissant  de  la  propriété  précédente  se  rapprochent 
indéfiniment  à  mesure  que  i  augmente,  car  la  difierence  de  deux 
valeurs  consécutives  est 


,  X"^  X^  l/î 

X  —  X  r=.  — 


et  cette  difiiércnce  finit  par  décroître  au-dessous  de  tout  nombre 
donné  à  partir  d'une  valeur  convenable  de  i.  Donc,  dans  tout  in- 
tervalle donné  o-,  aussi  petit  qu^on  le  veut,  à  partir  d'aune  va- 
leur suffisamment  grande  de  x^  il  existera  un  nombre  de 
valeurs  de  x  aussi  grand  qu^on  le  voudra,  pour  lesquelles  la 
fonction  f{x)  surpassera  un  nombre  donné,  quel  que  grand 
qu'il  soit,  sans  que  V intégrale  (i)  cesse  d'être  finie  et  déter- 
minée. 

0.  Remarque.  —  Nous  avons  trouvé,  dans  la  série  ^Un-i  que  le 
rapport 

Mn+l   __  '^.Og(n)-4-  I  ^  2Cpc(/l)-4-3  ^  ^     aOc(/l-4-T)  —  I 
Un     ~  2«pc(nj-ha'2cpe(«)-H4  *"       10e{n ->r  ï) 


a  môme 


limite  que  i/^^^     »  On  conclut  de  là,  pour  toute  fonc- 
tion 'f  (x)  qui  satisfait  à  la  condition  (3),  la  relation 


(.)      litni  A^'^'^'^x  ^?^('')"^  1    2o,(/i)-4-3         20e(/t-f-i)— I  ^ 

Ce  sont  des  produits  infinis  d'un  genre  spécial.  On  déduit  de 
celte  formule  quelques  relations  assez  curieuses,  en  prenant  pour 
'x»(.r)  quelqu'une  des  fonctions  considérées  plus  haut,   et  obser- 


MÉLANGES.  .  y'i 


ant  que  f  i  H —  )    a  pour  lirnite  y/e.  Ou  a 

/-2r(/i)H-i    2r(n)-+-3         -inVin)—! 
im  i//i — ^^ — • •  •  • =  I, 


lim  v//z 


2n'»-4-i    2n«-t-3  2(  AU- I )'»-»-* — I  _    I 

n  =  '»^"    '    '  2/1'»  H- 2     2/1'* -4- 4  '  2(/l-r-  I)«-^»         "   /ë  ' 

,.     2(A-«)^-4-i    2(A"»)^-i-3  2(A:«-^-«)e  — I          I 

iim  — 


~.~  » 


,.       2rn^)<.H-i    2('/l^)e-f-3  2(n-4-l)^'  — I 

h  m  — ■ — 7 • — : — j-^ ;  •  •  • -, —  =  I, 

n  =  ae2(/l*)^H-2     2(/l^)^-+-4  2(/1-M)Î 


7.  On  peut  aller  plus  loin  que  le  théorème  du  n°  3,  mais  pour 
cela  nous  nous  appuierons  sur  un  lemme  de  Calcul  intégral. 

Soient  ^{^)9  ^{^)  deux  fonctions  positives  et  intégrables  dans 
un  intervalle  (a,  6);  on  a  la  relation 


f  o(x)^{x)dx^i/  Ç  o{xydxx  4  /   f  ^{x)'^dx{^). 

Considérons  la  fonction 

f{x)  =  <J/(a:)(sin«Tcar.)?('J  dx, 

^(x)  désignant  une  fonction  qui  satisfait  aux  conditions  du  n^  3, 
^(^x)  une  fonction  positive  pour  les  valeurs  positives  de  x.  Nous 
aurons,  comme  ci-dessus, 

f  ^{x){^\n'^Tzx)^^'^  dx  =  j     <J/(/n- j7)(sin«7ra:)?f'»-»-'>rfa:, 

et,  d'après  le  lemme,  cette  dernière  intégrale  a  une  valeur  positive 
moindre  que  celle  du  produit 


4  /  j     ^{n-+-x)^dxx  i/     i   (sln^Tzx)^^^^-^^^  dx. 


(*)  J'avais  communiqué  ce  théorème,  le  croyant  nouveau,  à  une  réunion  de  la 
Société  scientifique  de  Bruxelles;  mais  j'apprends,  par  une  obligeante  communi- 
cation de  M.  Lignine,  qu'il  a  été  donné  par  M.  Imschenetsky  à  la  Société  de 
KharkofT,  en  i883. 

Bull,  des  Sciences  mathcm.,  a*  série,  t.  XII.  (Mars  i888.)  6 
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Si  la  fonction  ^(x)  est  telle  que  la  première  de  ces  intégrales 
ne  puisse  surpasser  une  valeur  fixe  G,  quel  que  soit  le  nombre 
entier  n^  on  aura 


(8)  /         ^{x)(s\n'^T.x)^^'^  dx<Gi/    1    ( si n'ir^r )«?<«-*'>  <ir. 

Il  suit  d'ailleurs  du  théorème  démontré  au  n^  3  que,  le  rapport 

2ç(ar-i-i)  ~~  ç)(a:-4-i) 

étant  supposé  tendre  vers  une  limite  moindre  que  l'unité  pour 
jr  =  00,  la  série  qui  a  pour  terme  général 

est    convergente,   le    rapport    u„^i  l  iin    ayant   aussi   une   limite 
moindre  que  i.  Il  en  sera  donc  de  même  de  la  série  qui  a  pour 

terme  général  y/w«,  ou  même  G\/u„'j  donc,  a  fortiori  y  en  vertu 
de  l'intégrale  (8),  de  la  série 


n  =  oD  .  , 


N     /  <^{r){y\xi^T.T)'^^^'*  dx. 


n=0 


De  là  ce  théorème  : 

Soient  <f{x),  ^{^)  deux  fonctions  positives  pour  x  positif. 
Si  la  fonction  o{x)  croit  constamment  avec  x  à  partir  d'une 
valeur  H.  de  la  variable  et  que  le  rapport  ^{x)  !  <p(j:  -f-  i)  tende 
vers  une  limite  inférieure  à  V unité  lorsque  x  croit  à  V infini; 
si,  d^ autre  part,  l'intégrale 

(9)  /    ^{n  -^  xy  dx 

•  0 

ne  peut  surpasser  une  valeur  fixe  G,  quel  que  soit  le  nombre 
entier  /? ,  Vin tégra le 

(10)  /      '^{x){<\ï\^T.x)'i^'^  dx 

*  0 

aura  une  valeur  finie. 
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8.  La  tonction  ^(/i  +  ^)  peut  acquérir  des  valeurs  croissantes 
avec  n  et  même  devenir  infinie  dans  Tintervalle  (o,  i),  sans  que  la 
condition  imposée  à  l'intégrale  (9)  cesse  d'être  vérifiée.  Prenons, 
comme  exemple, 

^(x)  =  /.séc*irj:  =  —  Lcos^tzx  (*). 
Nous  aurons 

et  cette  fonction  croît  de  zéro  à  l'infini  lorsque  x  varie  de  o  à  -9 
puis  décroît  de  00  à  o  lorsque  x  croît  de  -  à  tt.  Mais  on  a 


7, 


Jf    ^{n-^x)* dx=  I    (l.cos^Tzx)^ dx 


0 


I   r^  8  /*' 

=  -   /     {l.cos^zydz  =  -   I    (l.cosz)^  dzj 


et  cette  intégrale  est  connue  (^)  :  sa  valeur  est 
donc  enfin  on  a 


J  iK7H-ar)«ûte=:4[(^2)«-h^] 


L'intégrale  (9)  a  donc  une  valeur  numérique  fixe.  Il  s'ensuit 
que  l'intégrale 

aura  toujours  une  valeur  finie  si  la  condition  (3)  est  vérifiée;  et 
cependant  la  fonction  sous  le  signe  /,  non  seulement  ne  tend  pas 
vers  zéro  lorsque  x  croît  à  l'infini,  mais  elle  devient  infinie  pour 

toute  valeur  de  x  de  la  forme  x  =  ^y  son  premier  facteur  de- 
venant infini  pendant  que  le  second  se  réduit  à  l'unité.  On  peut 


(I)  /  désigne  un  logarithme  népérien. 

(')  Léo  END  RE,  Exercices  de  Calcul  intégral,  l.  II,  p.  ^'S. 
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d^ailleurs  ici,  comme  au  n®  5,  remplacer  j;  par  o:^,  et  rinlégral 

/ar(/.séc*r^«)(sin«7rar« )?(*''  dx 

aura  une  valeur  finie, /"(x)  devenant  infini  pour  toute  valeur 

de  la  forme  4  / On  peut  donc  regarder  comme  établi  c^       -^^^. 

sultat  :  //  est  possiblcy  dUine  infinité  de  manières,  de  d^B  .^^r- 
miner  la  fonction  f{x)  de  telle  façon  que  cette  fonction,  ^^^ es- 
tant toujours  positive,  devienne  infinie  un  nombre  de  ,^^^^« 
aussi  grand  qu'on  le  veut  dans  le  plus  petit  intervalle  do  r-^,  M-ié^ 
à  partir  d^une  valeur  convenablement  choisie  de  x^  et  qu^^  ^ze- 
pendant  V intégrale 

r  f(,x)dx 

ait  une  valeur  finie  et  déterminée . 

9.  Voici  un  autre  exemple  du  théorème  du  n®  7.  Posons 

y 
^{x)  =  (lang'Tta:)*, 

d'où 

1     0(/i -h  jt)*  tfror  =  -    /     (lans'a^)**  oly  =  -    /      .  = 

c 
La  condition  est  vérifiée;  ainsi,  par  exemple,  l'intégrale 

(iaiv^^r.xy{sin^Tzx)^^^^dx 
aura  une  valeur  finie. 
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COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 
IIARNACK    (A.).  —   Die  Grundlagen  der  Théorie  des  logaritiimisciien 

POTENTIALES    UND    DER    EINDEUTIGEN    POTENTIALFUNKTION    IN    DER    EbENE. 

1  vol.  in-S";  iv-i58  p.  Leipzig;  Toubner  1887. 

La  théorie  du  potentiel  fournit  à  coup  sûr  un  des  plus  remar- 
quables exemples  de  ces  questions  qui,  posées  historiquement  par  la 
Science  expérimentale,  se  sont  trouvées  avoir  une  influence  capitale 
sur  le  développement  des  pures  Mathématiques  :  elle  est  aujour- 
d'hui inséparable  de  la  théorie  des  fonctions;  si  profonde  est  la 
pénétration  mutuelle  des  deux  théories,  qu'on  serait  tenté  de  croire 
à  quelque  mystérieuse  connexion  entre  le  domaine  de  Texpérience 
et  le  domaine  de  la  pensée  abstraite. 

La  théorie  du  potentiel  logarithmique  se  relie  étroitement  à 
deux  questions  essenlielles,  le  problème  de  Dirichlct  et  le  problème 
de  la  représentation  conforme.  Les  beaux  travaux  de  M.  Schwarz 
et  de  M.  Cari  Neumann  ont  suffîsamment  éclairé  ces  deux  questions 
pour  qu'on  désirât  un  Livre  didactique  sur  la  matière.  Celui  que 
notre  éminent  collaborateur,  M.  Axel  Harnack,  offre  aujourd'hui 
au  public  savant,  est  clair,  précis,  bien  ordonné.  L'auteur,  en 
outre,  sur  quelques  points  très  importants,  a  complété  les  re- 
cherches antérieures  delà  façon  la  plus  heureuse.  Son  Livre  rendra 
d'incontestables  services  :  nous  allons  essayer  d'en  retracer  rapi- 
dement les  principales  divisions. 

I.  Théorèmes  généraux  sur  le  potentiel  logarithmique  et  sur 
la  Jonction  potentielle.  —  Le  potentiel  logarithmique  d'une 
masse  M  répandue  sur  une  aire  plane  A  relatif  à  un  point  {x^  y) 
du  plan,  repoussé  par  cette  masse,  est  défini,  comme  Ton  sait,  par 
l'intégrale 

(i)  M=  /aiog^rfa, 

où  o  désigne  la  densité  de  la  masse  en  un  point  de  l'élément  de 
surface  <ia,  où  e  est  la  distance  de  ce  même  point  au  point  re- 
poussé {Xj}')^  et  où  enfin  Tintcgralc  s'étend  à  toute  Taire  A.  On 
Bull,  des  Sciences  matluim.,  2*  série,  t.  XII.  (Avril  1888.)  7 
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définirait  dNine  façon  toute  semblable  le  potentiel  logarithmique, 
dans  le  cas  d'une  masse  distribuée  sur  une  courbe  plane.  La  fonc- 
tion u  de  x,  y^  ainsi  définie,  en  dehors  de  l'aire  A,  est  évidem- 
ment une  fonction  continue,  ainsi  que  toutes  ses  dérivées,  qui  sa- 
tisfait à  l'équation 

C)«  Il        d^  u 

à  l'intérieur  de  l'aire  A,  la  fonction  u  est  continue,  ainsi  que  ses 
dérivées  premières;  enfin  les  dérivées  secondes  sont  aussi  conti- 
nues, tant  que  la  densité  0  est  continue  et  intégrable,  ainsi  que  ses 
dérivées  premières;  sous  ces  conditions^  on  a  l'équation 

lu  =  —  '2  TCO. 

Toute  fonction  u  de  x,  y  qui,  à  l'intérieur  d'un  certain  domaine, 
est  continue  ainsi  que  ses  dérivées  premières  et  secondes,  et  qui, 
en  outre,  satisfait  à  l'équation 

Aw  =  o, 

est  d'iic  fonction  potentielle  régulière,  ou  fonction  harmonique. 
En  désignant  par  u  la  valeur  d'une  telle  fonction  en  un  point  du 
domaine  considéré,  par  r  et  0  les  coordonnées  polaires  du  point 
(x^y)  quand  on  prend  pour  pôle  le  point  (.Tq,  j)'o)^t  en  supposant 
que  le  cercle  de  rajon  r  soit  situé  tout  entier  dans  le  domaine 
considéré,  on  peut  représenter  la  fonction  u  par  la  formule 

(  2 }  U  =  liQ-h  ^  (  a^.  cos  A- 0  H-  ^/i-  sin  X: 0 )  r^  ; 

k  =  l 

les  coefficients  constants  um,  bk  sont  déterminés,  si  l'on  veut,  par 
les  valeurs  que  la  fonction  u  prend  sur  la  circonférence  du  cercle. 
Cette  expression  met  en  évidence  quelques  propriétés  de  ces  fonc- 
tions :  on  aperçoit  par  exemple  qu'il  est  impossible  que  la  fonction 
u  présente  un  maximum  ou  un  minimum  au  point  (;ro,j^o);  ce  point 
ne  peut  élre  un  point  isolé  pour  la  courbe  dont  l'équation  est 
it  =z  Uq  ;  on  aperçoit  immédiatement  les  tangentes  en  ce  point, 
qu'il  soit  simple,  ou  multiple;  d'un  coté  de  la  courbe  u  est  plus 
grand  que  Uq^  de  l'autre  colé,  [)lus  petit,  etc. 

Il  est  clair  que  la  série  qui  figure  dans  le  second  membre  con- 
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slîtue  la  partie  réelle  d^une  fonclion  d^une  variable  imaginaire.  Enfin 
une  fonction  harmonique  a  dans  le  domaine  considéré  des  déri- 
vées de  tous  les  ordres,  dont  les  valeurs  s'obtiennent  par  la  diffé- 
rcntiation,  terme  par  terme,  de  la  série  précédente. 

La  formation  des  expressions  d'une  fonction  harmonique  à  Tin- 
lérieur  d'un  secteur  circulaire  ou  d'un  rectangle,  lorsqu'on  se 
donne  les  valeurs  de  la  fonction  sur  le  contour  du  secteur  ou  du 
rectangle,  fournit  un  exemple  instructif  d'un  problème  dont  la  so- 
lution générale  est  le  but  essentiel  du  Livre. 

Des  conclusions  importantes  résultent  de  la  considération  des 
intégrales  de  la  forme 

qui  correspondent,  dans  le  plan,  à  celles  dont  Gauss  a  tiré  si  grand 
parti  pour  l'étude  du  potentiel  newtonien.  Elles  sont  relatives  à 
un  contour  S  dont  ds  est  un  élément;  n  est  la  direction  de  la  nor- 
male à  S  en  un  point  de  ds,  vers  l'intérieur;  r  est  le  rayon  vecteur 
qiiivadece  même  point  à  un  point  déterminé  {x^y)-^  (r,  n)  est 
Tangle  des  deux  directions;  enfin  U  est  une  fonction  continue  de 
*î  une  telle  intégrale  définit  une  fonction  u  Aex,  y  qui,  en  raison 
de  la  forme  du  second  membre,  est  manifestement  une  fonction 
harmonique  dans  toute  région  du  plan  qui  ne  contient  aucun  point 
<le  S;  l'intégrale  peut  aussi  être  mise  sous  la  forme 

/U(rfcr), 

en  désignant  par  (rfo*)  l'angle  sous  lequel  l'élément  ds  est  vu  du 
point  (^,  y),  affecté  du  signe  +  ou  du  signe  —  suivant  que  l'angle 
('"'i)  est  aigu  ou  obtus;  de  là  résultent  les  propriétés  suivantes: 
**  S  est  un  contour  fermé  et  si  U  est  égal  à  un,  l'intégrale  est  nulle 
^^  égale  koLTz  suivant  que  le  point(x,  ^)est  à  l'extérieur  ou  à  l'in- 
^neur  du  contour;  si  ce  point  est  situé  sur  le  contour,  on  doit 
donner  pour  valeur  à  l'intégrale  la  limite  de  la  valeur  qu'elle  prend 
quand  on  supprime  du  contour  un  petit  arc  contenant  le  point 
\^»7)»  puis  qu'on  fait  décroître  cet  arc  indéfiniment;  cette  limite  est 
*  SI  le  point  (x,^)  est  un  point  non  singulier  du  contour;  elle  est 
jilple  à  a  si  ce  point  est  un  point  anguleux  où  les  tangentes  for- 
angle  égal  à  a.  La  discontinuité,  sur  la  courbe,  de  la  fonc- 
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tion  définie  par  cette  intégrale  apparaît  ainsi  bien  nettement;  des 
circonstances  toutes  pareilles  se  présentent  pour  la  fonction  plus 
générale 

où  l'intégrale  est  prise  le  long  d'une  courbe  S;  supposons  le  point 
(^jj)  voisin  d'un  point  (x'j  y)  situé  sur  S,  point  pour  lequel  la 
fonction  U  a  la  valeur  U',  et  s'approchant  indéfiniment  du  point 
(a/,  j^);  le  point  (x,  y)  peut  s'approcher  du  point  (a/,  y)  en  res- 
tant du  côté  positif  ou  du  côté  négatif  de  la  courbe  S^  on  a  alors, 
suivant  les  deux  cas,  auxquels  correspondent  les  indices  ieie 
attribués  à  la  fonction  Uj 

(  limii/(T,j^)  =  (27r  — a)U'-h/U(^<T  , 
\  \imuc(x,y)=—0Ll]'-\-SV{d(j). 

Les  quantités  w/  (x^y)^  Ue  (x,  y)  tendent  uniformément  vers 
leurs  limites,  c'est-à-dire  que,  si  l'on  se  donne  un  nombre  positif 
0,  on  peut  fixer,  indépendamment  de  x\  y  ^  une  valeur  p  telle  que, 
si  le  point  (^,^)  est  dans  un  cercle  de  centre  x\y  et  de  rayon  p, 
la  différence  entre  la  fonction  a  (a:,  y^  et  sa  limite  soit  moindre 
que  S.  Dans  ces  formules  a  doit  être  pris  égal  à  ir si  le  point  (a:',/) 
n'est  pas  un  point  singulier  de  S;  si  ce  point  est  un  point  angu- 
leux, a  est  l'angle  des  tangentes  qui  contient  la  région  positive;  on 
suppose  toute  fois  que,  dans  le  voisinage  du  point  (x'^y)  la  courbe 
ne  présente  qu'un  nombre  fini  de  points  d'inflexion.  Pour  ce  qui 

est  de  l'intégrale 

/U(r/cr), 

qui  figure  dans  les  deux  membres,  les  angles  (d^r)  ont  pour  som- 
met le  point  (x'^  y)^cl  leur  signification  doit  être  fixée  comme  il  a 
été  fait  plus  haut,  quand  on  supposait  U  =  i  et  le  point  (j:,j)  sur  la 
courbe.  Cette  intégrale  représente  une  fonction  de  (a/,  j'),  définie 
pour  les  différents  points  de  la  courbe  S;  cette  fonction,  que  Ion 
peut  dire  associée  à  la  fonction  U,  jouera  dans  la  théorie  que  Ion 
doit  à  M.  Cari  Neumann  un  rôle  essentiel. 
Ajoutons  enfin  que  la  fonction 

peut  ôlrc  regardée  comme  un  potentiel,  ou  plutôt  comme  la  limite 


J 
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du  potentiel  de  niasses  de  signes  contraires  distribuées  sur  deux, 
courbes  infiniment  voisines  de  la  courbe  S;  c'est  ce  qu'on  appelle 
un  potentiel  de  double  charge,  avec  le  moment  U. 

Voici  encore  un  théorème  qui  correspond  à  une  proposition  de 
Gauss,  bien  connue. 

Si  u  désigne  le  potentiel  logarithmique  d'une  masse  distribuée 
dans  une  région  limitée  du  plan  et  si  S  est  un  contour  fermé,  on 
aura 


I 


,    d5  =  27rM; 
an 

l'intégrale  est  prise  le  long  de  S;  ds  est  un  élément  du  contour,  /i, 
la  direction  de  la  normale  en  un  point  de  cet  élément,  vers  l'in- 
térieur; M  est  la  masse  contenue  dans  l'intérieur  de  S;  si  cette 
masse  est  nulle,  il  en  est  de  même  de  l'intégrale  ;  celle-ci  est  encore 
nulle  si  u  est  une  fonction  harmonique  à  l'intérieur  de  S.  C'est  ce 
qui  résultera  du  théorème  de  Green. 
Ce  dernier  théorème  fournit  les  égalités 


(//( 


Ou  ()v        du  ôv  \ 

ôx  Ox        ày  ày  I  ^ 


ds 


(4)  I       =^JJ,^udxdy-J.''£ 

=  —   1  j  u  Iv  dx  dy  —  /  "  7"  ^•^' 

OÙ  figurent  les  deux  fonctions  u  et  v  de  x^y^  continues  ainsi  (jue 
leurs  dérivées  premières,  et  possédant  des  dérivées  secondes  inté- 
grables  à  l'intérieur  d'une  aire  limitée,  à  laquelle  s'étendent  les  in- 
tégrales doubles;  les  intégrales  simples  se  rapportent  au  contour 
de  cette  aire,  contour  dont  ds  est  un  élément;  n  est  toujours  la 
direction  de  la  normale,  en  un  point  de  cet  élément,  vers  Tinté- 
rieur.  Ces  formules  conduisent  à  des  conclusions  importantes 
lorsque  l'on  prend  pour  uQiv  des  fonctions  harmoniques  ;  signa- 
lons en  particulier  les  formules 

'"'  /("2-^'S)<''=""'- 

*>ù  U  est  une  fonction  harmonique  à   Tintéricur  du  conloiir  S,  !.• 
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lon|^  duquel  sont  prises  les  deux  intégrales,  et  où  T^  et  ï/  désigiien 
le  logarilhme  de  l'inverse  du  rayon  veeleur  qui  va  d'un  poinl  tl 
l'élément  ds  à  un  point  déterminé  {x^y)  du  plan,  extérieur  ou  in 
térieur  au  contour  S;  dans  la  seconde  formule  ui  est  la  valeur  d- 
la  fonction  u  en  ce  point. 

Si  S  désigne  toujours  un  contour  fermé,  et  N  la  direction  ver 
Textérieur  de  la  normale  en  un  point  de  l'élément  ds  de  ce  cor 
tour;  si  enfin  w,  v  désignent  des  fonctions  harmoniques  a  Texte 
rieur  de  S,  qui,  lorsque  le  point  (x,j^)  s'éloigne  indéfiniment,  de 

viennent  infinies  commeMlo'?-»  où    M   est  une  constante  et  r\ 

distance  du  point  (x,  y)  à  un  point  fixe,  en  sorte  que  sur  un  cerc 
de  rayon  r,  aussi  grand  qu'on  le  veut,  on  puisse  écrire  le  dévelo' 

penient 

k-» 

u  =  M  log-  -h  ^  (aArCOsXO  -4-  ^A-sinA-O)  -jj. 

k  =  \ 

et  un  dévelop[)ement  analogue  pour  i»,  on  aura,  en  appliquant 
théorème  de  Green  au  double  contour  formé  par  S  et  un  cercle  » 
rayon  suffisamment  grand,  les  formules 

les  intégrales  étant  toujours  prises  le  long  du  contour  S. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  courbe  S  est   un  cercle  et  où 
point  {x^y)  est  au  centre  de  ce  cercle,  la  formule  (6),  en  regarda 
le  centre  du  cercle  comme  l'origine  d'un  système  de  coordonne  - 
polaires,  devient 

Ui—  —    I       //  ^0  ; 


•-  0 


elle  montre  que  iii  est  la  movenne  arithmétique  des  valeurs  que 
fonction  harmonique  u  prend  sur  la  circonférence  du  cercle.  11  ta 
résulte  (|u'uno  fonction  harnioiiique  à  l'intérieur  dun  conlour 
ne  peut  admettre,  à  l'intérieur  de  ce  conlour,  ni  maximum,  ni  n* 
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nioium;  elle  reste  donc  comprise  enlrc  le  maximum  et  le  minimum 

de  ses  valeurs  sur  le  contour;  cette  proposition  aura  dans  la  suite 

des  conséquences  importantes^  en  particulier , si  la  fonction  reste 

constante  sur  le  contour,  elle  reste  aussi  constante  à  rintéricur. 

De  môme,  si  l'on  considère  une  fonction  u  harmonique  à  rextéricur 

du  contour  S  et  développable,  pour  les  valeurs  de  r  suffisamment 

g^randeSy  en  une  série  de  la  forme 


a=\   f-J   (a^.  cosAO -4- 6^.  sinA:0), 
*  =  i 


ses     valeurs  seront  comprises  entre  le  maximum  et  le  minimum 

des  vsileurs  qu'elle  prend  sur  la  courbe  S. 

Soîl  u  une  fonction  harmonique  définie  à  l'intérieur  d'un  con- 
tour-    S  et  sur  ce  contour  :  désignons  par  U  les  valeurs  de  cette 
lOficLîon  sur  le  contour;  lorsque  le  point  (x,  y)  s'approche  d'un 
P<>*«it.  du  contour,  u  tend  uniformément  vers  U;  désignons  par  P 
'^  fonction  associée  à  U,  définie  sur  le  contour  S  par  la  formule 


-î> 


(rfcr), 


^^■^t:  la  signification  a  été  fixée  plus  haut.  P  est,  comme  U,  une 
»oi:icît.ion  continue  sur  S;  d'autre  part,  on  a,  pour  un  j)oint  in- 
^éi-icïuràS, 

^^     E>e»sant 

Ml  =  1  U  -T—  «^1  Wj  = /*-—«*. 

iTzJ      on  iT.J      on 

**^ présente,  comme  plus  haut  T/,  le  logarithme  de  l'inverse  de 
^  ^  i  s  tance  d'un  point  de  ds  au  point  (jr,  >);  W|  et  U2  sont  des  po- 
^*-^^icîls;  la  première  fonction  est  un  potentiel  de  double  charge, 
^^    ^^^donde  un  potentiel  ordinaire  :  ce  sont  des  fonctions  harnio- 

^^^-i^s  à  l'intérieur  de  S;  quand  le  point  {x,  y)  s'approche  d'un 
j.^*  "^  t  du  contour,  i/|  et  U2  tendent  respectivement  vers  les  valeurs 

'^'^^  ^cs  Uj  et  Ua  définies  par  les  égalités 


r,=  lu  H- il».        IJ,=  Ir-  î  P. 


"^  ^    ^^ainlenant,  on  attribue  sur  !<•  contour  iiux  fonclions  //,  ri    u. 
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les  valeurs  U|  et  Ua,  on  pourra  appliquer  encore  à  ces  fondions 
la  formule  (6),  et  l'on  en  conclura 

en  désignant  par  —  la  dérivée  prise,  le  long  de  la  normale,  de  la 

fonction  harmonique  à  l'intérieur  de  S  dont  la  valeur  sur  S  scï*all 
égale  à  P.  Si,  en  particulier,  S  se  réduit  à  un  cercle,  on  voit  de 
suite  que  l'on  a 


(9) 


=  -L  Tu  ^0, 


en  désignant  par  rfO  l'angle  sous  lequel  l'élément  ds  est  vu.  <3« 
centre;  P  est  donc  une  constante  sur  la  circonférence  du  cercle  -,  et 
l'on  en  conclut  que  la  formule  (6)  devient  dans  ce  cas 

(10)    a=  -  Tu^rf*-—  rUrfO=-i  r^Trf5-h  —  TudB. 
TzJ      on  iTzj  TzJ  an  ^icj 

A  la  vérité  la  formule  (8)  implique  un  résultat  qui  ne  ^^  ^^ 
établi  que  plus  tard;  mais  il  n'en  est  nullement  ainsi  des  fortn  -«— «lIc 
(g)  et  (lo),  dont  la  dernière  montre  qu'une  fonction  harmooi  ^^"1" 
à  l'intérieur  d'un  cercle  est  entièrement  déterminée  par  ses  val ^^  *' 
sur  la  circonférence  ou,  à  une  constante  près,  par  les  valeur^^  ^ 
ses  dérivées  prises  le  long  de  la  normale. 

Ces  divers  résultats  se  complètent  en  introduisant  la  fonclî 

conjuguée  à  la  fonction  //.,  c'est-à-dire  liée  à  la  fonction  u  pa 

équations 

au       dv  du     •      âv 


on  se  trouve  alors  entièrement  dans  le  domaine  de  la  théorie  «:^cs 
fonctions  d'une  variable  imaginaire;  et,  en  effet,  le  théorème  :£V^^~ 
damental  de  Cauchy  sur  les  intégrales  prises  entre  des  limites  i  r^r^^^ 
ginaircs  apparaît  comme  une  transformation  du  théorème  «*-' 
Green,  et  la  formule 


xr.tj      z  —  t 


roinnie  une  Iransfomialion  do  l'équallon  (6). 
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Si  l'on  considère  les  valeurs  U,  V  de  deux  fonctions  conjuguées 
f/,  Vj  sur  un  contour  S,  aux  fonctions  U,  V  seront  associées  deux 
fonctions  P,  Q;  M.  Harnack  établit  d'intéressantes  relations  entre 
ces  fonctions,  relations  qu'il  avait  déjà  développées  dans  les  Be- 
richte  der  k,  Sàchsischen  Gesellschaft  pour  i885. 

Lia  formule  (lo)  conduit  sans  peine  à  la  conclusion  suivante  :  Si 
une  fonction  i/,  harmonique  dans  une  aire  quelconque,  garde  dans 
cette  aire  un  signe  constant,  la  valeur  de  cette  fonction  u  en  un 
point  quelconque  de  l'aire  est  égale  à  la  valeur  u^^  qu'elle  prend 
en  un  point  déterminé  (•2:07  J^o)  ^^  '^  même  aire,  multipliée  par  un 
nombre  positif  qui  reste  compris  entre  des  limites  indépendantes 
du  point  (^oî  JKo)î  i'  ^^  ^st  de  même  pour  les  valeurs  absolues  des 
dérivées  de  la  fonction  u,  M.  Harnack  signale,  dans  le  même 
ordre  d'idées,  deux  propositions  intéressantes,  dues  à  M.  Schwarz 
et  à  M.  Neumann,  et  qui  se  rapportent  à  des  fonctions  supposées 
harmoniques  dans  un  cercle. 

On  est  maintenant  en  mesure  d'établir  les  propositions  sui- 
vantes, essentielles  pour  la  solution  du  problème  qui  est  l'objet 
principal  du  Livre  de  M.  Harnack  : 

Soit  i<i,  e/2i  •  •  •)  ^/i9  •  •  •  une  suite  infinie  de  fonctions  harmo- 
niques dans  une  aire  F;  soient  Ui,  U2,  •  •  •  >  U/i,  ...  leurs  valeurs 
sur  le  contour  de  F  :  on  suppose  que,  lorsque  le  point  (a:,  y)  s'ap- 
proche du  contour,  Un  tend  uniformément  vers  U,j.  Si  la  série 

Ui-+-  Ui -+-... -+-Urt  +  . .. 

converge  uniformément  sur  le  contour  et  a  pour  somme  U,  la 
série 

«1  -+-   ttl  +  .   .  .  -f-    W;,  -h  .   .   . 

convergera  en  tout  point  de  F  et  sa  somme  u  sera  une  fonction 
harmonique  dans  F,  qui  tendra  uniformément  vers  U  quand  le 
point  (j:,  y)  tendra  vers  le  contour. 
Si  les  fonctions 

harmoniques  dans  l'aire  F,  gardent  toutes  dans  cette  aire  un  même 
signe,  et  si  la  série 

Il  j  -1-  W2  -t-  .  .  .  -t-  u //—,.., 
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converge  en  un  point  intérieur  à  l'aire  F,  elle  convergera  en  loul 
point  de  F  et  sa  somme  y  représentera  une  fonction  harmonique. 

II.  Conditions  suffisantes  pour  la  détermination  d' une  fonc- 
tion potentielle.  Propriétés  de  la  fonction  de  Green  et  de  la 
charge  naturelle,  —  On  démontre  sans  peine  les  propositions  sui- 
vantes :  Si  u  est  une  fonction  harmonique  dans  une  aire  donnée,  il 

est  impossible  que  u  et  y-  soient  nuls  le  long  d'un  arc  de  courbe, 

si  petit  qu'il  soit,  à  moins  que  u  ne  soit  nul  dans  toute  l'aire;  il  ne 
peut  exister  qu'une  seule  fonction  u  harmonique  à  l'intérieur  du 
contour,  prenant  sur  ce  contour  le  système  de  valeurs  continues  U, 
en  sorte  que  u  tende  uniformément  vers  U  quand  le  point  (^,  J') 
s'approche  du  contour.  Si  l'on  se  donne  de  môme  sur  le  contour  les 

valeurs  de  t— >  valeurs  qui  doivent  vérifier  l'égalité 


dn 


l'intégrale  étant  étendue  à  tous  les  éléments  du  contour,  la  fonc- 
tion est  déterminée  à  une  constante  près;  une  fonction  potentielle 
u  est  encore  déterminée  à  l'intérieur  d'un  contour  si  l'on  se  donne 

ses  valeurs  U  sur  une  portion  du  contour  et  les  valeurs  de  -r—  sur 

la  portion  restante. 

Après  avoir  établi  ces  préliminaires,  M.  Harnack  introduit  la 
fonction  de  Green.  U  adopte  à  cet  égard  les  notations  de  M.  Neu- 
mann.  Si  l'on  considère  un  contour  et  un  point  O  intérieur  à  ce 
contour,  et  que  l'on  désigne  en  général  par  r  la  distance  du  point 
(^,  )')  au  point  fixe  O,  la  fonction  de  Green  ^q,  relative  au  pôle  O, 
sera  la  fonction  harmonique  à  Tinlérieur  du  contour  qui,  sur  ce 

contour,   a   des  valeurs  égales   à   log-  ;   admettant  l'existence  de 

cette  fonction,  il  en  démontre  les  propriétés  essentielles  que 
voici  :  si  l'on  considère  deux  points  intérieurs  au  contour  O  et  O 
et  les  deux  fonctions  de  Green  ^q,  ^''o'  relatives  à  ces  deux  points, 
la  valeur  de  ^q  au  point  O'  est  égale  à  la  valeur  de  ^''o^  au  point  O. 
Lorscjuc  le  point  (  )  s'a[)proclie  du  j)oinl  p  situé  sur  le  contour,  la 

fonction  de  (irccn  i'„  loiid  unilonucment  vers  lo<;- ,  en  désignant 
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inaiiiteDant  par  /•  la  distance  du  poinl />  à  un  poinl  quelconque 
(^jT^j)  de  Taire  limitée  par  le  contour.  Enfin  la  fonction  de  Green 
permet  d'établir  une  formule  qui  donne  l'expression  d'une  fonc- 
tion harmonique  u  à  l'intérieur  d'un  contour  lorsqu'on  se  donne 
les  valeurs  U  de  cette  fonction  sur  le  contour,  à  savoir 

I 

(, ,)  „,=  JL  fv  ?■'  rf*  -  -  lim  Tu  S^  ds; 

ffi  est  la  fonction  de  Green  relative  au  point  intérieur  pour  lequel 
on  calcule  w/;  S'  est  un  contour  intérieur  à  S  qui  tend  vers  S. 
Les  points  de  S'  sont  supposés  correspondre  aux  points  de  S, 
et,  dans  la  seconde  intégrale,  U  représente  en  un  point  de  S'  la 

valeur  définie  pour  le  point  correspondant  de  S;  j-i-  désigne  les 

valeurs  de  -p  le  long  de  ce  contour  S',  aux  éléments  ds'  duquel  la 

seconde  intégrale  est  étendue.  Il  y  aura  lieu,  toutefois,  de  revenir 
sur  cette  formule  (i  i),  en  particulier  pour  établir  l'existence  de  la 
limite  qui  figure  dans  le  second  membre. 

Après  avoir  donné  les  exemples  classiques  du  calcul  de  la  fonc- 
tion de  Green  pour  un  cercle  et  pour  un  rectangle,  l'auteur  passe 
à  la  notion  de  la  charge  naturelle,  que  l'on  doit  à  M.  Neumann,  et 
aux  théorèmes  qui  correspondent  à  ceux  que  l'on  vient  de  rap- 
peler, lorsque  l'on  veut  construire  une  fonction  harmonique  à 
l'extérieur  d'un  contour  au  moyen  de  ses  valeurs  sur  ce  contour. 
Malgré  l'intérêt  du  sujet,  nous  nous  bornons,  pour  ne  pas  grossir 
démesurément  ce  compte  rendu,  à  signaler  l'existence  de  ces  pro- 
positions. 

111.  Méthode  de  M,  Neumann  pour  la  construction  d^une 
fonction  potentielle  au  moyen  de  ses  valeurs  sur  un  contour. 
—  Cette  méthode  s'applique  dans  le  cas  d'un  contour  entièrement 
convexe  vers  l'extérieur.  Ce  contour  peut  être  formé  de  portions 
de  Hgnes  admettant  en  chaque  point  une  langenle,  mais  se  réunis- 
sant de  manière  à  former  des  points  anguleux,  de  chaque  coté 
desquels  la  tangente  soit  déterminée,  et  cjui  soient  en  nombre 
fini.  Elle  repose  sur  la  ronsidération  de  l'intéfjrale,  étendue  aux 
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clémcnls  ds  du  contour  S, 


'"=5/^à('''«''0*' 


où  U  désigne  une  fonction  continue  de  l'arc  s  du  contour  S  r  ces 
valeurs  U  sont  les  valeurs  que  doit  prendre  la  fonction  poten  t-îcUe 
cherchée  //  sur  le  contour  S;  r  est  la  distance  d^un  point  de  ^s  k 
un  point  intérieur  (ar,  y);  on  a  vu  [équations  (3)]  que, Jorsq^i'on 
faisait  tendre  ce  point  (ar,  y)  vers  un  point  du  contour  corres inon- 
dant à  la  valeur  5  de  Tare,  Ut  tendait  uniformément  vers  la  valeur 

OÙ  P  est  une  fonction  de  l'arc  5  définie  par  l'intégrale 

On  démontre  tout  d'abord,  relativement  à  cette  fonclior»  P> 
qu'elle  est  une  fonction  continue  de  l'arc  s. 

De  plus,  sous  le  bénéfice  des  hypothèses  relatives  au  cont.«ur 

S,   on  voit  de  suite  que,  tous  .les  éléments  (rfa)  étant  posi^-^'s, 

on  a 

G>P>K, 

en  désignant  par  G  et  K  le  maximum  et  le  minimum  de  U-,  oi*  ^* 
un  peu  plus  loin,  en  excluant  toutefois  le  cas  où  le  conlotir  p 
serait  un  triangle  ou  un  quadrilatère,  et  l'on  par\'ienl  à  ét^*''^^ 
que  Toscillation  de  la  fonction  P  est  moindre  que  )»(G  — K^»  ^" 
X  est  une  fraction  proprement  dite  dont  la  valeur  ne  dépencf  p<^^ 
des  valeurs  de  U. 
L'intégrale 

permet  donc  de  construire  une  fonction  harmonique  à  l'inléri^^^ 
de  S  et  dont  la  valeur  sur  S  est  égale  à  U  +  P,  sauf  toutefois  a**^ 
points  anguleux  ;  d'ailleurs,  P  étant  une  fonction  continue  de  l'aï"^- 
.ç,  on  pourra  considérer  de  même  la  fonction 


"^^l.i'^'irJ'-'^))^^' 
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Ce  sera   une  fonction  harmonique  à  l'inlérieur  de  s,  dont  la 
valeur  sur  le  contour  sera  P+  Pi,  en  posant 


V,=  Lfvid,); 


on  pourra  poursuivre  ce  procédé  indéfiniment  et  former  la  suite 
indéfinie  de  fonctions 

"  1  >    "t  »     •  •  •  >    "/î  >     •  •  •  j    '  1  >    *  2 »     •  •  •  >    t  /j ,     •  •  •  » 
La  somme 

sera  une  fonction  harmonique  à  Tintcrieur  de  S  dont  la  valeur 
sur  le  contour  sera 

d^ailleurs  la  valeur  absolue  de  Pn-^  est  moindre  que  X"~*  (G  —  K); 
il  en  résulte  que,  lorsque  n  augmente  indéfiniment,  P/i_i  tend 
vers  une  constante  C;  la  convergence  de  la  série  indéfinie 

résulte  d'ailleurs  d'un  théorème  précédemment  établi,  et,  si  l'on 
désigne  par  w  -|-C  la  somme  de  cette  série,  on  voit  que  a  sera  une 
fonction  harmonique  à  l'intérieur  de  S,  qui  tendra  uniformément 
vers  U  quand  le  point  (^,  J')  s'approchera  du  contour.  Des  consi- 
dérations analogues  s'appliquent  aux  cas  où  l'on  veut  former  une 
fonction  harmonique  à  l'extérieur  d'une  courbe  de  la  môme  nature, 
au  moyen  de  ses  valeurs  sur  le  contour. 

Conservons  les  mêmes  hypothèses  relativement  au  conlour,  mais 
ne  supposons  plus  la  fonction  U  continue.  Admettons  qu'elle  pré- 
sente des  discontinuités  pour  un  nombre  fini  de  points,  mais  des 
discontinuités  telles  que,  si  s  est  la  valeur  de  l'arc  qui  correspond  à 
un  de  ces  points,  les  quantités 

tendent  vers  des  limites  distinctes  quand  h  tend  vers  zéro  par  des 
valeurs  positives;  on  n'exclut  point  d'ailleurs  le  cas  où  le  point  de 
Hiscontinuité  serait  un  point  anguleux  du  contour;  M.  llarnaek, 
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montre  alors  que  Ja  fonction  harmonique 


"'^If^irS,^"^!-)'''- 


lorsque  le  point  intérieur  (.r,  y)  tend  vers  un  point  du  contour  au- 
(|uel  correspond  une  discontinuité  de  U,  tend  vers  une  limite  qui 
dépend  de  la  direction  suivant  laquelle  il  s'approche  de  ce  point, 
puis  que,  en  appliquant  la  même  règle  que  précédemment,  on  par- 
vient à  une  fonction  harmonique  w,  qui,  dans  les  mêmes  conditions, 
tend  vers  la  limite 


(._ï).-.(.^!),.; 


U'  et  U"  sont  les  deux  limites  de  la  fonction  U,  a  est  Tangle  des 
tangentes  au  point  considéré  qui  contient  le  contour  à  son  inté- 
rieur, Y  est  Tangle  que  fait  la  direction  opposée  à  celle  suivant  la- 
quelle on  s\approche  du  point  limite  avec  la  tangente  au  contour 
à  laquelle  correspond  la  valeur  U';  enfin  8  est  l'angle  analogue  re- 
latif à  la  seconde  tangente.  La  fonction  u  est  encore  la  seule  fonc- 
tion harmonique  qui  prenne  la  valeur  U  sur  le  contour  (sauf  aux 
points  exceptionnels). 

Enfin,  pour  les  mêmes  contours  et  par  une  méthode  analogue, 
on  peut  construire  une  fonction  harmonique  ^^,  quand  on  se  donne 

sur  le  contour,  les  valeurs  de  la  dérivée  -r-  • 

au 

IV.  Existence  des  fondions  potentielles  pour  les  polygones 
(juelconques  et  pour  les  sur/aces  à  connexion  simple  ou  multiple, 
—  La  méthode  de  M.  Ncumann  permet  de  construire  une  fonction 
harmonique  à  l'intérieur  d'un  polygone,  quand  on  se  donne  ses 
valeurs  sur  le  contour  dn  polvgone  et  que  ce  polygone  ne  présente 
pas  d'angles  rentrants  et  n'est  pas  un  triangle  ou  un  quadrilatère. 

Pour  écarter  ces  restrictions,  il  suffit  de  montrer  que,  si  l'on  sait 
résoudre  le  problème  de  la  construction  d'une  fonction  harmonique 
d'après  ses  valeurs  sur  le  contour  pour  deux  aires  Ï|,T2,  qui  ont 
en  commun  une  aire  Tq,  on  peut  encore  résoudre  ce  problème 
pour  l'aire  1^  +  Ta — To  ;  c'est  ce  que  fait  tout  d'abord  M.  Har- 
nack,  on  suivant  une  méthode  qui  a  été  donnée  en  même  temps 
|>ar  M.  Schuarz  et  par  ^L  iNeumann. 
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Il  développe  ensuite  une  autre  méthode,  f|ui  suppose  qu'on 
saclic  résoudre  le  problème,  tant  pour  rintérieur  que  l'extérieur 
«l'un  triangle. 

LVxistenee  de  la  fonction  de  Green,  en  particulier,  se  trouve 
ainsi  nettement  établie  pour  une  aire  polvgonalc  quelcon(pie,  à 
connexion  simple  ou  multiple.  M.  Ilarnack  a  fait  faire  à  la  théorie 
un  progrès  bien  notable  en  établissant  rigoureusement  Tt^xistence 
*le  celle  même  fonction  pour  une  aire  limitée  par  un  ou  |)lusieurs 
conlours  quelconques,  et  en  montrant  le  parti  qu'on  eu  peut  tirer 
pour  la  construction  d'une  fonction  harmonique  au  moyen  de  ses 
valeurs  sur  un  contour.  Il  avait  déjà,  en  1886,  publié  dans  les 
Berichie  de  la  À'.  Sachs.  Gcse.llschaft  der  Missenscliaftcn  ces 
beaux  résultats,  qu'il  développe  à  nouveau  dans  son  Livre. 

Considérons  une  aire  simplement  connexe,  qui  limite  une 
courbe  S  que  définissent  les  équations 

et  que  le  point  (x,j)  décrit  quand  le  paramètre),  varie  de  ).o  à  A,  ; 
G  et  ^  sont,  dans  rinlervalle  ÇKq^  Xi),  des  fonctions  univoques  et 
continues;  en  outre,  les  deux  points  qui  correspondent  à  deux 
valeurs  de  \  appartenant  à  l'intervalle  (Ao>  ^h),  autres  que  \q  et)x<, 
doivent  être  distincts;  au  contraire,  le  point  qui  correspond  à  la 
valeur  Xo  coïncide  avec  le  point  qui  correspond  à  la  valeur  X<  ;  en 
dehors  de  ces  conditions  les  fonctions  (p  et  •}  sont  entièrement  ar- 
bitraires. En  suivant  une  méthode  dont  le  principe  est  dû  à 
M.  Schwarz,  et  que  M.  Poincaré  a  appliquée  dans  un  Mémoire 
inséré  dans  le  Bulletin  de  la  Société  ma  tké  ma  tique  pour  l'année 
i883  (*),  M.  Harnack  parvient  à  déduire  l'existence  de  la  fonc- 
tion de  Green  pour  l'aire  limitée  par  la  courbe  S  de  l'existence 
de  cette  fonction  pour  les  polvgones  intérieurs  h  cette  aire,  en 
faisant  tendre  vers  la  courbe  S  les  contours  de  ces  polygones.  La 
démonstration  s'étend  d'ailleurs  sans  difficulté  aux  aires  à  con- 
nexion multiple,  avec  une  limitation  aussi  générale  que  ci-dessus. 
On  a  maintenant  une  base  solide  pour  l'élude  des  fonctions  dé- 
finies par  la  formule 

///  =  —  1  U  —  as 1 1  m    /    \j  — ;■  (Is  . 

A-izJ       On  '2- s -s./        '^/t 

"ime  de  ta  théorie  ircncralc  des  fondions. 


92  PREMIÈRE   PARTIE. 

Le  contour  S  auquel  se  rapporte  la  première  intégrale,  et  vers 
lequel  doit  tendre  le  contour  S',  auquel  se  rapporte  la  seconde, 
est  soumis  à  des  conditions  plus  restrictives  que  dans  la  proposi- 
tion précédente  :  on  supposera  que,  sauf  pour  un  nombre  limité 
de  points  anguleux  ou  de  points  de  rehroussement,  il  y  a  une  tan- 
gente en  chaque  point,  et  que  la  direction  de  cette  tangente  change 
d'une  façon  continue  avec  le  point  de  contact,  que  l'on  peut  sup- 
poser déterminé  d'une  façon  univoque  par  l'arc  5,  compté  à  partir 
d'un  point  fixe.  Les  contours  de  cette  espèce  ne  sont  rencontrés 
par  une  droite  quelconque  qu'en  un  nombre  limité  de  points  fixes. 
On  suppose  d'abord  que  U  est  une  fonction  univoque  et  continue 
de  l'arc  s.  Dans  ces  conditions  on  établit,  en  toute  rigueur,  d'abord 
que  la  formule  précédente  a  un  sens,  puis  qu'elle  définit  une  fonc- 
tion harmonique  à  Tintérieur  du  contour  S,  fonction  qui,  lorsque 
le  point  (Xy  y)  s'approche  d'un  point  non  singulier  du  contour,  tend 
uniformément  vers  la  valeur  de  U  en  ce  point.  Le  mode  de  dé- 
monstration s'étend  à  l'espace.  Il  n'en  est  pas  de  même,  malheu- 
reusement, des  considérations  que  M.  Harnack  emploie  pour  ar- 
river à  la  proposition  suivante,  dont  on  ne  possédait  pas  encore, 
si  nous  ne  nous  trompons  point,  de  démonstration  complète  :  une 
fonction  harmonique  est  entièrement  déterminée  par  ses  valeurs 
sur  un  contour,  lorsque  ces  valeurs  sont  en  général  continues, 
même  s'il  existe  sur  le  contour  des  points,  en  nombre  fini,  où  la 
valeur  de  la  fonction  est  laissée  indéterminée,  pourvu  qu'elle  soit 
finie,  et  que  le  contour  soit  dans  les  conditions  précédemment  re- 
quises. 

Lorsque  ce  contour  est  une  courbe  analytique,  la  dérivée  y» 

relative  à  la  normale,  est  elle-même  une  fonction  régulière;  il  n'v 
a  pas  lieu,  alors,  d'introduire  le  contour  intermédiaire  S'  que  l'on 
faisait  tendre  vers  le  contour  S,  et  \di  formule  de  Green 


JL  TzJ        \  On       On  j 


doit  représenter  la  fonction  harmonique  à  l'intérieur  du  contour 
S,  dont  les  valeurs  sur  ce  contour  sont  les  valeurs  de  U.  Il  est 
intéressant  d'établir  directement  ce  résultat;  c'est  ce  que  fait  l'au- 
teur, en  se  plaçant  dans;le  cas  où,  la  fonction  U  étant  en  général 
continue  sur  S,  il  y  aurait  des  points  sur  le  contour  où  la  fonction 
U  serait  discontinue,  même  indéterminée,  mais  toujours  finie. 
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Enfin,  on  peut  compliquer  encore  le  problème  de  la  détermina- 
tion d^une  fonction  harmonique  sur  un  contour,  en  imposant  à 
celte  fonction  certaines  discontinuités  à  l'intérieur  du  contour. 
La  solution  est  immédiate  quand  on  possède  Texpression  analy- 
tique de  fonctions  harmoniques  en  dehors  des  points  de  disconti- 
nuité et  qui,  dans  le  domaine  de  ces  points,  ont  précisément  le 
genre  de  discontinuité  que  Ton  veut  imposer  à  la  fonction  cherchée; 
si,  par  exemple,  on  veutavoir  une  fonction,  harmonique  en  général, 
qui,  au  point  (a,  b)  intérieur  au  contour  S,  présente  la  même  dis- 
continuité que  log  -1  en  faisant 


r  =  v^(x  — a)«-i-(^—  6)«, 


et  si  Ton  appelle  u  la  fonction  harmonique  dans  S,  qui  prend  sur 
S'  les  valeurs  U,  on  aura,  pour  la  fonction  cherchée, 

1/  —  >?■  -h  log  -  • 
r 

g  étant  la  fonction  de  Green  relative  au  point  (a,  6). 

On  déduit  la  solution  générale  du  théorème  suivant,  que 
M.  Schwarz  et  M.  Neumann  ont  démontré  dans  des  cas  par- 
ticuliers, mais  d'une  façon  qui  se  généralise  facilement,  comme 
le  montre  M.  Ilarnack  :  si  l'on  donne  une  fonction  f  univoque  et 
harmonique  dans  l'aire  A,  à  l'exception  de  certains  points  ou  li- 
gnes de  discontinuité  situées  à  l'intérieur  de  A  et  telles  que  Tinté- 
fi^rale 

—  ;  -f-^/s 

•jir,/   tin 

relative  à  une  courbe  contenue  dans  A  et  enfermant  les  lieux  de 
discontinuité  soit  nulle,  il  existe  une  fonction  déterminée  cp, 
uniforme  et  harmonique  dans  tout  le  plan,  même  à  l'infini,  sauf 
aux  points  et  lignes  de  discontinuité  situés  dans  A,  et  telle  que 
la  dilTérence  C5 — y*  soit  uniforme  et  harmonique  dans  A.  Si  l'on 
désigne  par  4>  les  valeurs  de  cette  fonction  sur  le  contour  de  la 
surface  donnée,  on  formera  la  fonction  harmonique  w  dont  les 
valeurs  sur  le  contour  sont  égales  à  U  —  ^I>  et  la  fonction  cherchée 
sera  tv-f-  '^. 

Bull,  des  Sciences  mathem.,  i*  série,  l.  \1I.  (Avril  i888.)  8 
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On  peut  encore  supprimer  la  restriction  relative  à  rhypotliése 


—  f-fdsz=o; 
'À'Kj  on 


soit  ao  la  valeur  de  Tintégrale  pour  une  courbe  située  dans  A  cl 
enfermant  les  discontinuités  et  soitr  la  distance  du  point(a:,^)à 
un  point  fixe  prisa  Tintérieur  de  la  courbe,  la  fonction 

jouira  en  effet  de  la  propriété  requise;  on  formera  la  fonction  Oo 
correspondante  et  la  fonction  iv  -h  Ço  —  ^^{S  "^  ^^g'')  •^^'^^i  la  fonc- 
tion cherchée. 

Si  maintenant,  à  la  fonction  Uj  on  adjoint  la  fonction  conjuguée 
v^  définie  par  Téquation 


=ji%''^-ty''^y 


cette  fonction  v  sera  univoque  à  l'intérieur  d^me  aire  simplement 
connexe  ;  au  contraire,  dans  une  aire  n  fois  connexe,  elle  sera  en 
général  plurivoque  et  admettra  n  —  i  périodes.  Si,  à  l'intérieur 
de  la  surface  on  donne  certains  domaines  A<,  A2,  . . .,  Aa,  pour 
lesquels  sont  définies  des  fonctions  Ui  +  A^^,  U2H-£V2,  ..., 
UaH-  i\k  delà  variable  imaginaires;  +  iy^  avec  des  discontinuités 
quelconques,  telles  cependant  que  les  parties  réelles  soient  uni- 
voques,  on  pourra  conclure  des  propositions  qui  précèdent 
Tcxistence  d'une  fonction  u  -\-  w  de  la  variable  x  -f-  iy  dont  la 
partie  réelle  prend  sur  le  contour  de  la  surface  des  valeurs  pres- 
crites, telle  que,  à  l'intérieur  du  domaine  Ax,  la  différence 

a-f-  iV  —  Ux — «Vx 

soit  univoque,  continue  et  harmonique,  dont  enfin  les  périodes 
sont  toutes  purement  imaginaires.  C'est  sur  ce  théorème  qu'est 
fondée  la  théorie  de  la  représentation  conforme  des  surfaces  à 
connexion  multiple  (*). 


(')  Voir  le  Mémoire  de  M.  Schollky  dans  le  i.  S3  du  Jou/'nal  de  Crelle  :  Uebtr 
die  Kon forme  Abbildung  mchrfach  zusanimenhàngender  ebencr  Flàchen. 
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V.  Remarques  sur  la  théorie  de  la  représentation  conforme 
et  sur  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques.  — 
La  fonclion  de  Green  permet  de  représenter  d'une  façon  conforme 
une  aire  finie  simplement  connexe  sur  un  cercle  de  rayon  un.  Il 

suffit  pour  cela  de  considérer  la  fonction  u  =  log  f  -  j  —  ^©j  ^"  ^0 

est  la  fonction  de  Green  relative  au  pôle  O  pris  arbitrairement  à 
l'intérieur  de  l'aire  considérée,  et  sa  conjuguée  i^;  si  le  contour  de 
l'aire  est  formé  de  courbes  analytiques,  on  peut  faire  correspondre 
d'une  façon  univoque  les  points  de  ce  contour  aux  points  de  la 
circonférence  du  cercle.  Dans  le  cas  contraire,  la  correspondance 
entre  les  points  des  contours  doit  être  l'objet  d'une  étude  parti- 
culière. 

M.  Harnack  donne  ensuite  quelques  remarques  intéressantes 
relatives,  les  unes,  à  la  représentation  conforme  sur  un  demi- 
plan,  les  autres  à  la  représentation  conforme  des  aires  qui  s'é- 
tendent à  l'infini  et  sur  l'emploi  de  la  transformation  par  rayons 
vecteurs  réciproques.  Il  termine  enfin  en  résolvant  directement  le 
problème  delà  représentation  conforme  sur  un  demi-plan  ou  sur 
un  cercle  de  l'aire  extérieure  à  un  polygone  plan  ;  il  emploie  pour 
cela  une  méthode  qui  est  due  à  M.  Christofiel  (  *  ). 

J.  T. 


MANSION.  —  Résumé  du  cours  d'Analyse  infinitésimale  dk  l  Univeusitk 
OB  Gand.  Calcul  dlfftfrentiel  et  principes  du  Calcul  intégral.  1  vol.  in-8°. 
vni-3oop.  Paris,  Gaulhier-Villars;  1887. 

Ce  qui  frappe  tout  d'abord  le  lecteur  qui  ouvre  le  livre  de 
M.  Mansion,  c'est  l'extraordinaire  concision  du  style  :  si  Ton  n'y 
faisait  point  attention,  en  voyant  la  mince  épaisseur  du  Volume, 
on  lîsquerait  de  se  tromper  singulièrement  sur  la  quantité  des 
matières  qu'il  contient;  toutes  les  abréviations  compatibles  avec 
la  correction  du  langage  ont  été  adoptées;  c'est  bien  à  un  résumé 
que  l'on  a  affaire,  résumé  qui  sera  fort  commode  pour  les  étu- 


(•)    Sopra    un    problema   proposto  da   Oiric/tlct  {Annali  di  Matcmatica, 
^*rie,  t.  IV). 
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diants,  même  pour  ceux  qui  ne  suivent  pas  les  excellentes  Leçons 
de  M.  Mansion. 

Mais  assurément  la  concision  du  style  n'est  pas  la  seule  origina- 
lité du  livre;  on  v  trouvera  une  tendance,  assez  rare  aujourd'hui, 
qui  consiste  à  restreindre  le  concept  de  fonction,  au  lieu  de  le 
prendre  dans  toute  sa  généralité.  M.  Mansion  entend  se  borner 
aux  fonctions  élémentaires  définies  d'une  façon  précise  et  aux 
fonctions  que  Ton  peut  composer  en  les  combinant  par  des  opé- 
rations nettement  définies.  C'est  de  ce  point  de  vue,  par  exemple, 
qu'il  démontre  la  règle  relative  à  la  difierentiation  des  fonctions 
composées,  et  cette  démonstration,  que  l'auteur  signale  lui-même 
dans  sa  Préface,  caractérise  bien  l'esprit  dans  lequel  il  conçoit 
l'enseignement  des  éléments  de  l'Analyse.  11  faut  reconnaître  que, 
en  agissant  ainsi,  on  se  place  sur  un  terrain  très  solide,  sur  lequel 
il  est  légitime  de  se  tenir.  Cela  même,  à  notre  avis,  serait  très 
désirable  si  l'on  parvenait  ainsi  à  se  débarrasser  de  quelques  dé- 
monstrations qui,  par  leur  haute  généralité,  ont  un  caractère 
quelque  peu  métaphysique  :  par  exemple,  de  la  démonstration  de 
ce  fait  qu'une  fonction  continue  atteint  sa  limite  supérieure. 
Malheureusement,  la  restriction  apportée  ainsi  à  la  notion  de 
fonction  ne  semble  jeter  aucune  lumière  spéciale  sur  les  faits  de 
cet  ordre;  on  ne  gagne  rien,  pour  les  aborder,  aux  restrictions 
qu'on  s'est  imposées,  et  M.  Mansion,  (|ui  n'entend  rien  sacrifier  de 
la  rigueur,  les  traite,  lui  aussi,  en  laissant  aux  concepts  toute  leur 
généralité.  Ceci  n'est  d'ailleurs  nullement  une  critique  :  si  les 
choses  sont  ainsi,  ce  n'est  sans  doute  pas  la  faute  du  savant  pro- 
fesseur à  l'Université  de  Gand. 

Si  M.  Mansion  montre  ainsi  une  grande  prudence  pour  ce  qui 
concerne  la  notion  d'une  fonction  de  variable  réelle,  il  ne  craint 
pas  de  considérer  de  très  bonne  heure  des  fonctions  d'une  variable 
imaginaire,  de  façon  à  donner  de  suite  leur  extension  complète 
aux  théorèmes  qui  le  comportent.  Cela,  à  la  vérité,  n'entraîne 
aucun  inconvénient,  quand  on  s'attache,  comme  il  le  fait,  à  bien 
préciser  les  définitions. 

Voici  brièvement  l'ordre  suivi  et  les  matières  traitées. 

[^'Ouvrage  comprend  quatre  Parties  et  un  Appendice. 

\j  Introduction  contient  Texposé  de  la  méthode  des  limites,  1%. 
définition    de    l'exponentielle    imaginaire,    les   notions    les  "^^ 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  97 

simples  relatives  à  la  continuité,  hes  principes  fondamentaux  de 

l' ^4 nalyse  infinitésimale  SG  rapportent  aux  propriétés  essentielles 

des    dérivées  et  aux  propositions  élémentaires  de  la  théorie  des 

séries.  Il  y  a  lieu  de  remarquer  la  manière  directe  dont  l'auteur 

prouve  qu*une  fonction  dont  la  dérivée  est  constamment  nulle 

dans  un  intervalle  est  une  constante.  La  partie  intitulée  :  Calcul 

ci£^/^érenticlconl\enl\es  règles  de  difTérentiation  et  du  change- 

nient   de  variables.  Sous   ce   titre    :    Propriétés  des  fonctions, 

M.   IVIansion  expose  d'abord  la  série  de  déductions  qui  permettent 

de    donner  une  entière  rigueur  à  la  démonstration  du  théorème  de 

Roi  le,  que  Ton  doit  à  M.  O.  Bonnet;  après  en  avoir  tiré  la  formule 

f{x  +  h)  —fix)  =  hf{x-h  0 A), 

■  1  expose  l'extension  de  cette  formule  au  cas  d'une  fonction  d'une 
'^'^'"îable  imaginaire  qu'a  donnée  M.  Darboux.  Les  formules  de 
Tajrlor,  de  Maclaurin  et  même  de  Wronski  sont  établies  avec  les 
lotîmes  du  reste  qui  conviennent  à  de  telles  fonctions.  Les  déve- 
'oj>peinents  classiques  en  séries  de  puissances  se  déduisent  de  la 
*^***nule  de  Taylor  sans  qu'on  soit  obligé  de  se  borner,  comme  on 
*^  i*aîi  souvent,  au  cas  des  variables  réelles.  Enfin,  l'étude  des 
'^^^^x.irna  et  miuima  termine  cette  dernière  Partie. 

s  trois  premiers  Chapitres  de  l'Appendice  contiennent  d'inté- 

nls  renseignements  historiques  et  critiques  sur  l'origine  et  le 

^^'^eloppement  de  l'Analyse  infinitésimale.  D'autres  Chapitres  se 

"apportent  à  l'introduction  des  nombres  irrationnels  et  aux  prin- 

^*F^^s    fondamentaux  de  la  théorie   des  limites,    à  l'existence  de 

^*^ Citions  continues  sans  dérivées,  et  à  divers  développements  qui 

■^  ^xiraient  pu  entrer  dans  le  Cours  proprement  dit  sans  en  déranger 

^^onomie.  J.  T. 


^^llLESINGER  (L.).  —  Ueber  li.neare  homogène  Differentialgleichlngen 

>IERTER  OrDNUNG,    ZWISCHBN    DEREN    InTEGRALEN     HOMOGENE    RbLATIONEN 

KiOHBREN  ALS  ERSTEN  Grades  besteuen.  Inaugural-DisscrtatioD,  43  p.  in-4*'- 
Berlin,  Hcrmann,  1887. 

L'intéressant  travail  de  M.  Schlesinger  fait  suite  au  beau  Me- 


IMlKMli^UK  PARTIE. 
.      V    (>u    \l    k  Mv  li^  ^«  |mUlu\  ^ou>  un  tilre  analogue,  dans  le  p  ^ 

V     bw.'i*  \   0  :kI>v*  coa» pic U' meut  le*  «'qujlî«in<  différentiel  J 

,     V  'x  ^  i>i  .  :v»^:>.,^iao  vWiv.  À  iat"f;irjles  reOTlîêres,  à  éqaatic:> 

\,x».»j  ?;v^.  VA    »  »J:i»vr..pr;  ^ic   ie>  ricîn»îs  ritîonnelles.  et  tel] 

.^    \  X..  *    u.*  »^i  *^'v  xv*.o(t:   'ic\'>  'jar   ine  r^flatioa  al^briqae  ^ 

.»^4.i.^    *;^*     s**»    1"^  lu»  •^•~T»t"*-  '  .     _-    ■-.  "    "?«.»nL  lit*i?'*  par  fit 
I.  , ..--    Kv»x^.  -v^    M\îx*>^    ;u:    ^^îXll■^-il^au   lui ^  la  variété  tri 


L  V     V-    «  «.  •    ^  '  t^'     t  V 


.  •.   ^x..^•^^*t*.  »•     ir;»!?-:      *    lî-if^t     e    ç'te   -ax»ie  et  le  lîeD 

i  •»  -       i       «v    »—       .'  *-    -î*!^*-  •tlî'      r:Tv*^«»tr-"  .*.>  _LaéaiK<  do 

..  .   .         .  .      -•-     ■  !      ;      zt.s      ir^li^l»:.     T-îî  cellf 

"~  :--:— ;:;^'-    ri    ^âr.  bit;n 

■       -:   ^    ..rr-    .r?î-:irttne 


â_ 


i» 


Zs-  rOQ5i- 


:i  est 
,  .rrinie 
Idoles 


;::Lr.  :  VU; 
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élémenls^i,^2»  JK3,  J^4  d'un  sysLùmc  fondamental  d'intégrales  une 
ou  plusieurs  relations  algébriques  entières  homogènes.  Ces  rela- 
tions, si  Ton  y  fait  toutes  les  substitutions  possibles  du  groupe  de 
Téquation  différentielle  linéaire,  en  fourniront  d'autres,  en  nombre 
fini,  linéairement  indépendantes.  Toutefois,  la  variété  qu'elles  dé- 
finissent dans  la  variété  (  — >  — ?  —  )   doit  être  infinie,  simple- 

ment  ou  doublement.  Cette  remarque  et  l'application  de  la  théorie 
de  M.  Kronecker  sur  les  systèmes  de  diviseurs  conduit  à  la  con- 
clusion suivante  :  partant  d'une  des  relations 

deux  cas  peuvent  se  présenter  :  ou  bien  toutes  les  substitutions 
du  groupe  de  l'équation  différentielle  reproduisent  la  fonction  cp 
multipliée  par  un  facteur  constant,  ou  bien  il  existe  plusieurs  re- 
lations (quatre  au  plus) 

telles  que  chacune  des  fonctions/i-  se  change  par  les  substitutions 
du  groupe  en  une  fonction  linéaire  des  mêmes  fonctions /i,/2> 
/%yf\\  dans  ce  second  cas,  la  nature  de  la  variété  simplement  in- 
finie que  l'on  a  à  considérer  dans  la  variété  (  — >  — >  —  )   résulte 

\yï   yi    y\J 

delà  seule  relation  dont  on  est  parti,  et  du  groupe  de  l'équation. 
C  est  ce  second  cas  que  l'auteur  étudie  d'abord. 

Comme  l'avait  fait  M.  Fuchs  pour  les  équations  du  troisième 
ordre,  il  suppose  que,  à  chaque  valeur  de  la  variable  indépen- 
dante 5,  on  fasse  correspondre  une  autre  valeur  z^  telle  que,  en 
choisissant  convenablement  les  chemins  d'intégration,  les  valeurs 

"^  r->  ~>  —  soient  les  mêmes  en  z^  et  en  ^  :  l'étude  de  la  rela- 

•^»  /i   yi 

tion  qui  existe  entre  ;:  et  z^  conduit  M.  Schlesinger  à  la  conclu- 
sion  que  voici,  toute  semblable  à  celle  qu'avait  obtenue  M.  Fuchs  : 
SI  les  relations  entre  les  intégrales  ne  sont  pas  de  la  forme 


k. 


ri  =  J'irai 
y\=yty\^ 


*»  relation  entre  z  et  ::i  est  algébrique  et  l'équation  différentielle 
'^atrième  ordre  s'inlèj^ae  algébriquement;  dans  le  cas  d'ex- 
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ceplion,  l\*quation  se  ramène  algébriquement  à  une  équation  dont 
les  intégrales  sont  les  cubes  des  intégrales  d'une  équation  différen- 
tielle linéaire  du  second  ordre,  appartenant  à  la  classe  de  Fuchs. 
D'ailleurs,  toutes  les  fois  que  la  variété  définie  dans  la  variété 

(  Zî,  Z?,  Z*  )  par  les  relations  entre  les  intégrales  est  simplement 

^  ri     J'i     .Ti  /  ' 

infinie,  sauf  le  cas  d'exception  qui  vient  d'être  signalé,  l'équation 
est  toujours  algébriquement  intégrable.  Toutefois,  avant  d'arriver 
à  ce  résultat,  l'auteur  est  obligé  d'approfondir  la  nature  des  équa- 
tions du  quatrième  ordre  dont  les  intégrales  vérifient  une  relation 
algébrique  bomogènc 

telle  que  la  fonction  '^  se  reproduise,  à  un  facteur  constant  près, 
par  les  substitutions  du  groupe  de  l'équation.  11  retrouve  en  pas- 
sant le  résultat  signalé  par  M.  Goursat  concernant  les  équations 
dont  les  intégrales  annulent  identiquement  une  forme  quadratique 
à  discriminant  non  nul,  équations  qui  se  ramènent  à  des  équations 
linéaires  dont  les  intégrales  sont  les  produits  des  intégrales  de 
deux  équations  difFérenlielles  linéaires  du  second  ordre.  Enfin,  la 
dernière  partie  de  son  travail  contient  quelques  indications  sur 
le  cas  où  les  intégrales  ne  vérifient  qu'une  seule  relation  algébrique 
homogène;  M.  Schlesinger  promet  d'ailleurs  de  revenir  ultérieu- 
rement sur  ce  sujet.  J.  T. 


MÉLANGES. 

SUR  UNE  FORMULE  D'ARITHMÉTIQUE  V); 
Pau   m.  LERCII. 

Nous  allons  développer  une  identité  relative  à  la  fonction 

^•>  '"(^)=21(.-XVK.-.^^V)' 

v=  1 


(*)  Le  résiillul  de  celle  Noie  u  élé  préscnlc  à  rAcadéinic  des  Sciences  daos  Ift 
séance  du  iG  janvier  iJ^SS. 


•^.•.' 
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■     • 

el  nous  en  conclurons  une   formule  arithmétique  dans  laquel^*^: 
figurent  les  fonctions  numériques  ^{p,  q),  y^P^  Ç)  dont  la  prÛ^-'*; 
mière  représente  le  nombre  des  diviseurs  de  p  supérieurs  à  q  et' 
la  seconde  le  nombre  de  ceux  qui  sont  inférieurs  ou  égaux  à  q,  de   -; 
sorte  que  ^(/>,  q)  4-  '/^P^  q)  représente  le  nombre  total  des  divi- 
seurs de  />.  Après  avoir  signalé  quelques  conséquences  de  cette 
formule,  nous  nous  bornerons  à  établir  aritkmétiquement  Tune 
d'elles  et  puis  nous  parviendrons  par  une  analyse  directe  de  la 
formule  générale  à  sa  forme  la  plus  simple,  dont  nous  donnerons 
en  même  temps  la  démonstration  arithmétique. 

1.  Supposons  que,  dans  la  série  (i),  A",  a  sont  des  nombres 
entiers  positifs  dont  le  premier  soit  supérieur  à  l'unité.  En  nous 
servant  de  l'identité 

k-l 

^^' - Y  "X 

l—Z  i  —  Z         J^ 

X  =  l 

Dous  obtiendrons  la  formule 

AV 


(2)  *(^)=cp(2r)-2  St^ 


X= I v= 1 


T.  » 


OÙ  nous  avons  posé,  pour  abréger, 


a 


*    )  ^^^)       ^(i  — a7V)(,_;ra-Hv^      ^Ci- 


En  posant 


v=i  v=i 


"Xv 


(4)  ^  ,  J'aro^v  =       2      <'>•"'""'"'' 

v  =  l  n  =  X(<n-l) 

on  voit  aisément  que  cx,„  représente  le  nombre  des  solutions  de 
l'équation 

(a)  (a-f-v)(X-f- fx)  = /i,         (v,  fx-hi  =  I,  2,  3,  ...). 

Décomposons  n  en  facteurs  cld'^  de  sorte  que  n  =  dd'.  Puisque  n 
est  supérieur  à  Xa,  on  aura  nécessairement  d'^\  toutes  les  fois 
querf^^r;  appelons  (o)  une  telle  décomposition  n  =  dd' ,  où  rff  a, 
de  sorte  (jue  le  nombre  des  décompositions  (o)  sera  '/(/',  ^),  en 


•  •  •  . 


•« 
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•    • 

•représentant  par  '/(/i,  a)  le  nombre  des  diviseurs  de  n  non  supé- 

\  'rieurs  à  a. 

Ensuite,  en  représentant  par  >J/(w,  A  —  i)  le  nombre  des  di- 

•'  viseurs  de  n  supérieurs  à  A  —  i ,  ce  nombre  sera  égal  au  nombre  des 
décompositions  (rf),  telles  que  n=.dd!  où  cP  >\  —  i.  Posant 
enfin  a  -f-  v  =  A,  X  -+-  [jl  =  A',  on  voit  que  chacune  des  décompo- 
sitions (rf)  est  ou  une  décomposition  (8)  ou  une  décomposi- 
tion (A),  et  par  conséquent  le  nombre  des  décompositions  (A), 
c'est-à-dire  cx,«,  est  égal  à  la  différence  entre  celui  des  décompo- 
sitions (rf)  et  (5),  savoir 

(5)  cx,a='K/i,  y<  —  \)  —  x^n,a). 

D'ailleurs  le  coefficient  de  x^  dans  le  développement  de  la 
fonction  f  (^)  est  égal  au  nombre  des  solutions  de  Téquation 

(P)         pv4-Y«=  '^j        (p,  Y-M  =  i,a,  3,  ...;v  =  i,2,  ...,a), 
et  sera  donc  représenté  par  la  somme 

Alors,  d'après  les  formules  développées  et  d'après  cette  dernière 
remarque,  le  coefficient  de  j;"*  dans  le  développement  de  la  fonc- 
tion ^{x)  sera  donné  par  la  somme 

L"T"J  ^-1 

(6)  ^    x(/n  — Ya,  a)— ^[<Km-hXa,  X  — i)— xC'^-^^^^^M- 
Or,  d'après  la  définition  de  la  fonction  <!>(:?;),  le  même  coefficient 

sera  égal  au  nombre  des  solutions  de  l'équation  indéterminée 

A:v  -H  pv  -f-  a(a-+-v)  =  /n,         (v,  p  -4-  i,  a-4-i  =  i,  a,  3,  ...), 

ou,  ce  qui  est  la  môme  chose,  de  l'équation 

(y)  v(A-4- p -h  j)  = /w  —  Tflr, 
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d^où  Ton  voil  qu^il  s^exprime  par  la  somme 

(7)  2    <K/?i  — <Ta,  A:-h<j  — i). 


a=o 


En  égalant  les  expressions  (6)  et  (7),  on  obtient  la  relation  re- 
marquable 

(  l-J] 

(I>  ^  <J  =  0 

-+-\^    [^{/(m-4- Xa,X  —  i)— -y(m-f- Xa,  a)]  =  o, 

qui  est  l'objet  de  cette  Noie.  On  y  suppose  seulement  que  <r/,  m 
sont  des  nombres  positifs  et  que  le  nombre  k  est  supérieur  à 
Tunité. 

En  y  posant  a  =  i  et  observant  que  y  (/?,  1)  =  i ,  on  trouve  la 
formule 

(II)  ^«K/n  — ex,  A-h<j  — i)-f-\^ij/(m-+-X,  X  — i)  =  A--4-m  — I. 

(1  =  0  >^i 

Posant,  dans  celle  formule.  A*  =  2  et  changeant  m  en  m  —  1 ,  il 
s'ensuit  la  suivante  : 

m  -I 

(III)  2iV(/n-a,a)  =  /w. 


a=o 


Cette  formule  est  au  fond  équivalente  au  théorème  suivant  énoncé 
par  M.  Catalan  (*)  : 

Le  nombre  total  des  solutions  entières,  non  négatives,  des 
équations 

X  -\-7,y  =  n  —it 
aa?-4-  Zy  =  /i  —  2, 
3a?-f-4j  =  71  —  3, 


est  égal  à  n. 


nx->t-{n  -4-i)j  —  o, 


(*)    Voir  une  Note  de  M.  Ccsàro  dans  les  Mémoires  de  la  Société  des  Sciences 
de  Livf^e,  2*  série,  t.  \,  p.  ?G"^ 
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Posant  <»nfin,  dans  réqoatîon  (II),  /r  =  m4-2  après  y   avoir 
chance  /?«  en  m  —  i^  on  obtient  la  formule 

m 

(^ft  nous  avons  déduite  de  la  précédente  (*  )  par  des  considérations 
piuTTsment  aritlunétiques,  qui  d^ailleurs  peuvent  être  remplacées 
par  une  démonstration  directe  et  simple  de  cette  formule. 

!i.   B«>mons-nous  maintenant  à  établir  la  formule  (II)  directe- 
ment. On  a  évidemment 


et  il  :»*ensuit 


m  —  X 


A=  >  ^(/n  — -  j,  A'-H  (j  —  i) 


fX  —  % 


ïl=:«ff  =  0 


l£n  isolant  dans  la  partie  négative  du  second  membre  le  terme 
où  |x  =  o,  il  vient 

,  m  — I 


Hr^.)-2:K-?^> 


cusuite  ou  a 


et  I\mi  ou  Jcdutt  aisément  la  valeur  de  la  somme  A,  savoir 


I      »  a  =  4r 


/tuUi4in  ^/i  /«  ^H-ecfc  c/ej  Sciences  de  Bohême,  1887. 
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On  trouve  d'une  manière  analogue 

(9>   2''^(m^X.X_.)  =  A-.+2[K'^^-'^)-K")]' 


A  =  i  a=zk 


et,  en  faisant  la  somme  des  membres  correspondants  des  équa- 
tions (8)  et  (9),  on  retombe  sur  la  formule  (H)  qui  par  là  est  dé- 
montrée arithmétiquement. 

3.  Revenons  maintenant  à  la  formule  (I).  En  la  retranchant, 
membre  à  membre,  de  celle  qui  résulte  en  y  changeant  k  en  A*  4-  i , 
on  obtient 

^{  m  -f-  Xyi,  A*  —  i)  —  y  ( m  h-  ka^  a) 

[^] 

=    ^    ['Km  —  ja,  X- -h  a— i)  — 4/(/ii  — -  ya.  A- -4- <j)j; 


fj=z0 


la  différence  entre  crochets  étant  ou  T  uni  té  ou  zéro,  selon  ((uc  le 
nombre  m  —  va  est  un  multiple  de  A*  -h  3-  ou  non,  on  la  pourra 
remplacer  par  celle-ci 

\   A  -h  <j  /  \      k  -r-  <ja     I 

de  sorte  que  nous  aurons 

^{^ni  -H  Aa,  A  —  1  )  —  y  (  m  -h  Aa,  a  ) 


«T  =  0 


prenant  successivement,  dans  cette  équation,  m  =  1,  2,  3,  . . .,  /i 
et  faisant  la  somme  des  résultats,  il  s^ensuit  la  formule 

(ï U       ^  V\^rix  -f-  Aa,  A  —  O  —  yX^n  -+-  Aa,  a)]  =  ^  E  {^f^^^y 


m  -\  a  - 0 


que  Ton  peut  considérer  comme  écjuivalento  à  la  formule  (10)  et 
par  conséquent  même  à  la  formule  (I). 

I^  formule  (10)  a  été  obtenue   sous  la  condition  k^'x\  nous 
allons  montrer  qu^clle  subsiste  encore  pour  /=  i . 
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Posant  .-nrin,   dans   l'équalion   (11),  k  = 

clian(,'é  H!  un  m  —  i,  on  obtienl  la  formulf 

(JV)  y^if{n  +  ^,i)  =  -»n. 

que  nous  avons  d<?duite  de  la  précédenle  { '  )  par  tl< 
purement  arilhmi^tiques,  qui  d'ailleurs  peuv.tn 
par  une  démonstration  directe  cl  sioipie  de  cc-li' 

â.   Bornons-nous  maintenant  à  établir  lu  fi'H' 
meut.  On  a  évidemment 


et  il  s'ensuit 

A  ='V^,(,»  — î,  A  +  5  — O 

l-in  isolant  dans  la  partie  négative  du  secondi 
où  |x  =  o,  il  vit'nt 

[1  =  0  ff  =  0 

ensuite  ou  a 

et  l'on  en  déduit  aisément  la  valeur  de  la  sommu 
(8)   "2;''K ».-.,<-  +  .-.>  =  m -2  [E(^'i^^ 

{ ')  BuUclin  de  la  Société  des  Sciences  de  Bohème,  i88j. 
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1 


•t^    3^" 


jr 


l-î-.  -'"^.-  "*■  '."  i»  --T-» 


«-•  it 


'      / 


!'î^)-iKT)' 

.;  équivalcnlc  à  rcqualion  (  I  ^. 


-  aa\ 

orséqiicnl,   en  posant  pour 


-(p-0e(9 


—  (X-  — i)^. 


géométrique,  celte  équation 


©ih-K-oj 
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Rappelons-nous  à  cet  eflet  Tidentité 

0=Q  p=0 

qu'on  obtient  en  exprimant  de  deux  manières  le  nombre  des  points 
à  coordonnées  entières  dans  l'aire  limitée  par  les  axes  des  coor- 
données et  par  l'hyperbole 

m  —  ax 


J'  = 


k  -^x 


D'après  cette  Identité,  la  formule  (lo)  se  transforme  en  la  sui- 
vante 

^{m  H- Ara,  A*  —  i)  —  y(/n  -+-  ka,  a) 

oo..)  /    =Kt)-K^)-K?)-K^)] 

^L  V  «H-p  /        \     «-+-P     /J 

p  =  o 

En  y  posant  a^i  décrivant  a  au  lieu  de  k,  il  en  résulte 
([/(m-t-  a,  a  —  i) 

a=o 

on  a  ensuite  évidemment 

^^(/n-i-a,  a  — i)  =  E^^j  — E^^^^j  -^^{ni-ha,  a), 

de  sorte  que  l'équation  précédente  deviendra 


a=o 


Le  second  membre  de  cette  équation  coïncide  avec  celui  de 
l'équation  (lo)  en  y  supposant  A*  =  i  ;  on  voit  aussi  aisément  qu'il 
en  est  de  même  des  premiers  membres  de  ces  équations,  puisque 

iJ^(m-4-a,  o)  —  ^(m-4-a,  a)=  ^{m-h  a,  a), 

et  il  s'ensuit  que  l'équation  (lo)  est  exacte  encore  pour  A*  =  i. 
La  même  chose  devra  avoir  lieu  de  Féqualion  (n). 
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En  comparant  la  formule 

^[4'(m-f-/:a,  k  —  i)  — xC''*"^  ^*^»  ^)] 

m  =  t 

=lKT^)-iK^)-[i:Ki^)-i'=(T) 

avec  l'équation  (1 1)  on  obtient 


(11  6c«) 


a 


<j=o  a  =  o  a=i 

formule  qu'on  peut  considérer  comme  équivalente  à  l'équation  (  I  ). 
Or  on  a,  pour  t^  E  f  -  j  , 

et   Téquation  (11)  deviendra,   par  conséquent,   en  posant  pour 
abréger  r^=.n'\-  kay  p  =  E(-j-|-AM-i, 

l^(:)-iK:)--''<"-)=iKT)-iKT)- 

et  en  faisant  usage  des  équations 


2Kt)=2Kt)-<'->- 

que  1  on  obtient  par  une  considération  géométrique,  cette  équation 
s'écrira  comme  il  suit 
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où  Ton  a  posé 

r  =  n  -h  Aa,        p  =  Ef-j  -t-A-4-i. 

Cette  formule  remplace  entièrement  l'équation  (i  i)el,  si  l'on  en 
connaissait  une  démonstration  arithmétique,  ce  serait  en  même 
temps  une  démonstration  de  la  formule  (I).  Or  c'est  ce  qu'on 
trouve  sans  aucune  difficulté. 

En  eflTel,  nous  aurons 


"■{jp-^-'i^X"^} 


pour  V  entre  les  limites 
(!]ela  étant,  l'inégalité 


'^(ïzj7;)-K^)<| -'-■=(?)=■ 


fait  voir  que  l'on  a 


^rT|p:VKO=K;)  =  '-H 


el  il  s'ensuit  que  la  formule  (12)  est  vérifiée. 
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STHWABZ.  —  Uebeb  8PKCIKI.LG    iwEirtcii  ZrsAiii(E\»vMiu«nR  Fi.Vr..iKN- 

HTL'CEB,    WEI^HB    kLEINEhEN    FLÂClItfMNHAtT    BSSiTZEN    \LS  ALLE    HKN.tril- 
BAKTEN,  VON  DENSBI.BGN'  RiKDLINtBX   BEGHENKETEN   FLiCIIEnSTUCKB-   4^  p. 

iu-.^".  Gœilinguu;  i8B7(ij. 

Considérons  deux  poljgnncs  réf^uiiers  égaux  di?  n  cAlùs,  situés 
dma»  ticux  plans  parallt-les,  el  ilisposés  d(^  fuçon  (jue  les  droites 
qui  joignent  les  sommets  correspondants  des  deux  polygones 
soient  perpendiculaires  â  ces  plans;  IVI.  Scliwni-z  s'occupe  de  la 
Hurface  miuiiDU  M'  qui.  est  limitée  par  les  deux  polygones  et  ipii 
ndnii't  pour  plans  de  symétrie  les  n  +  i  plans  de  symétrie  de  la 
ligure  formée  par  les  dpiix  polygones. 


j\l  1.1  distance  des  plans  des  <leiis  polyyunes; 
L  le  rayon  du  eerclc  inscrii  ; 
u^  l'augle  au  centre, 

On  peut  se  demandei-  entre  quelles  limites  peut  varier  le  rapport 
p  cl  combien  de  surfaces  iVI'  correspnndent  à  des  vairni-s  données 
de»  (|)jaQtilés  a,  L,  II;  telles  sont  les  deux  questions  qui  sont 
l'oltjel  essentiel  du  travail  de  M.  SchwarK.  Goldsclimidt  el,  apr^s 
lui.  M-  Liudcli'jf  (')  ont  traité  le  problème  analogue  dans  lequel 
les  deux  polygones  sont  remplacés  par  des  cercles.  Dans  la  Notice 
lii^Lurique  qu'il  a  mise  en  tâte  de  son  Mémoire,  M.  Schwarz 
rend  un  éclatant  hommage  aux  recherches  de  ee  dernier.  Il  s'était 
liii-mânic  déjà  occupé  du  cas  oîi  it  est  égal  à  trois  ou  à  quutre  {'). 
L<e  premier  membre  de  l'équution  de  lu  surfiicc  mininia  s'exprime 
alors  rationnellement  au  moyen  des  fonctions  elliptiques  des  coor- 
données. 

SuppnBuns,  dans  le    eus  général,    que  l'ave   ries   z    soi)    placé 


:  Abliandliiiigen  der  K.  Gesfllsrha/t  dcr 
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suivant  la  droilc  qui  joint  les  centres  des  polygones  et  que  les 
autres  axes  soient  disposés  de  façon  que  les  plans  des  deux  poly- 
gones aient  pour  équations 

5=  H,  -3=— II, 

et  que  les  coordonnées  du  milieu  de  Tun  des  côtés  de  l'un  des 
polygones  soient 

X  =Ly  y  =  Of  z  =   II, 

L'ensemble  des  points  de  la  surface  M'  dont  les  coordonnées  vé- 
rifient les  conditions 

constitue  une  portion  de  surface  M,  simplement  connexe,  quMl 

suffit  évidemment  de   connaître  pour  connaître  entièrement  la 

surface  M'.  Soit 

s  =  rc?' 

une  variable  imaginaire;  considérons  l'ensemble  des  valeurs  de 
celte  variable  délinies  par  les  égalités 

ces  valeurs  seront  représentées  par  des  points  qui  appartiennent 
à  un  secteur  circulaire.  M.  Schwarz  établit  d'abord  que  les  coor- 
données X,  y,  z  des  points  de  M  seront  les  parties  réelles  des 
quantités  U,  V,  W  définies  par  les  égalités  suivantes 

(5-1  _  s)d\ogs 


^      ,  -,  .     .,  5-«— 5« 


J^    /R-'*  -f-  R«  —  5-»  —  5»  ' 

Jj    v/R-«-h  R«— 5-'»  — 5»' 

Il  est  un  paramètre  réel  compris  entre  zéro  et  un,  et  qui  est  lié 
aux  données  par  les  équations 

L  =  cola/     -^^  ^  —  ; 


II  =  f' '^d\o^r  ^   r 


I 


9d  logr 


—  » 


v/R-«M-  K«-h  /-«—  r" 
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dans  ces  dernières  formules,  le  radical  doit  être  pris  avec  sa  valeur 
arithmétique.  Le  point  de  M  qui  correspond  à  la  valeur  ^=  R  est 
le  point  qui  a  pour  coordonnées  jj  =  L,  jk  =  o,  ^  =  H. 

En  étendant  le  champ  de  la  variable  imaginaire  s  à  toutes  les 
valeurs  pour  lesquelles  la  fonction 

(R-»— 5-»)(i—  R«*«)  =  R-^-h  R»— 5-»— 5«, 

n'est  pas  négative,  les  parties  réelles  de  U,  V,  W  donneront  les 
coordonnées  de  tous  les  points  de  M'.  Ce  nouveau  champ  S'  peut 
être  représente  géométriquement  par  une  certaine  surface  de 
Biemann,  doublement  connexe;  si  Ton  suppose  que  le  point  qui 
représente  la  variable  s  se  déplace  sur  cette  surface,  sans  en 
franchir  la  limite,  puis  que  Ton  prenne  pour  le  radical  qui  figure 
dans  U,  V,  W  sa  détermination  principale,  à  chaque  point  inté- 
rieur à  S'  correspondra  un  point  unique  de  M.'. 

L'intersection  de  la  surface  M'  et  du  plan  des  xy  est  une  courbe 
à  laquelle  on  peut  donner  le  nom  d'équateur  de  la  surface  M'. 
Cette  courbe  admet  évidemment  n  axes  de  symétrie,  qui  sont  les 
traces,  sur  le  plan  des  xy,  des  plans  de  symétrie  de  la  surface  M', 
autres  que  le  plan  des  xy;  dans  ce  dernier  plan,  par  exemple,  les 

équations 

y  =z  Oj        xsinoL — ^cosa  =  o 

représenteront  deux  de  ces  axes,  passant  par  les  points  b  et  c  qui 
limitent  Tare  de  Téquateur  situé  sur  la  portion  de  surface  M  définie 
plus  haut.  Si  Ton  désigne  par  R'  et  R^'  les  distances  de  ces  points 
à  rorîgine,  les  quantités  R',  R"  s'exprimeront  au  moyen  du  para- 
mètre R  par  des  intégrales  définies;  on  arrive  à  montrer  que 
l'équateur  est  une  courbe  simple,  fermée,  entièrement  convexe, 
et  que  le  rayon  vecteur,  lorsque  son  extrémité  parcourt  Tare  6c, 
va  en  croissant  depuis  R' jusqu'à  R^';  enfin  Tétude  des  expressions 
de  ces  dernières  quantités  au  moyen  de  R  permet  d'arriver  à  cette 
coDclusion  :  lorsque  R  va  en  croissant  de  zéro  à  un,  les  quantités 

R'       R' sin  a 

r'  —r~ 

vont  aussi  en  croissant  de  zéro  à  un. 

M.   Schwarz   étudie    aussi    comment    se    déforme    l'équateur, 
irsque  l'on  fait  varier  R;  supposons  que  l'on  prenne  L  =  i,  et 
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désignons  par  01l'(R|)  celle  des  surfaces  qui  correspond  à  la  vale 
Ri  du  paramètre;  si  Ton  a 

o<R,<R,<i, 

l'équaleur  de  la  surface  01V'(R2)  enveloppera  entièrement  l'équa- 
teur  de  la  surface  ;)n'(R|),  et  si  Ton  fait  augmenter  R  d'une  façon 
continue  de  zéro  à  un,  Téquateur,  qui  se  réduit  d'abord  à  l'origine, 
va  en  grandissant  de  manière  à  recouvrir  entièrement  et  une  seule 
fois  la  surface  d'un  polygone  régulier  de  n  côtés  circonscrit  au 
cercle  de  rayon  un*  qui  a  l'origine  pour  centre.  Ce  polygone  est 
(ui-môme  l'équateur  de  la  surface  prismatique  qui  correspond  au 
cas  limite  R  =  i. 

Le  rapport  r-  est  une  fonction  du  paramètre  R  qui  est  infîniment 

petite  pour  les  valeurs  de  R  appartenant  à  Tintervalle  (o,  i)  et 
infîniment  voisines  des  limites;  il  existe  une  valeur  unique  R» 

qui  annule  la  dérivée  par  rapport  à  R  du  rapport  r-;  cette  dérivée 

est  positive  dans  l'intervalle  (o,  Rq),  négative  dans  l'intervalle 
(Ro,  i).  Chaque  surface  M'  qui  correspond  à  une  valeur  de  R 
comprise  entre  Rq  et  un  a  une  aire  plus  petite  que  les  surfaces 
voisines  limitées  au  même  contour;  il  en  est  autrement  quand  R 
est  compris  entre  zéro  et  R©. 

C'est  en  appliquant  les  méthodes  qu'il  a  exposées  dans  son 
Mémoire  Ueber  ein  Flàchen  kleinsten  Flàcheninhaltes  betref- 
fendes  Problem  der  Variationsrechnungy  que  M.  Schwarz 
parvient  ù  ces  résultats. 

Il  termine  ses  recherches  en  supposant  n  infini,  et  les  relie 
ainsi  à  celles  de  M.  Lindelof  sur  la  caténoïde.  J.  T. 


D*^  A.  SEYDLEU.  —  Zakladové  tiieoretické  Fysiky;  dil  druht.  Théorie 
poTENci.vLU.  V.  Prazo.  Nakladem  Fr.  Borovôho,  i885  (*). 

Ce  Volume  constitue  le  tome  l\  àeldi  Physique  théorique  T^nhliée 


(')  Éléments   de  la  Pkysùjuc  théorique,    tome  II.    Théorie  du  potentiel; 
Prague,  cdilcur  Fr.  IJorovy,  i885. 


-Oilaiigui;  lcliil:i|uc,  )mr  It:  professeur  A.  Sc\dli;r,  à  l'i'ii{;tic.  Le  ciiii- 
piuduronic  I,  consacre  à  la  MiScaniqiiegènèrolc,  a  <3tii  analysé  par 
■ntiiur  mâuio  dans  ce  Recueil,  t.  V| ,  )>.  1 1^5. 
f  Le Tivmc  présent  coDhcnt  daassix  Livres  lu  lliénrie  génériile  du 
itenticl,  son  application  à  la  gravilnlion,  au  ina^'nélismc,  à 
Iiloclro9tatu]iie  eL  A  rélecLrcicinématiijue  (couranls  t'Icclriqnes 
fatioouuires);  le  dernier  Livre  enfin  conticnl  la  llii^orie  de  l'^lec- 
pdynaniiqtic  et  de  l'indiiclioD. 

tL'antcur  a  été  forué,  par  des  circonstaoees  particulières  et  qu'il 
litinulile  (I'cnnai)ïrer  ici,  de  rassemiiler  des  niaL^riaux  s!  con- 
kliles  dans  un  seul  Volume,  d'une  étendue  assez,  restreinte,  ce 
îi  CDntlitue  déjà  une  tâche  assez  ardue. 


t  ecpt 


udanl  de; 


dilllcultés  d'une  autre  nature  à  sur- 
ujeL  mijme,  nolainmeut  à  l'étal  actuel 


iriuQler,  et  qui  ticnni 

|m:u  Oui  Je  la  théorie  de  l'électricité. 

Il  Cil  certain,  par  suile  des  expériences  récentes,  que  l'on  dott 
nrjeler  l'ancieune  li^pothèsc  des  Huides  électriques,  quels  que 
sOKïiil  d'ailleurs  les  services  rendus  par  cette  hypothèse  quand  il 
«Crfagî  de  soumettre  no  calcul  les  faits  consliilés  par  l'espérience, 
dU  litrtqu'on  a  à  Introduire  le  commençant  dans  cette  hranche  de 
la  Sclincc.  Il  n'^-  a  plus  de  duutc  que  le  milieu  Isolant  ne  prenne 
>J  part  dans  la  réalisation  des  forces  agissant  à  distance  :  pour  le 
locon naître,  il  sullii  de  rappeler  les  investigations  de  Cavendlsh  et 
iday  sur  l'induction  spécifique  des  isolateurs,  la  récente 
iCcatiou  ex  péri  mentale  de  plusieurs  postulais  formulés  par 
dans  son  développement  de  la  théorie  de  Faraday, 
lUmment  la  démonstration  de  la  réfracliou  des  ligues  de  (urée 
3i  limites  de  deux  uiilicus  diélectriques,  l'existence  efi^ective  de 
Bipruiion  transversale  des  lignes  du  l'urce  électrostatiques,  eulin 
lérîences  relatives  au  changement  de  volume  des  milieux 
riquesduns  le  champ  électrique. 

I  Faruday-MaxwcU,  on  se  figure  cette  parlieipatiou  de 

r  comme  une  sorte  de  polarisation  moléculaire,  comme 

irhation  diélectrique  d'élasticité.  Cette  hypothèse  cepen- 

ement  puur  expliquer,  par  exemple,  les  phéno- 

Lâchent  à  la  diUérence  des  espèces  électriques 

ihianhci-g,  les  |itiénomêoes  de  la  déciiurgc,  etc.). 


I  l'é 


nique. 


inpe 
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se  basant  sur  des  déductions  ingénieuses,  généralisées  plus  tard 
par  Stefan  (et  Maxwell),  a  donné  des  formules  relatives  aux  effets 
pondérométriques  des  courants  non  fermés  ou  fermés,  formules 
qui,  du  moins  quant  au  dernier  cas,  constituant  une  partie  acquise 
définitivement  à  la  Science. 

L'introduction  du  potentiel  électrodynamique  par  Neumann,  de 
même  que  l'application  du  principe  de  l'énergie  à  l 'électrodyna- 
mique par  Ilelmholtz,  sont  des  phases  ultérieures  dans  le  déve- 
loppement de  i'électrodynamique  théorique.  La  conception  de 
Faraday,  opérant  avec  des  lignes  de  force,  n'est  autre  chose  qu'une 
nouvelle  expression  des  formules  déjà  connues,  déchiffrée  par 
Maxwell. 

Quant  aux  effets  exercés  par  des  éléments  de  courant  les  uns 
sur  les  autres,  si  toutefois  on  concède  l'existence  réelle  de  tels 
effets,  il  y  a  là  une  lacune  qu'on  s'est  efforcé  de  combler  par  di- 
verses lois  élémentaires.  Cependant  il  semble  que  c'est  l'hypothèse 
de  Maxwell  sur  la  continuation  des  courants  dans  les  milieux  di- 
électriques ou,  plus  brièvement,  que  c'est  la  négation  des  courants 
non  fermés  qui  s'accorde  le  mieux  avec  les  faits.  Pour  cela  on  peut 
alléguer  des  raisons  théoriques  d'un  grand  poids  logique,  et,  dans 
le  dernier  temps,  M.  H.  Herlz  (^BcrL  Ber.,  novembre  1887)  est 
parvenu  à  influencer  des  vibrations  électriques  d'une  nature  spé- 
ciale, fait  qu'on  ne  peut  guère  expliquer  que  par  l'effet  inducteur 
direct  des  courants  polarisés  diélectriques. 

M.  Scydier  donne  dans  son  Livre,  toujours  en  ayant  égard  au 
développement  historique,  un  exposé  clair  de  l'état  actuel  de  ces 
branches  de  la  Science  et  des  branches  connexes.  Aucune  ques- 
tion, d'une  portée  essentielle  rentrant  dans  son  cadre,  n'a  été  émise, 
et  dans  tout  le  Livre  on  remarque  spécialement  le  soin  de  l'auteur 
à  dévclop[)er  les  notions  fondamentales  non  seulement  d'une 
manière  facilement  abordable,  mais  aussi  à  les  approfondir  phi- 
losophiquement. 

Les  applications  de  la  théorie  y  concernent  d'ordinaire  des  cas 
simples,  ce  qui  permet  le  mieux  d'élucider  la  théorie.  Dans  tous 
les  cas,  ces  applications  suffisent  non  seulement  aux  besoins  de  la 
praticjue,  mais  aussi  pour  préparer  à  l'étude  des  écrits  plus  diffi- 
ciles. Quant  aux  problèmes  dont  la  solution  comporte  des  difB«r:^ 
cultes  d'une  nature  rormcllc,  on  ne  les  a  qu'esquissés. 
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■  C'en,  sans  »(icud  doiiir,  par  les  paroles  de  cecix  qui  oui  aiiit  ù 
KlieMiiie  discipline,  qu'on  en  pmit  le  mieux  ciirinMcriscr  IVsprît; 

il  doDi:  à  jusle  raison  que  l'auteur  a  incorpori^  â  son  Livre  drs 
bitions puisées  daus  lesi-L-rits  de Grccn.Coperuic,  Ampère,  Ohm. 
InoUmmcnt  dans  ceux  de  Farad»)'  et  de  Maxwell.  Outre  cela, 
tnjiie  Section  contient  des  renseignements  liihliograpliiques, 
'tXfùté  des  matières  contenues  dans  le  Livre  donn<^  ci-dessous 

■  dounrra  une  idée  asser.  nette. 

1^  Icrmîoant,  je  n'ai  qu'à  exprimer  le  vœu  de  voii'  IjientAi  pa- 
llmle  tome  111  et  dernier,  car  il  est  sûr  que  cet  cscelleni  Livre 
pnJrs  d«  services  considéralifcs  à  la  propagation  de  la  Science 
K  auxquels  l'auteur  s'adresse. 

Table  des  matiâres, 

iLnu  l.  —  Notion  el  proprlélOs  de  la  fonction  potentielle  des 

Icalt' disposés  dans   l'espace.   L'i^quaiion  de  Laplace-Poisson, 

Wtiitc  du  tlit^orème  de  Gauss,  de  même  que  de  celui  de  Grcen  ; 

^Ijrtc  due  à  Diriclilel  des  conditions  ni^cessaires  et  suffisantes 

hr  l'établisseuient    di;    la    fonction  potentielle;  attraction   des 

Rires  el  des  ellipsoïdes,  vériGcatiou  a  posteriori  de  la  formule 

3  dernier  problème.  Énergie  polenlielle  d'un  système  de 

«  discrètes  dans  l'espace  agissant  les  unes  sur  les  autres  sui- 

klUlûî  de  Newton,  application  au  Soleil,  propriéti^s  de  la  fonc- 

Q  potentielle  des  masses  étendues  sur  des  surfaces,  évaluation 

BrelTct  pondèrométrique  sur  l'élément  d'une  surface  chargée  de 

!,  fonction  polenlielle  des  charges  doubles  {Doppelbelegp), 

iQOCliun  de  Grccu  el  démonstration  de  son  existence  à  l'aide  du 

■eîpc  de  Dirichlet,  les  fonctions  sphériques,  leurs  propriétés, 

frdoppement  d'une  fonction  à  deux  arguments  suivant  des  fonc- 

pi  iphi'riques,  application  à  une  demi-sphère  chargée  unifor- 

t  de  m  as  se. 

ILitikII.  —  Le  principe  de  la  gravitation,  les  dimensions  d'après 

pnotmiims  lie  Maxwell,  flislribulion  de  la  pesiinUnir  sur  la  sur- 

wde  U  Terre,  formule  de  Clairaut,  indication  sur  lu  solution  de 

li  du  problème  de  la  forme  de  la  surface  de  la  Terre,  formule 

joidc  la  densité  à  l'intérieur  de  la 
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Terre,  valeur  de  la  constante  dite  de  gravitation,  la  correction  de 
Newton  à  la  troisième  loi  de  Kepler,  détermination  de  la  masse 
centrale  diaprés  la  durée  de  la  révolution  et  de  la  distance  d'une 
planète,  les  équations  diflerentielles  du  mouvement  d'un  système 
de  masses,  indication  du  problème  des  trois  corps,  les  perturba** 
tions,  stabilité  du  système  solaire,  la  précession  et  la  nutation,  les 
saisons,  exposé  des  expériences  de  Physique  qui  se  rapportent  au 
principe  de  la  gravitation. 

Livre  III.  —  Corps  magnétiques  et  diamagnétiques,  réduction 
de  la  fonction  potentielle  d'éléments  de  masse  polarisés  à  la 
fonction  potentielle  de  masses  disposées  dans  l'espace  et  sur  des 
surfaces,  leur  énergie  potentielle,  mode  d'action  des  aimants  li- 
néaires, riivpotlièse  de  Poisson  sous  la  forme  plus  simple  <te 
Neumann,  les  vues  de  Faraday,  conditions  aux  limites,  critique  de 
Maxwell  de  l'hypothèse  de  Poisson,  l'hypothèse  de  Weber,  in- 
duction magnétique  dans  une  sphère,  puis  dans  un  ellipsoïde,  le 
champ  de  force  étant  homogène,  théorie  du  magnétisme  terrestre, 
d'après  Gauss. 

Livre  IV.  Section  /.  —  L'hypothèse  des  fluides,  les  opinions 
(le  Faraday  et  de  Maxwell,  lignes  de  force,  énergie  potentielle  (le 
potentiel),  l'é([uilibrc  sur  des  conducteurs,  déduction  de  la  loi  de 
Coulomb  d'après  la  méthode  de  Cavendish,  généralisée  par  Max- 
well, distribution  de  l'électricité  sur  une  sphère  conductrice,  sur 
un  ellipsoïde,  sur  un  disque  circulaire,  diagrammes  sur  la  marche 
de  la  fonction  potentielle  et  des  lignes  de  force,  équations  géné- 
rales pour  l'équilibre  d'un  système  de  conducteurs  chargés,  leur 
rnergie  potentielle  exprimée  sous  forme  d'intégrales  étendues  sur 
des  surfaces  ou  sur  des  volumes,  distribution  de  la  fonction  poten- 
tielle entre  deux  plans  parallèles,  entre  deux  sphères  concentriques 
et  entre  deux  cylindres  à  même  axe,  notion  de  la  capacité,  théorie 
des  images  électriques  de  Thomson,  aperçu  sur  le  problème  d'un 
condensateur  composé  de  deux  sphères  conductrices. 

Section  If,  —  L'interprétation  de  Maxwell  des  phénomènes 
électrostatiques  avec  l'interprétation  d'après  l'ancienne  hypothèse 
(les  lluidcs,  déplacenients  diélectriques  dans  des  corps  isotrope^ 
et  anisotropes,  géuéralisaliou  de  la  formule  de  Poisson,  réfr***^*^ 
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des  lignes  di:  force,  application  d<*s  formules  à   lia  système  de 

.  calotlcs  sphi-rîfjues  û  constiinU's  ili^leclriqucs  dilTcrentcs,  indica- 
tion de  riiypolhèse  si  répandue,  et  faite  en  vue  de  la  lliêoric  de 
PoMson,  sur  ta  composition  d'un  milieu  diélectrique  à  l'aide  de 

\  inuléuules  polarisubles  disposées  dansTéttier  isulateui',  les  sources 

y  del'énerpc  électrostatitjue,  lu  théorie  de  Voltu,  les  idées  dcHelm- 
hûlix  sur  l'électricité  de  contact,  les  macliines  électriques,  les 

I  lOïtrumcnts  de  mesure,  entîn  les  anomalies  électriques  pruvenani 
des  différentes  espaces  d'électricité. 

LiVBR  V.  Section  l.  —  Conditions  pour  qu'un  courant  s'ôta- 
.  LLsxe,  résistance,  In  loi  de  Ohm  pour  des  conducteurs  linéaires, 
■  le» équations  de  KircliliofT,  le  pont  deWheotstone,  courants  dans 
lues  couducteurs  k  deux  dimensions,  le  plan  à  l'inlini  avec  un 
Inutnbrc  quelconque  d'électrodes,  courants  dans  l'espace,  nolam- 
I  ment  dons  le  cas  où  il  y  a  un  nombre  ijuelconque  d'électrodes 
•pWriques  dans  un  coiuiuctfur  infini,  le  conducteur  limité  par  un 
I  pi»)  et  Application  de  la  inélliodc  des  images,  mouvement  de 
l'I électricité  dans  un  mauvais  cuuduelcur,  les  phénomènes  du 
irétidu  élecirique,  tes  Oquationg  du  mouvement  de  l'électricité 
I  dans  un  cAlile,  e\pliciilious  sur  lu  iiotion  de  la  vitesse  de  l'électri- 

Section  U.  —  Les  phénomènes  calorifiques  diins  le  circuit, 
«  de  décharge  d'un  condensateur,  la  lot  de  Joule,  la  proprit' t<^  de 
imum  de  la  chaleur  de  Joul«,  l'énergie  chimique  ei  les  lois  du 
Clrolvsr,  les  courants  thermo-électriques,  le  phénomène  de 
lltîer,  de  Ouinmin^,  la  formule  d'Avcnarius  (Tait),  les  dimen- 
ftnii»  d«s  quantités  électriques  principales  dans  la  mesure  élcctro- 
tatique  absolue,  la  méthode  de  mesure  de  Olim,  de  la  n^islance 
t  de  la  force  élcctrumotrice. 

I  LtvBK  VI.  Section  /,  —  Développement  de  l'idée  fondamentale 
t  l'ëlrctrodynamiqne  d'Ampère,  indication  de  ta  généralisation 
t  Stefan,  de  m^mc  que  des  formules  de  Grassmann  et  de  Clau- 
ilvalence  de  l'elVet  magnétique  d'un  courant  fermé  et  de 
lUrfuce  magnétique  transversale,  le  puleutîel  eicclru- 
■  uu  pûle  magnétique  par  un  courant 


ii8  PREMIÈRE  PARTIE. 

fermé,  la  mesure  électromagnétique  absolue  de  rintensitë  d'un 
courant,  marche  des  lignes  de  force  magnétiques  dans  le  voisinage 
d'un  fil  traversé  par  un  courant,  la  manière  de  Faraday  d'exprimer 
les  effets  de  nature  électromagnétique,  relations  entre  les  deux 
systèmes  de  mesures  électriques  absolues,  théorie  abrégée  des 
boussoles  de  courant,  de  rélectrodynamomètre,  rotation  des 
courants  autour  des  aimants. 

Section  IL  —  Faits  principaux  de  l'induction,  la  formule  de 
Neumann,  la  manière  de  s'exprimer  de  Faraday,  déduction  des 
phénomènes  d'induction  du  principe  de  l'énergie,  marche  du 
courant  secondaire  {Extractrom)^  magnétisme  rotatoire,  principe 
des  appareils  d'induction. 

Section  III.  —  Considérations  sur  les  théories  d'Ampère,  de 
Weber,  de  Clausius,  de  Maxwell  et  de  Riemann, Indications  sur  la 
théorie  électromagnétique  de  la  lumière. 

D'  F.  KoLACEK. 


MELANGES. 

RECHERCHE  DE  SURFACES  ANALLA6MATIQUES  PAR  RAPPORT 
A  UNE  INFINITÉ  DE  POLES  D'INVERSION; 

Par  m.  J.  HADAMARD. 

Dans  un  article  inséré  aux  Nouvelles  Annales  de  Mathéma- 
tiques (3®  série,  t.  II,  i883),  M.  Fourct  a  démontré  qu'il  n'existe 
pas  de  courbe  plane  G  transformable  en  elle-même  par  une  infi- 
nité d'inversions  dont  les  pôles  soient  tous  les  points  d'une  courbe 
r.  La  remarque  fondamentale  dont  il  part  est  que,  si  une  pareille 
courbe  G  existait,  à  tout  point  déterminé  a  de  la  courbe  on  pour- 
rait faire  correspondre,  par  les  différentes  inversions  dont  il  s'agit, 
tous  les  autres  points. 

En  se  fondant  sur  la  même  remarque,  on  peut  démontrer  le 
théorème  de  la  façon  suivante  : 

D'après  une  propriété  bien  connue  de  l'inversion,  en  chaque 


poiiil  m  de  la  courbe  C  jiassera  un  cercle  lancent  i  la  courbe  aux 
deux  points  m  cl  a;  de  sorte  que  In  courbe  sera  enveloppée  par 
une  série  de  cercle*  tangent*  entre  eux. 

Il  est  dêjit  presque  évident  qu'une  pareille  courbe  ne  peut  ^tre 
qu'un  cercle.  Mais  on  peut  ramener  ce  fait  à  tin  autre  bien  connu 
eo  transformant  la  figure  par  une  inversion  dont  le  pAle  soit  en  a. 
On  obtient  alors  une  ligne  dont  toutes  les  tangentes  sont  parallèles 
et  qtii  se  réduit  dès  lors  à  une  droîle. 

Celle  méthode  géométrique  équivaut,  au  fitnd,  à  la  méthode 
unuUtîque  suivie  par  M.  Fourct.  Mais  elle  a  l'avantage  de  s'appli- 
quer à  la  recherche  des  surfaces  anallagmatiqucs  par  rapport  à 
tous  les  points  d'une  courbe. 

Si  l'on  considère  en  clîct  une  pareille  surface,  à  tout  point  dé- 
lerminé  a  di-  cette  surface  correspondront  par  les  différentes  in- 
versions une  série  de  points  m  qui  traceront  sur  la  surface  une 
certaine  lignée.  Kn  chacun  de  ces  points  passera  une  sphère  S 
tangente  à  la  surface  en  m  cl  en  a.  Si  l'on  transforme  la  figure  par 
rayons  vecteurs  reciprot^ues  en  prenant  le  point  a  pour  piMe, 
toutes  les  sphères  S  deviendront  des  plans  parallèles  à  un  plan 
fisc  P;  la  ligne  inverse  de  Xaura  donc  toutes  ses  tangentes  paral- 
lèle» au  plan  P  et  sera  par  suite  entii'-remenl  contenue  dans  un 
seul  pUn  parallèle  à  P.  On  voit  donc  que  la  sphère  S  sera  la  même 
pour  tous  les  points  de  la  ligne  X. 

Il  devra  exister  au  moins  une  simple  infinité  de  sphères  S, 
puisqu'il  en  passe  une  par  chaque  point  de  la  surface-,  et  chacune 
rie  ces  sphères  devra  couper  ortliogonalemetit  chacune  des  sphères 
d'inversion  T,  les<]uelles  sont  aussi  en  nombre  simplement  infini. 
Le  centre  de  toute  sphère  S  devra  par  suite  être  situé  dans  le 
plan  radical  de  deux  quelconques  des  sphères  T.  Sî  ces  dernières 
n'ont  point  même  plan  radical,  ce  seront  les  sphères  S  qui  jouiront 
de  celte  propriété, 

Or  cette  dernière  hypothèse  n'est  pas  admissible;  car,  en  prenant 
1  pour  prtie  d'inversion  un  point  commun  à  toutes  les  sphères  S,  on 
I  traos  l'armera  il  lu  suiïace  proposée  en  une  autre  qui  serait  touchée 
I  suivant  une  ligne  pur  tous  les  plans  qui  passent  par  une  même 
I  droite  située  à  dislance  finie  ou  non. 

Il  faut  donc  que  les  sphères  T  aient  même  plan  radical.  En  gé- 
f  a^ral,  elles  passeront  p;ir  un  eccclc  flsr  i]iii  sui.i  iT.ii|ii/  orlliogona- 
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lemcnt  par  toutes  les  sphères  S.  Si  l'on  prend  pour  p(Me  de  trans- 
formation un  point  de  ce  cercle,  les  sphères  S  auront  pour  inverses 
des  sphères  ayant  leurs  centres  en  h'gne  droite  et  la  surface  consi- 
dérée deviendra  une  surface  de  révolution. 

On  pourrait  aussi  prendre  comme  pôle  un  point  limite  des 
sphères  T,  point  par  lequel  toutes  les  sphères  S  doivent  passer. 
Par  cette  méthode  on  transformerait  la  surface  donnée  en  un 
cône. 

Il  existe  un  cas  limite  ou  les  sphères  T  sont  toutes  tangentes 
entre  elles  et  se  transforment  par  inversion  en  une  série  de  plans 
parallèles.  Les  surfaces  correspondantes  sont  les  inverses  de  cy- 
lindres. 

II  y  a  une  surface  de  révolution  qui  jouit  de  la  propriété  dont 
nous  parlons,  à  savoir  le  tore  qui  est  anallagmatique  par  rapport 
à  tous  les  points  de  son  axe.  C'est  du  reste,  d'après  ce  que  nous 
avons  vu,  la  seule  surface  de  révolution  possédant  cette  particula- 
rité. C'est  donc  la  seule  surface  de  révolution  que  l'on  puisse 
transformer  par  inversion  en  une  surface  de  révolution,  sans  pren- 
dre pour  pôle  un  point  de  l'axe.  En  particulier,  la  surface  obtenue 
par  cette  transformation  devra  être  un  second  tore.  C'est  un  résul- 
tat que  la  théorie  des  cyclides  pouvait  faire  prévoir  et  que  des  con- 
sidérations élémentaires  permettent  de  vérifier. 

Les  raisonnements  précédents  montrent  en  effet  qu'il  faut  pren- 
dre pour  pôle  un  point  du  cercle  situé  dans  le  plan  du  parallèle 
moyen  et  qui  coupe  à  angle  droit  toutes  les  sphères  ayant  pour 
grands  cercles  les  différents  méridiens.  De  plus,  les  méridiens  de 
l'une  des  surfaces  donnent  les  parallèles  de  l'autre,  et  réciproque- 
ment. 

On  voit  aisément  que,  si  l'on  prend  le  pôle  comme  nous  venons 
de  le  dire,  les  méridiens  du  tore  donné  auront  pour  inverses  des 
cercles  dont  les  plans  seront  parallèles  et  les  centres  sur  une 
même  droite  perpendiculaire  à  leurs  plans.  Ces  cercles  rencon- 
treront d'ailleurs  un  cercle  fixe  siuié  dans  un  même  plan  avec  le 
nouvel  axe.  On  reconnaît  aussi  facilement  les  relations  entre  les 
deux  surfaces.  Eu  particulier,  si  l'on  prend  dans  chaque  tore  l'angle 
formé  avec  l'axe  par  les  plans  bi tangents,  on  obtient  deux  angles 
complémentaires. 

Il  est  facile  de  voir  quand  une  surface  pourra  êlre  anallagina- 
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tique  par  rapport  à  tous  les  points  de  plusieurs  droites;  car  alors 
la  surface  de  révolution  transformée  pourra  être  considérée  comme 
Tenveloppe  d^uoe  série  de  sphères  S  coupant  orthogonalement 
toutes  les  sphères  T  qui  ont  même  plan  radical.  II  se  peut  que  ces 
dernières  soient  concentriques,  et  alors  la  surface  de  révolution 
sera  un  cône.  Sinon  cette  surface  sera  anallagmatique  par  rapport 
à  tous  leurs  centres,  qui  devront  par  suite  être  situés  sur  Taxe; 
ce  sera  donc  un  tore.  Dans  les  deux  cas  la  surface  primitive  sera 
la  cjclîde  de  Dupin,  laquelle  est  en  effet  anallagmatique  par  rapport 
à  tous  les  points  de  deux  droites  rectangulaires,  ainsi  que  le  montre 
M.  Fouret  dans  un  article  inséré  aux  Nouvelles  Annales  de  Ma- 
thématiques. 

Enfin  des  considérations  analogues  aux  précédentes  permettent 
de  voir  que  la  proposition  de  M.  Fouret  relative  aux  courbes 
planes  (à  savoir  qu'elles  ne  peuvent  pas  admettre  pour  pôles  d'in- 
version les  points  d'une  ligne)  s'étend  aux  courbes  de  l'espace. 


THÉORÈMES  D'ARITHMËTIQUE  ; 
Pak  m.  Mathias  LERCH. 

(Extrait  d'une  lettre  adressée  à  M.  Ilcrmite. ) 

il— I 

En  partant  de  votre  formule,  ^EfxH —  j  =  E(/ix),  cl  pre- 
nant  j:=:  — 9  où  m  est  entier,  j'en  déduis  l'équation 

a     n  —  \ 

dont  je  vais  transformer  le  premier  membre.  Celui-ci  étant  égal  à 
la  somme 

a  —  1  a 


2  2K^) 


a=u  n  =  a-+-i 
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a 

l  la  somme     ^    E[ j  pouvant  s'exprimer  par  la  suivante 


n  =  a-f-l 


m 


2  ['K^'  -+-«»«)-  'K^  -+-  «»  «)]» 


A  =  t 


dans  laquelle  tj;(/?,  q)  représente  comme  dans  ma  Note  antérieure 
le  nombre  des  diviseurs  de  p  supérieurs  à  q^  Téquation  (i)  de- 
viendra 


II  — t     m 


2  ^['K^^-»»»)  — 'K^ -+-«»«)!  =  'w«» 


a=o  *=i 

et  Ton  en  déduit  la  suivante 


a  — 1 


(2 )  2  [^{m  -+-«,«)  —  ^{m  -h  a,  a)]  =  a, 


a  =  o 


qui  exprime   une  nouvelle   propriété  de  la  fonction  numérique 

Je  vais  généraliser  cette  formule  en  cherchant  la  valeur  de  la 
somme 


a— 1 


S„»=  ^[^Km-+-g/i,  g)  — <Km-f-g/i,  g)]. 


a=o 


Je  remarque  d'abord  que  la  somme 


fl-i 


S;„  =  ^4;(/n-ha/i,g) 


a  =  o 


représente  le  nombre  des  solutions  de  l'équation 

/n-h  a/i  =  (a-h  <j)p,  (  ) 

et  qu'elle  est  donc  égale  au  coefficient  de  x"^  dans  le  développe- 
ment de  la  fonction 


a.  p.c  a,(y 
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qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

rt     V— t  •  <l— 1 


v  =  ia^o  v  =  /n-ia=o 


Ensuite,  la  somme 


«-t 


Sm=  ^<K/yt-ha/i,  g) 


a  =  0 


s*oblient  comme  le  coefficient  de  x'"  dans  le  développement  de  la 
fonction 

^V^;-^j_^3i^ex'  V'J=  I|  2,  3,  ...,x         / 


a,(T 


d'où  il  est  facile  d'observer  que  la  somme  S,„=  S,„ —  S')„  équivaut 
au  coefficient  de  x"*^  dans  le  développement  de  la  fonction  ration- 
nelle 


A(x)=/(^)-^(^)  =  2  2f= 


a      V  — 1 

j«v    a/» 


x" 
v  =  i a  =  0 


qui  s'exprime  plus  simplement  par  la  somme 


(3)  M^)  =  2 


a 


(I  — x^Xi  — arv) 
v=t 


Cela  étant,  la  somme  S^  pourra  s'exprimer  par  l'intégrale  dé- 
finie 

(4)  S«=^-  f  h{x)ar-ni-^dx 

prise  le  long  d'un  petit  cercle  autour  de  l'origine.  Or,  en  suppo- 
sant m  positif  et  en  représentant  par  3  le  plus  grand  commun  di- 
viseur des  nombres  v,  n,  on  voit  que  l'intégrale 


I  /*  I  ~"~  X"  " 

.    I    ^/i-/«-»-v-/iv-l  . __ dx 


(0) 


(  I  —  x'^){\  —  jv  ^ 


s'eiq>rime  par  la  somme  Ne    ***    ,  de  sorte  qu'elle  est  égale  à  ?j 


k-a 
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ou  t\  7.<5ro,  selon  que  le  nombre  m  admet  ou  n'admet  pas  ^conirne 
diviseur.  none,en  représentant  par  (v,  n  \  m)  ou  le  plus  grand corn, 
mun  diviseur  des  nombres  v,  n  ou  zéro,  selon  que  ce  plus  çr^^j 
commun  diviseur  est  en  même  temps  un  diviseur  de  m  ou  non 
et  en  posant,  pour  abréger, 


/( 


(5*)  ?(a,  n|/n)  =  2(v, /i|m), 

j'aurai  la  formule 


v  =  l 


«— 1 


(5) 


^[4* (m -H  xji,  x)  — 4*(m-+-aiii,  a)]  =<p(a,  ii|m). 


«  =  0 


Vous  avez  déjà  obser\'é  que  la  fonction  numérique  ^{a^n  \m) 
ne  change  pas  quand  on  y  remplace  le  nombre  m  par  un  auU-e  qui 
lui  est  congru  selon  le  module  /i,  et  qu'en  supposant  le  nombre  m 
premier  avec  n  cette  fonction  ne  dépend  point  de  m,  en  expn- 
roant  le  nombre  dos  termes  de  la  série  1^2.  3,  ...,  a  qui  sont 
premiers  avec  n  ;  donc,  en  désignant  par  ^(a,  /i)  ce  nombre  et  eo 
supposant  que  m  soit  premier  avec  /i,  j'aurai  la  formule 


((\> 


*— I 

V 


(i^m  -r  xn,  2^,  —  ^^nt  -^  xn.  a  )]  =  ^(a.  n  ). 


Or,  ou  prenant  <?  =11  ou  n  —  i,  la  fonction  ^(  a,  /i)  se  rédail 
À  la  fonction  numérique  ^^/i">  d'Euler  et  de  Gauss,  de  sorte 
qu\m  aurA«  m  étant  toujours  supposé  premier  avec  /?,  les  deux 
formules 


•- 1 


t:> 


V  '  ^IA^  ^ 


^   (i^m-^xM.  X)  —  i   m  — x#i.  ri]  =  ^(jii. 


A      « 


l>ouo  nous  \  jH'^sstslons  udc  expression  remarquable  de  1»  foD^ 
lion  d'Kulor  j>Ar  \â  iVnolion  i  y-,  7  et,  d*un  autre  cr«lé-l»  fomolc 
^  \  \  poiMUoI  d\Mï  i^blo:ïîr  une  evpression  s-ous  la  forme  d'oDc  inlé- 
^nilo  doliuio. 

l*o>iUU  d\ullcurs  y*i  =  i»:  *l  icjiTi-Siintkiiî  jiiT  .  V,  ft  ■IcplosiTan'' 
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commun  diviseur  des  nombres  v,  /?.,  Téqualion  (5)  nous  donne  la 
formule 

k-i-a  —  l  a 

a=*  v=i 

Soit  enfin  n  =  p  un  nombre  premier  qui  ne  divise  pas  m;  dans 
ce  cas  Téqualion  (6*)  deviendra 


*i-i 


arrO 

Permettez-moi  encore  de  remarquer  que  la  formule  (5°)  fait  voir 
que  la  somme 

^o(a,.n|m) 
11  =  1 

est  une  fonction  symétrique  des  lettres  a,  6,  de  sorte  que  nous 
aurons  la  formule 

b  a 

(lo)  2«p(a, /iim)  =  2«p(^>, /i|/n) 

it=l  n  =  \ 

dont  on  a 

h  a 

(lo  bis)  2^^^'  '^)  =  2  ^^'^'  '^^^ 

formule  qui  d'ailleurs  s'obtient  aussi  en  remarquant  que  la  diffé- 
rence ç(6,  n)  —  cp(6 —  I,  n)  est  égale  ou  «i  l'unilé  ou  à  zéro  selon 
que  b  est  premier  avec  n  ou  ne  l'est  pas,  de  sorte  qu'il  s'ensuit  la 

formule 

rt 

9(a,  6)  =  ^[cp(^,n)  — (p(/>»  — I,  n)] 

Cette  formule  est  d'un  petit  intérêt.  Mais  il  n'en  est  pas  de  même 
de  la  formule 
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dans  laquelle  y^  (/>,  q)  a  la  même  signification  que  dans  la  Note  im- 
primée dans  les  Comptes  rendus,  et  qui  s'obtient  par  une  voie 
tout  à  fait  analogue  à  celle  qui  nous  a  donné  la  formule  (3). 


SUR  LES  LIGNES  ASTMPTOTigUES  ET  LEUR  REPRËSENTATIONSPHËRIQUE; 

Pa«  m.  LELIEUVRE. 

On  sait  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une 
ligne  tracée  sur  une  surface  soit  asymptotique  est  que  la  tangente 
en  un  point,  qui  est  perpendiculaire  à  la  normale  à  la  surface  en 
ce  point,  le  soit  aussi  à  la  normale  en  un  point  infiniment  voisin 
de  la  ligne. 

Soient  di,  Q«i7  ^s  l^s  coordonnées  du  point  de  la  surface,  p  et  pi 
les  paramètres  des  lignes  asymptotiques.  Menons  par  l'origine  une 
parallèle  à  la  normale  à  la  surface  au  point  0.  Appelons  ai,  as,  a^ 
les  coordonnées  d'un  point  de  cette  droite.  On  aura 

cl,  par  permutation  des  indices,  dh^  et  rfOs. 

En  écrivant  que  ces  expressions  sont  des  différentielles  exactes, 
on  obtient  trois  équations,  d'où  l'on  tire  immédiatement 

X  -h  {X  =  o. 

Posons  ai^\  =  v,.  Nous  aurons 
et  les  conditions  d'intégrabilité  seront 

(^*V|  <)»Vt  C^'Vj 

àf  àpi    _    dp  dpi    _    àfdpl  ^ 

V|  Vj  Vj 

D'où  résuhe  ce  théorème  : 

Les  coordonnées  9  d^un  point  d'une  sur/ace  rapportée  à  ses 
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lignes  CLsymptotiques  p,  p^  vérifient  les  relations  suivantes 

'«.-(4'-^)*-("ë-"^)*' 

et  de  même  rfÛj,  et  rfOa,  v,,  Va,  V3  étant  trois  solutions  d'une 
équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 

OÙ  K  est  une  fonction  de  p  et  de  pi)  et  réciproquement. 

II  est  évident  que  ce  résultat  subsiste  si  Q|,  O29  ^s  sont  des  coor- 
données tangentielles. 

Par  exemple,  prenons  K  =  o,  nous  aurons  les  surfaces 

Oi  =  fift/i  -A/i)  dp-fi^t ?'s  -  ?a ?i)  dp,  -+-  cp,/3 - /, «p3  ( I ,  a,  3 ), 

les  y  désignant  des  fonctions  arbitraires  de  p,  et  les  ç  des  fonc- 
tions de  p|. 

Appliquons  les  résultats  précédents  à  l'étude  de  la  représen- 
tation sphérique  des  lignes  asymptotiques  d'une  surface.  Suppo- 
sons que  ai,  a2,  az  soient  les  coordonnées  de  l'image  sphérique 
du  point  Q.  On  aura 

Saî  =  i        et        X==Svî=r», 

r  étant  le  rayon  vecteur  du  point  v.  L'élément  linéaire  de  la  sphère 
étant  donné  par 

rf(j«  =  A  rfp* -i-  aB  rfp  dpx  -\-  G  rfpf, 

celui  de  la  surface  sera 

ds^  =  r*[ A  rfp»—  2B  rfp  rfp,  -f-  G  rfpî]. 

Les  équations  d'intégrabilité  devant  admettre  une  intégrale 
commune  en  r,  on  en  déduit  la  condition 

B«-AC      /  ""  d^\     B«— AG 

qui  est  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  système  p,  pi  soit,  sur 
la  sphère,   la  représentation   des   asymptotiques   d'une    surface. 
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Quand  on  a  trouvé  un  pareil  système,  on  a  r^  et  la  surface  corres- 
pondante par  des  quadratures. 

On  peut  résoudre  ainsi  le  problème  de  la  détermination  des 
sur/aces  dont  les  lignes  asymptotiques  ont  une  représentation 
sphérique  donnée,  convenablement  choisie. 

Comme  exemple,  prenons  les  surfaces  minima.  On  a  B  =  o; 

d'où 

Ar«=/(p),         Cr«==/,(pO, 

et  les  éléments  linéaires  de  la  sphère  et  de  la  surface  sont 

Les  lignes  p  et  pi  constituent  donc  un  système  isotherme  sur  la 
sphère  et  sur  la  surface.  Les  surfaces  minima  jouissent  seules  de 
cette  propriété^  elles  sont  aussi  les  seules  pour  lesquelles  la  repré- 
sentation sphérique  fournit  une  carte  de  la  surface  sur  la  sphère. 

Proposons-nous  encore  de  déterminer  les  surfaces  qui  admetten 
pour  représentation  sphérique  d'une  des  familles  de  ligues  asyro — 
ptotiques  un  système  de  grands  cercles;  ces  surfaces  sont  évidem — 
ment  les  surfaces  réglées.  En  partant  de  la  condition 

on    arrive    à    des    expressions    symétriques    des    coordonnées^ 
M.  Kœnigs  a  récemment  étudié  ce  cas  particulier. 

Des  considérations  analogues  s'appliquent  aux  lignes  de  cour — 
bure  et  seront  développées  ultérieurement. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  laQ 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

G-liEENIIILL.  —  Tiiu  tr.uectory  for  the  cubic  lavv  of  résistance. 

ao  p.  iii-8^  Woolwich,  1886  (»). 

IVÏ.  Greenhill  (*)  s'était  déjà  occupé  du  mouvement  d*un  pro- 

joc^t-ile  dans  Taîr  en  supposant  la  résistance  proportionnelle  au 

oubo    de  la  vitesse.  Il  avait  montré  que  le  problème  dépendait  de 

fonot.ions  elliptiques  de  module  égal  à  sinio^;  mais  les  formules 

qvi'il  avait  obtenues  n'étaient  guère  applicables,  en  raison  de  leur 

g^ai:àc3e  complication.  La  solution  prend  au  contraire  une  forme 

simple  et  élégante  quand  on  introduit  les  fonctions  p  et  a-  de 

M.  'Weierstrass  :  c'est  ce  que  montre  M.  Greenhill,  dans  la  Note 

c]ue    nous  signalons;  il  donne  Téquation  de  la  trajectoire  et  Tex- 

pression  du  temps;  il  montre  comment  il  suffit  de  considérer  les 

iono trions  où  g2=o  et  5^3=  — p;  une  table  placée  à  la  fin  de 
la    note  donne,  dans  cette  supposition,  les  valeurs  des  fonctions 

J^  ^^9    p(^)j  "7 — r>  ^(^)  et  rendrait  facile  une   application  numé- 

'^q^Je.  La  réduction  de  l'intégrale,  dont  le  problème  dépend,  est 
^  ailleurs  obtenue  par  deux  voies  distinctes,  et  la  comparaison  des 
Tes  1.1  liais  donne  lieu  à  quelques  remarques  intéressantes. 

J.  T. 


I^NT.  —  Traite  d*Analyse,  t.  11,  475  p.;  t.  111,  5ii  p.  Paris,  Gaulhicr- 
^illars;  1887,  1888. 


.  Laurent  poursuit  avec  rapidité  la  publication  de  son  Traité 
-■^^  ;ia(^5e;  les  tomes  II  et  III,  que  nous  avons  le  plaisir  d'annoncer, 
^    *^^pportent,  l'un  aux  applications  géométriques  du  Calcul  difTc- 


'   *    ^  Elirait  du  t.  XIV  des  Proceedings  royal  artUlery  institution. 
'  **  'i  Mùmc  Recueil,  t.  XI. 

DuUl,  des  Sciences  mathem.,  2'  série,  t.  XH.  (Juin  1888.)  1 1 
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renliel,  Taulre  aux  fondements  du  Calcul  intégral  et  de  la  théorie 
des  fonctions  d'une  variable  imaginaire. 

Nous  demanderons  la  permission  de  passer  rapidement  sur  le 
second  Volume  qui  est,  au  fond,  un  Traité  de  Géométrie  analy- 
tique, développé,  non  dans  le  sens  des  propriétés  particulières  des 
courbes  ou  des  surfaces  spéciales,  mais  dans  le  sens  des  théories 
générales.  Les  choses  sont  en  outre  présentées  de  manière  à  fami- 
liariser le  lecteur  avec  l'emploi  des  divers  systèmes  de  coordonnées 
et  aussi  avec  le  langage  et  les  procédés  de  la  Géométrie  projective. 
L'élude  d'une  courbe  autour  d'un  point  singulier  est  faite  avec  dé- 
tail; les  développements  dans  lesquels  Fauteur  est  entré  à  ce  sujet 
sont  amplement  justifiés  par  Timportance  qu'il  prend  dans  le 
Calcul  intégral. 

Dans  le  troisième  Volume,  après  avoir,  sous  forme  d'Introduc- 
tion, exposé  la  décomposition  d'une  fraction  rationnelle  en 
éléments  simples,  l'auteur  introduit  la  notion  d'intégrale  définie 
et  la  justifie,  d'abord  pour  les  fonctions  croissantes  dans  un  inter- 
valle, puis  pour  les  fonctions  continues.  Passant  ensuite  aux  in- 
tégrales indéfinies,  il  expose  les  méthodes  élémentaires  d'intégra- 
tion :  comme  application,  il  traite  de  l'évaluation  des  aires  et  des 
arcs.  L'examen  du  cas  où  la  quantité  sous  le  signe  f  devient  inGnie 
est  présenté  comme  une  conséquence  de  l'étude  des  intégrales 
singulières  de  Cauchy.  L'étude  du  cas  où  l'une  des  limites  de  l'in- 
tégrale est  infinie  se  relie  étroitement  à  l'étude  des  séries  à  termes 
positifs  considérés  par  le  même  géomètre;  enfin,  la  théorie  des 
indices,  que  Ton  doit  encore  à  Cauchy,  se  présente  tout  natu- 
rellement quand  on  parle  des  précautions  qu'il  faut  prendre 
lorsque  l'on  passe  de  l'intégrale  indéfinie  à  l'intégrale  définie. 
Après  ces  théories  générales,  M.  Laurent  donne  des  exemples 
importants  des  divers  procédés  et  artifices  qui  s'appliquent  à  la 
recherche  des  intégrales  définies  ((ue  l'on  ne  peut  obtenir  directe- 
ment. 

Il  introduit  ensuite  les  intégrales  multiples,  et  donne  immé- 
diatement les  formules  relatives  au  changement  de  variables;  il 
établit  les  diverses  formules  relatives  à  l'évaluation,  dans  les 
différents  systèmes  usuels  de  coordonnées,  des  volumes  ou  des 
surfaces  :  parmi  les  applications  qu'il  en  fait,  nous  signalerons 
les    théorèmes  que    Gauss    a   placés   au    début  de   son  Mémoire 
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»ur  rallractini)  des  cllipsnïiles,  et  qui  se  mtlaclienl  direcleinenl 
I  ans  formules  de  Green,  La  Iroisièmc  des  di^raonsir» lions  doaaées 
[  p»r  le  même  géomètre,  de  l'existence  d'une  racine  pour  toute 
^quatinDa1gébric|iie  entière,  fournil  uu  bel  exemple  des  précaulions 
up'rl  faut  prendre  dans  l'interversion  des  titniies  d'uni-  inié^ale 
Vnltiple.  L'intégrale 

^alëe  par  M.  Ca^Iey,  est  un  eseinple  des  précautions  qu'exige 

^extension  des  limites  à  l'iniint.  Ces  utiles  remarques  soulsuivies 

e  qucli^ues  notions  relatives  à  l'espace  à  n  dimensions,  qui  abou- 

B&sent  aux  résultats  obtenus  par  M.  Kronecker  louchant  larepré- 

fenlation,  par  une   intégrale  multiple,   du   nombre  de  solutions 

Q  système  d'équations  simultanées. 

H.  LNurent  s'occupe  ensuite  de  l'intégration  des  dilTérenlielles 

plaies  &  n   variables;  il  montre,    d'après  Jaenbi,   cummenl  les 

' conditions    d'intégrnhililé    se    ri^duisent    à    a«  —  3;    il 

piontre  aussi  comment  le  lliéorème  fondamental  de  Caucbj  sur 
a  intégrales  prises  entre  des  limites  imaginaires  se  rattache  di- 
tcteinent  k  ce  fait  que  l'intégrale  d'une  dilTérentietle  exacte  prise 
mtro  deux  points  le  long  d'une  courbe  ne  dépend  pas  de  cette 
ourbc. 
C'est  à  la  théorie  de  ces  intégrales  prises  enire  des  limites  ima- 
inaircs  et  à  U\  théorie  des  fonctions  d'une  variable  imaginaire, 
9  le  MUS  de  Caucby,  qu'est  consacré  le  reste  du  volume  ('). 
îetie  partie,  qui  est  la  plus  coasidérnble,  est  aussi  particulière- 

tit  intéressante. 
I  On  ne  saurait  nier  d'ailleurs  que  l'admiration  pourCauchy,  que 
Railleur  manifeste  si  volontiers,  est  eulièremenl  jusliliée  par  le 
rAlc  essentiel  qu'a  joué  notre  grand  géomètre  dans  l'établissement 
e  cette  théorie,  M.  Laurent  rétablit  la  terminologie  de  Cauchy; 
lice  i  lui,  le  terme  synectique,  qui  était  tombé  en  discrédit,  on 
E  sait  trop  pourquoi,  va  peut-être  rentrer  en  faveur. 
I  II  reprend  d'abord  la  démonstration  du  théorème  fondamental, 
ni  justifie  l'introduction  des  intégrales  à  limites  imaginaires,  en 
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partant,  comme  Ricmann  Ta   enseigné,  de  la   transformation  de 
rinlégrale  double 


//( 


d^-^^)'^'^-'' 


en  une  intégrale  simple  relative  au  contour  de  Taire  à  laquelle  se 
rapporte  l'inlégrale  double.  Il  expose  ensuite  les  principes  du 
calcul  des  résidus,  qu'il  applique  à  la  détermination  d'intégrales 
définies  parliculièrcment  importantes  : 


-H« 


Un  Chapitre  très  important,  tant  au  point  de  vue  de  la  théorie 
que  des  nombreuses  applications  qu'il  renferme,  est  consacré  à 
la  théorie  des  séries.  L'auteur  insiste,  au  début,  sur  la  notion  de 
l'uniformité  de  la  convergence  et  soutient,  non  sans  quelque  cha- 
leur, que  cette  notion  ne  pouvait  manquer  à  Cauchy,  qui  n'aurait 
pas  regardé  comme  convergentes  les  séries  qui  ne  convergent  pas 
uniformément.  Je  signalerai,  dans  ce  Chapitre,  l'intéressant  para- 
graphe intitulé  :  Sur  la  continuité  des  fonctions  représentées 
par  des  séries;  toutefois,  les  conditions  sous  lesquelles  la  dé- 
monstration est  valable  auraient  besoin  d'être  précisées  davan- 
tage. On  trouvera,  dans  le  même  Chapitre,  les  notions  fonda- 
mentales relatives  aux  produits  infinis,  avec  une  application  au 
produit,  considéré  par  Eulcr, 

{\-\-  ax){\  -{-  a^ x){\  -¥■  a^x)  . . ., 

ainsi  que  la  méthode  de  Cauchy  pour  décomposer  une  fonction 
en  une  infinité  de  fractions  rationnelles,  avec  l'application  clas- 
sique aux  fonctions  circulaires,  qui  amène  naturellement  à  donner 
quelques  propriétés  des  nombres  de  Bernoulli. 

M.  Laurent  expose  ensuite  les  propriétés  essentielles  des  fonc- 
tions synectiques  et  des  fonctions  uniformes  à  discontinuités  po- 
laires ou  essentielles.  Il  traite  des  séries  de  Burmann,  deWronski, 
de  Lagrange,  de  Laplace  et  de  Legendre^  il  indique  les  caractères 
im\(jucls  on  reconnaît  qu'une  fonction  est  entière  ou  rationnelle. 
Il  démontre,  ensuivant  la  marche  qu'a  fait  connaître  M.  Hermite, 
le  théorème  de  M.  Wcicrstrass  sur  la  décomposition  en  facteurs 
primaires  d'une  fonction  synectique   dans   tout  le  plan.  Il  donne 
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cnfîn  une  indication  sur  le  mode  de  représentation  que  Ton  doit 
à  M.  Mitlag-Leffler  d'une  fonction  uniforme  dans  tout  le  plan 
avec  une  infmité  de  points  singuliers  essentiels,  ou  plutôt  sur  un 
procédé  qui  permet,  dans  un  cas  très  étendu,  de  parvenir  à  cette 
représentation,  mais  qui  ne  met  pas  assez  en  évidence  le  carac- 
tère général  de  la  proposition  de  M.  Mittag-Leffler.  Un  Chapitre 
est  ensuite  consacré  aux  séries  trigonométriques,  tant  au  point 
de  vue  de  Dirichlet  qu'à  celui  de  Cauchy.  On  y  trouvera  exposée 
la  méthode  d'intégration,  dite  des  restricteurs,dont  Cauchy  a  fait 
de  nombreuses  applications  et  dont  Dirichlet,  à  qui  elle  est  due,  a 
donné  un  si  mémorable  exemple  dans  le  problème  de  l'attraction 
des  ellipsoïdes.  Ce  Chapitre  se  termine  par  l'exemple  que  Ton  doit 
à  M.  Weierstrass  d'une  fonction  continue  qui  n'admet  pas  de  dé- 
rivée. M.  Laurent  traite  ensuite  des  formules  d'interpolation,  en 
particulier  de  la  formule  sommatoire  d'Euler,  et,  à  ce  propos, 
des  polynômes  de  BernouUi.  L'interpolation  du  produit  i.  2. .  .x 
conduit  à  introduire  la  fonction  T(x)j  dont  les  propriétés  sont  dé- 
veloppées avec  détail.  Cette  étude  est  suivie  de  quelques  indica- 
tions intéressantes  sur  le  calcul  des  dérivées  à  indices  quelconques; 
M.  Laurent  prend  pour  définition  de  la  dérivée  d'ordre  n  de  la 
fonction  monogène  /(z),  prise  à  partir  de  jc©,  l'intégrale 


2 


Tzi      J  (5  — a?)'*-^-» 


prise  le  long  d'un  lacet  ayant  son  entrée  en  Xq  et  son  cercle  dé- 
crit autour  du  point  x  comme  centre. 

Chaque  Chapitre  est  suivi  de  nombreux  exercices,  dont  plusieurs 
sont  très  intéressants. 

On  n'a  fait,  dans  ce  compte  rendu,  que  signaler  l'ordre  des 
principales  matières  traitées  par  M.  Laurent,  sans  même  indi(|ucr 
tous  les  sujets  qu'il  a  abordés.  Ce  qui  précède  n'a  pu  donner  au 
lecteur  qu'une  idée  très  imparfaite  de  la  richesse  en  faits  analy- 
tiques du  volume  que  nous  annonçons.  En  contribuant  à  divulguer 
la  doctrine  de  Cauchy  et  à  montrer  la  fécondité  de  cette  doctrine, 
le  Livre  de  M.  Laurent  rendra  de  grands  services.  J.  T. 
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SVB  m  rtMtBiilfATIOM  Dim  FOIHULE  DE  M.  TCHEBICHE] 

Pab  m.  JENSEN. 


■tr  ««»  — f^9j  ^^9  •  ••;  «'ijW'j,  •  • .  trois  saitesdc 
devrs  poâici^es^  et  telies  que  Ton  ait 


«^1       «r,       ip. 


J. >-i 

m  -^        m 

2-     2- 


Lft  JêimNiâtnitibjft  et  ce  tkéoréme  est  fort  simple. 
Py>sHiixSv  en  edEet. 

*.,  =  «'t  —  ««• -^  *».  ^«  =  W»!  -^  »t  -^  .  .  .  -4-  tV 


A? 


Ci  nnmrtfiftMir^  «^ae  h»  tué^ 


>oiti  ULtttf  cvct?<e({tfteiiof  tauBêirale  de  linégalité 


'•#•'*;•'?*»-    po«r9>/>. 


ii^tt^.tati  ic  cvtics  i»>imtftr>  «luis  renoncé  du  théorème  :  on  a 
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demment 

n  n—l 


n                                                 c 

2" 

1 

n  —  l 

n 

^  a'v(  Wv  —  "v-t^l  )  -+-  ^n  Un 

2^UyW 

>      ' 

1 

^n 


1 


W 


V 


C'est    c:c  qu'il  fallait  démontrer. 


NOTE  SUR  LES  SOLUTIONS  SINGULIÈRES  DES  ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES  DU  PREMIER  ORDRE; 

Par  m.  W.  KAPTEYN. 

^^  "^  s  les  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXX 
®    ^*      1-éXXI  (1870),  M.  G.  Darboux  a  été  le  premier  à  énoncer 
es  ^«x^ crèmes  fondamentaux  : 

-•S/  une  équation  différentielle  du  premier  ordre  a  une 
^&^^ale  générale  de  la  forme 

^'^  (p(a7 G)  =  A„ C« H-  A;^i G«-»  -*-. . . -4-  Aj  G  -f-  Ao  =  o, 

^^s  coefficients  A  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x  et  y 
^^-*  représente  une  constante  arbitraire,  il  y  a  une  solution 
^&ulière  qui  est  l'enveloppe  des  courbes  du  système, 

^i.  Une  équation  différentielle  de  la  forme 
^  ^)  ^{xyp)  =  B„y>»-f-  B;^,/)»-»  -^ . . .  -f-  B,y>  h-  Bo  =  o, 

^û  pz=z  -^et  les  coefficients  B  sont  des  fonctions  rationnelles 

rfc  X  et  y^  représente  en  général  un  système  de  courbes  qui 
n'ont  pas  d'enveloppe,  et  la  courbe  R  =  o  qu'on  obtient  en 
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éliminant  la  variable  p  entre  les  équations  ^  =  o  c/  -~  =  o  est 
en  général  le  lieu  de  leurs  points  de  rebroussement. 

En  retrouvaDi  les  mêmes  résultats,  M.  A.  Cayley  a  encore  dé- 
couvert [Messenger  of  Mathematics,  t.  II  (1872),  et  t.  VI  (1876)] 
les  théorèmes  suivants  : 

III.  Soit  Q  =  Q(a7/)  =  o  le  résultat  de  ^élimination  de  C 

entre  les  équations  ^(^^C)  z=.o  et  (p'(C)=  ^  =  o,  cette  équa- 

tion  résultante  comprend  non  seulement  l'enveloppe,  mais 
encore  le  lieu  des  points  doubles  (node-locus)  a<i  second  degré 
et  le  lieu  des  points  de  rebroussement  (cusp-locus)  a<i  troisième 
degré,  etc. 

IV.  Soit  R  =  o  r équation  définie  ci-dessus  :  cette  équation 
comprend  non  seulement  le  lieu  des  points  de  rebroussement, 
mais  encore  le  lieu  des  points  où  différentes  courbes  de  fin" 
tégrale  générale  se  touchent  (tac-locus)  au  second  degré,  etc. 

Dans  les  pages  suivantes,  je  me  propose  de  démontrer  ces  théo- 
rèmes d'une  manière  nouvelle  en  étudiant  les  valeurs  de  C  et  de/? 
dans  le  voisinage  des  lieux  géométriques  Q  =  o  et  R  =  o,  où  deux 
des  valeurs  de  C  et  jd,  respectivement,  sont  égales. 

A.  En  désignant  les  racines  de  l'équation  (i)  par  C|,  C2,  .  •*• , 
C„,  il  est  évident  qu'on  a 

(3)  Q  =  ?'(C,)cp'(C,)...<?'(C„). 

Représentons  par  ajïG'  un  point  du  lieu  Q  =:  o,  de  manière 
qu'on  ait 

(î)  cp(a?G')  =  o 

et 


Ci)  (^)   .    -o. 


Pour  étudier  les   valeurs  de  C  dans  le  voisinage  de  ce  point, 
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remarquons  que  l'on  a 

-«=-'=''(âU.-3["-KâL--]— • 

oa,  à  cause  des  abréviations, 

et  des  équations  (4)  et  (  5), 

^gj    ,  +i[M^ -«)»-*- A:(J^-P)« 

-4-r(G  — C')*-f-a^(ar  — a)(j^  — p) 

-*-  2y>(^  —  a)(G  —  G')  -*-  ^q{y  —  p)(G  -  G')]  -4-.... 

Choisissons  maintenant  un  point  xy  dans  le  voisinage  du  point 
a^G  et  posons 

y—?  =  fx(ar  — a), 

les  valeurs  de  C  —  C  pour  ce  point  seront  déterminées  par  l'équa- 
tion qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro  le  dernier  membre  de  l'équa- 
tion (6).  Deux  de  ces  valeurs  seront  infiniment  petites  et  celles-là 
se  détermineront  facilement,  parce  qu'on  n'aura  qu'à  retenir  les 
termes  en  ^  —  a  et  C  —  C  du  degré  le  moins  élevé. 

Dans  ce  qui  suit,  je  considère  [jl  comme  un  nombre  fini;  dans  le 
cas  particulier  où  |i.  serait  infini,  on  voit  que  x — a=o.  Cette 
substitution  conduirait  à  une  équation  entre  j^ —  ^  et  C  —  C,  qui 
donnerait  lieu  à  des  conclusions  à  peu  près  identiques  à  celles 
que  nous  allons  tirer  de  l'équation  entre  x  —  a  et  C  —  C. 

Distinguons  les  trois  cas  suivants  : 

1 .  f  et  g  ne  sont  pas  zéro  simultanément ,  —  Dans  ce  cas,  les 
deux  valeurs  infiniment  petites  de  C  —  C  seront  déterminées  par 

l'équation 

i(/-4-  ixfir)(x  _  a)  H-  r(  C  -  r/)2  =  o, 


(I)  Cl— C'=a(ar  — a)«,         i^^ 

a  étant  une  constante. 

En  développant  f'(C)  de  la  même  manière  que  cp(G),  on  aurs= 
pour  tous  les  points  dans  le  voisinage  de  a^C 

(8)  ^'(G)  =  />(^-«)-^ç(j'-P)-f-r{G~G'); 

on  voit  donc  que  chacune  des  fonctions  f'(C|)  et  <p'(Ca)  est  infi- 
niment petite  comme  {^x  —  a)^  et,  par  conséquent,  que  la  fonction 

Q(^^)  =  ?'(Gi)f'(G,)...cp'(C„) 

est  infiniment  petite  comme  x  —  a  pour  tout  point  dans  le  voisin 
nage  de  a^C  Cette  conclusion  est  en  défaut  lorsque 

c'est-à-dire  lorsqu'on  choisit  le  point  xy  sur  la  tangente  de  la 
courbe  (p(^^C')  =  o  au  point  a^.  En  effet,  dans  ce  cas,  on  a 

/(^  — a)H-^(^  — p)  =  o; 

par  conséquent,  C  —  C  a  deux  valeurs  infiniment  petites  comme 
X  —  a  et  Q(xy)  est  infiniment  petite  comme  (:r —  a)^. 
Développons  maintenant  Q(^J^)  dans  la  forme 


(9) 


Q(x,)  =  (x-a)(g)^^ 


'-"(a.-H[<— KSL-] 


parce  que  Q(a3)  =  o.  Pour  un  point  près  de  a^,  sur  la  tan,* 
de  cp(»i*jC')  au  point  a^,  cette  expression  ne  saurait  être  infin' 
petite  comme  (x  —  a)*,  à  moins  que 

'•^  tangente  à  la  courbe  Q  =  o,  en  toi 
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Le  lieu  de  ces  points  est  donc  compris  comme  facteur  dans 
l'équation  Q  =  o  et  constitue  la  solution  singulière  de  Téquation 
différentielle.  En  général,  il  j  aura  donc  une  solution  singulière 
qui  est  l'enveloppe  des  courbes  du  système  f  (^^C')  =  o. 

i.  fxz  g=o.  —  Dans  ce  cas,  le  point  a^  est  un  point  double 
snr  la  courbe  <f(xyQ)=  o.  Pour  tout  point  dans  le  voisinage  de 
oL^C'j  on  tirera  de  Téquation  (6) 

(Ah-  2/|*  -+-  Ar|*«)(a?  —  «)«-+- a(y>  -f-  [ig)(x  —  a)(C  —  G')  -+-  r(G  —  C')«  =  o. 

Cette  équation  admet  deux  racines 

Ci—  C'=  a(a?  —  a),        G,—  C'=  6(a?—  a), 

où  a  et  6  représentent  des  constantes.  En  substituant  ces  valeurs 
dans  l'équation  (8),  on  trouve  que  cp'(C|)  et  f'(C2)sont  infiniment 
petites  comme  x  —  a  et,  par  conséquent,  que  la  fonclion  Q(^J^) 
est  infiniment  petite  comme  (x  —  a)^.  Dans  le  cas  particulier  où 
l'on  choisit  le  point  xy  sur  une  des  tangentes  de  la  courbe 
f  (ar^C)  =  o  au  point  a^,  on  aura  une  racine  zéro  et  une  racine 
infiniment  petite  comme  x  —  a,  ce  qui  conduit  à  la  même  con- 
clusion. 

Ayant  égard  à  Téquation  (9),  on  voit  que,  pour  toute  direction 
p.,  Q  ne  pourra  être  infiniment  petite  comme  {x  —  a)^,  à  moins 
que  Q  =  o  ne  contienne  le  carré  du  lieu  des  points  doubles  des 
courbes  f{xyC')  =  o. 

3.  /=g  =  o  et  hk=  t^.  —  Dans  ce  cas,  le  point  a^  est  un 
point  de  rebroussement  sur  la  courbe  (f{xyG)=::o.  Démontrons 
d'abord  les  relations  hr  =p^  et  kr  =  q^. 

Pour  y  parvenir,  je  remarque  que,  le  point  a  +  da,  [i-+-c^p 
étant  un  point  de  rebroussement  sur  la  courbe 

o{x,y,C'-hdC')  =  o, 
on  aura 

do  do  do 

dx      ^'        dy       ^'        dC~  ""' 

en  substituant  x  =  a  -4-  (?a,  .y  =  |3  -4-  c>|3,  C  =  C  -f-  ^C'. 
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En  développant,  avant  de  faire  cette  substitution, 

^=h(x-x)+  /(^_p)H-^(C-C')-.-..., 
^  =  /(T-a)  +  A(^-p)  +  î(G-G')H-..., 


-X  =  p(x —  a 


dC 


)  +  ^(r-P)^-'-(G-G')-i-..., 


on  obtient,  en  négligeant  les  termes  en  x 
(l'un  degré  supérieur  au  premier  : 


-«,  r-?,  c-cy 


(lO) 

On  a  donc 


\  pôoL-^q  O^-h  r  dC  =  o. 


p  q  r 
h  l  p 
l      k     q 


—  —  kp^  -+-  i^pql  —  hq^  -h  r(  M  —  /*  )  =  o, 


ou,  à  cause  de  hk  —  /^  =  o, 

kp'^  —  '^pql  H-  hq'^  =  o. 
De  cette  équation  on  déduit 

p  v/X'  —  q  yjh  =  o 


ou 


k"  q^' 

Posons  h  =  Xp'  ;  on  aura  donc 

k  =  \q^        et        l  =±\pq. 

\Lu  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (i<>),  on  obtient 

\{pdaL±qd^)-¥-OC'  =  o, 


d\m 


par  conséquent, 


l(± p  doi -h  qd^) -h  dC'  =  o, 
pdoL-{-  q  d^  -i-  rdC'=o; 


1  =  1, 

r 


hr  =/>*         cl  kr  =  q^. 


Avec  ces  relations  on  déduira  aisément  pour  les  points  dans  le 


MÉLANGES.  Mf 

voisinage  de  ol^G  de  l'équation  (6) 

[/Â(:r-«)+/^(7-  P)  4-  v/r(G  -  G')]  V  1  [(x  -  a)3(g)^^^  +  ...]  =  o. 

On  aura  donc,  pour  tous  ces  points,  sans  aucune  exception, 

/^(a?-a)-hv^(7-P)-f-v/^(G,— G')=      a(a7-a)*, 
)/h{x  —  a)  -*-  /^(j'  —  p  )  -4-  /r(Gj—  G')  =  —  a(a7  —  a)*, 

£r  étant  une  constante.  En  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression 
(8),  chacune  des  fonctions  ?'(C|)  et  ^'(Ca)  sera  évidemment  in- 

finiment  petite,  comme  (x  —  a)^  et  Q(ooy)  comme  (x  —  a)'.  Il 
faut  donc  que  Q  =  o  contienne  le  lieu  des  points  de  rcbroussement 
des  courbes  ^{^yC)  =  o  au  troisième  degré. 

B.  Supposons  maintenant  que  ol^tz  soit  un  point  du  lieu  R  ==  o, 
de  sorte  qu'on  a 

(il)  ^(apir)  =  o 

et 

En  écrivant 


/^\  /d^\  /d^\        __  /^N         _ 

on  aura  toujours,  à  cause  des  équations  (i  i)  et  (12), 

(i3)     {  +i[A'(^-a).4-X'(j'-p)' 

-f-  r'{p  -  T.y-^7A'{x-  0L){y  -  fj) 

-+-  2p'(x  —  a)(/?  —  T,)-h  iq'iy  —  p)(/)  —  t:)]  -+-.... 

Par  le  même  raisonnement  que  ci-dessus  on  trouve  dans  le  voi- 
sinage du  point  a^ii  : 

1.  y  ct^'  n'étant  pas  simultanément  zéro  : 

I  I 

P\  —  'ït  =  rt(j7  —  a)*,         /)2— T  =— rt(a: — at)"^  ; 
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2./'=^=o: 

p^  —  "«  =  «(2?  — a),        />!  — Tc  =  6(a?  — a); 

3. /=5^=oetA'A''=/'=»: 

1  1 

Voyons  ce  que  cela  signifie.  Introduisons  pour  cela  deux  axes 
x'  et  y',  respectivement  parallèles  aux  axes  xely^  par  le  point  a^, 
en  posant 

alors  il  est  évident  que  la  direction  du  premier  élément  de  la 
courbe  qui  passe  par  a^  est  déterminée  par 

qu'à  la  (in  de  ce  premier  élément  la  courbe  se  partage  en  deux 
dont  les  directions  sont  déterminées  par  les  équations  dîflfé- 
rentielles 

(i4)  g.-^=±aa?'^ 

dv*  dy' 

(16)  -£,-^=±ax'K 

U  en  résulte  que  les  deux  premiers  éléments  satisfont  respecti- 
vement aux  équations  (i4)î  (*5)  et  (i6). 

En  intégrant  ces  équations  et  déterminant  les  constantes  de 
telle  sorte  que  ces  intégrales  passent  par  l'origine,  on  aura  res- 
pectivement 

y  —  Tzx'  =  ài  -  ax*^ , 

et  l 

y'—tzx'=-x'^        et        y — ira:'=-a?'*, 

y  —  Tzx*  =  -±i  T  aa?'* . 

On  voit  donc  que  dans  le  premier  cas  il  y  a  deux  branches  d'une 
même  courbe  qui  passent  par  le  point  a^it;  ce  point  est  évidem- 
ment un  point  de  rebroussement. 

Dans  le  second  cas  par  le  point  a^Tc  passeront  deux  courbes 
différentes  qui  ont  une  tangente  commune;  dans  le  troisième  cas 
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le  point  a^ic  sera  de  nouveau  un  point  de  rebroussenient,  de  telle 
sorte  que  la  tangente  dans  ce  point  rencontrera  la  courbe  en  cinq 
points  consécutifs.  Il  en  résulte  que  le  lieu  R  =  o  comprend  : 

a.  Le  lieu  des  points  de  rebroussement. 

b.  Le  lieu  des  points  où  différentes  courbes  du  système  se 
touchent,  au  second  degré. 

c.  Le  lieu  des  points  de  rebroussement  où  la  tangente  rencontre 
la  courbe  en  cinq  points  consécutifs,  au  troisième  degré,  etc. 

Revenons  au  premier  cas.  Quoiqu'en  général  il  y  ait  dans  le 
voisinage  du  point  a^u  deux  valeurs  chacune  infiniment  petite 

comme  {x  —  a)*,  il  en  est  autrement  pour  les  points  situés  sur  la 
droite 

/'(a^~«)-+-^'(r-P)  =  o. 

Pour  ces  points,  on  trouvera  deux  valeurs  p  —  iz  dont  chacune 
sera  infiniment  petite  comme  x  —  a;  par  conséquent,  la  fonction 

K{xy)  =  R(/?0,  R(/>«),  . . . ,  R(/>/»  ) 

sera  infiniment  petite,  comme  {x  —  a)*. 
Or,  le  développement 

■'<^'=<'->Q.r<-Kf).r;["-"'(Sl).,-]-. 

montre  que  cela  est  impossible,  à  moins  que 

<'-)(S).,-<-^)(f)^=«. 

c'est-à-dire  que  la  tangente  à  la  courbe  K  =  o  au  point  ap  coïn- 
cide toujours  avec  la  droite 

D'après  cette  remarque,  on  voit  que  cette  tangente  coïncidera 
avec  la  tangente  au  point  de  rebroussement  'x^^j  lors(|u'on  a 

(17)  /'-t-Tî^'  =  o. 

Cette  condition  étant  remplie  pour  tous  les  points  sur  le  lieu 
qui  entre  au  premier  degré  dans  R  =  o,  il  en  résulte  que  ce  lieu 
sera  la  solution  singulière. 
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SUR  L'IRRATIONNALITË  DBS  NOMBRES  e  BT  x  ; 

Par  m.  h.  PADÉ. 
(Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  Ilermite.) 

Permetlcz-moi  de  vous  soumettre  une  méthode  fort  simple,  qui 
donne  les  formules  que  vous  avez  élablies  pour  démontrer  Tirra- 
tîonnalité  des  puissances  entières  de  e,  de  ic  et  de  ic^.  Elles  se 
déduisent  toutes  deux  d\ine  formule  unique  donnée  par  M.  Dar- 
boux  dans  son  remarquable  Mémoire  sur  le  développement  en 
série  des  fonctions  d'une  variable  {Journal  de  Liouville,  1876, 
p.  296)  et  qui  s'établit  de  la  façon  la  plus  simple.  Cette  formule 
est  la  suivante  : 

/(:rH-A)-/(T) 

p  =  l 

ou  Ton  a 

i.2...2n.Rs;,  =  (^— O-A*»-^»  I     /«(i  — /)•/*»-»-*' (a: -4- A/)  rf/. 

Si  Ton  attribue  à  x  la  valeur  o,  et  que  Ton  remplace  h  par  x, 
elle  devienl 

/lx)-/(o) 


/.=  ! 


I.  »...a/i.R,ii  =  1^— i)'»j-s'»-»  I     /«(i  — /)«/>«+i'(/ar)rf/. 


AppIit|uon>  cette  formule  à  la  fonction  e^,  on  obtient 


=  A 


\<  /M/4—  Il...lrt  p-^\)  XP  . 

jmâ  »/4i   î/l  —  I  ».  ..1,  i/l — /> -r-l»    l.-2.../?^  ^  '  J -f  "î«j 

I.  »   ..  j/i   R,,  =  1— i>«x*«*>  I     /«(i  — /)"«*'<//, 
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que  Ton  peut  écrire 

en  posant 

P  =  I * 


2       2/1(2/1  —  I)  j  .2 

n(n  —  i)...(/i — />H-i)  ^^ 

-h  (—  l)«  7^= 4 \ " 


2/1(2/1  —  i)...(2/i — /> -i- 0  1.2.../; 

2/1(2/1  —  l)..  .(/l -+-l) 


-^  a?  /i(/i  —  i)      x'^ 

Pi  =  IH 1 \ ~ h 

2  2/1(2/1  —  1)    1.2 


n{n  —  f)...(/i — />-+-!)  xP 

2Fi(%n  —  i)...(2/i — p -+- i)  1.2.../? 


2/i(2/l  —  I).  .  .(/i  -f-  IJ 


Multiplions  les  deux  membres  de  Tégalilé  par  (  /i  -|-  i  ) . . .  2  /i,  on 
obtient  la  formule 


(') 


tf'n(ar)—.n, (a:)  =  (—!)« 1     t^ii-- t^e^^ dt, 

^  ^      ^       '    1 . 2 . . .  /i  J 


où  les  polynômes  n(a:),  n|(a:)  ont  manifestement  tous  leurs 
coeflicients  entiers,  et  satisfont  à  l'égalité  U(x)  =  II,  ( — x).  Elle 
ne  diffère  pas  de  la  formule  que  vous  avez  donnée  à  la  page  5  de 
votre  beau  Mémoire  sur  la  fonction  exponentielle. 

Appliquons  maintenant  la  formule  de  M.  Darboux  à  la  fonction 
sînx;  on  obtient 

X,  ^         n(n  —  1)      x^    . 

sinar  =  -  (cosa?  -4-  i)h ; sina: 

2  2/1(2/1  — 1)1.2 

/i(/i  — i)(/i  — 2)         x^     .  .  ,, 

(cosar-M)— ...-4- H2//, 


jLn(xn  —  i)(2/i  —  2)  1.2.3 


I.2...2/l.R,«  =zX*n+l    i    in(i-.t)ncostxdf. 

Le  dernier  terme  est  en  sinj:  ou  en  cosa:  +  i,  suivant  que  n 
est  pair  ou  impair.  Remplaçons  maintenant  sino:  par  2sin-cos- 

et   i-l-cosjrpar  2C0S^-'Une  transformation  des  plus  simples 
Bail,  des  Sciences  niathém.,  2*  série,  t.  XII.  (Juin  1888.)  t-^ 
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nous  conduit  à  ia  formule 

( i)  2  cos  -  I  P  sin  -  H-  Q  cos  -  )  =  Rm, 

où  Ton  a 

_  n(n  —  i)      x^  n(n  —  i)(n  —  a)(/i  —  3)  t^ 


2/1(2/1  —  1)    1.2  2/l(2/l  —  I)(a/l  —  2)(2/l  —  3)    1.2.3-4 

-  X  /i(/i  —  i)(/i  —  2)         ar' 

Q  = r 


2  2/1(2/1  —  l)(2/l  —  2)    1.2.3 

S!  n  est  pair,  P  est  de  degré  n,  Q  de  degré  n  —  i.  C'est  l'inverse 
si  n  est  impair. 

Faisons  maintenant,  dans  rintégralequiiigure  dans  l'expression 
de  R2/1,  le  changement  de  variable 


on  obtient 


1  -f-  z 


f    f(l-t)»COStxdt=-~    f       (l--«)»C0s('^-*-5^)rfj. 


(X  X  \ 

7  +  5  -  j  par  sa  valeur  en  fonction  des 

sinus  et  cosinus  de  -  et^s^»  Tinlégrale  nouvelle  se  partage  en 

deux  autres,  dont  Tune  est  évidemment  nulle,  et  dont  l'autre  est 

égale  à 

X    r^^  X 

2005-     /  (l  —  5')«C055-rf5. 

'^  ./o  a 

et  Ton  a  ♦ 

X  /t\**-^"*  r^  X 

1.2.  .  .2/i.Rjn  =  •>' <^0S  -  .f  -  j  I      (I  — 5*)'»COS^-  r/^. 

Ilemplaçons  R2/i  par  sa  valeur  dans  la  formule  (i),  supprimons 
le  facteur  2COS7  aux  deux  membres,  et  remplaçons  x  par  ax, 


on  a 


P,  sinx-f-QiCOS:zr  = —- .    /     (i  —  ^*)'«  cos^arc/s. 

1 . 2 . . .  2  /t  ^/p  ' 

Si  l'on  multiplie  les  deux  membres  par  (n  +  i)(/î  4-  a). . .  2w, 
les  coefficients  des  polynômes  Pj  etQi  deviennent  entiers,  et  Ton 
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a  une  formule, 

(II)         *(a?)sin5?  —  4>i(ar)  cosa?  =  /     coszxh  —  z^)'* dz, 

convenable  pour  démontrer  rirralionnalité  de  iz  et  de  ir^.  Elle 
n'est  pas  identique  à  celle  que  vous  avez  donnée  dans  une  Lettre 
adressée  en  1878  à  Borchardt,  savoir  : 

U  siniT-f- Vcosar  =  — ; /     (i  —  z* )^  cos xz  dz. 

On  obtient  celle-ci  en  multipliant  les  deux  membres  par 
1.3.5. ..2n  —  I.  Mais  alors  il  n'est  plus  complètement  évident 
que  les  coefficients  des  polynômes  P,  et  Qi  deviennent  entiers. 

L'expression  générale  des  nouveaux  coefficients  est 

n(n  —  i)...(n  —  />-t-i)  i.3.6...2/i  —  i^ 


2n(a/t  —  i)...(a/i — />H-i)  i.2.3.../>      ' 

on  la  transforme  bien  aisément  en  la  suivante  : 

(n—p  -+-i)(n— />  -f-2)...(2n  — />) 


'À^-p .  1 . 2 . .  ./> 


f 


qui  représente  évidemment  un  nombre  entier. 

Au  lieu  d'établir  ainsi  directement  la  formule  (II),  il  est  encore 
plus  simple  de  la  déduire  de  la  formule  (I).  Désignons,  en  effet, 
par  f(x)  et  Çi  (x)  respectivement  les  termes  de  degré  pair  et  de 
degré  impair  dans  II  (or);  on  a 

n(x)=o{x)-^oi(x), 
et,  à  cause  de  la  relation  II|  (x)  =  U( —  x)^ 

Ui{x)=9{x)—^l{x). 

Soit  maintenant 

ç>(2*>)  =  *(a:),        oi{2ix)=  i^i(x)\ 

il  est  manifeste  que  les  polynômes  O  et  0|  sont  à  coefficients 
réels  et  entiers;  le  premier  est  pair,  le  second  impair,  et  leurs 
degrés  sont  respectivement  n  et  n  —  i,  ou  n  —  i  et  n,  suivant 
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que  n  est  pair  ou  impair;  on  aura 

4>(j7)  =  2Ai(2/i  —  i)...('/i-M)  — (an  —  2)...(/H-  i) 2*3:*  -f-. .  ., 

n 

<ï>i(a7)  =  (2/1  —  1)..  ,(/i -hi)- ,2.ar 

/             ov       /           .  n(n  — i)(/i  — 2)    ,    , 
—  (2/1  — 3)...(/H-i)  -^ -^ -^2' a:*  -h.... 

1.2.3 

Changeons  maintenant  dans  la  formule  (I)  ^  en  7.ix^  et  em- 
ployons ces  notations,  on  trouve 

=  (_  i)«  1 L /     e"''/«(i  —  /)«  dt 

ou 

2i[<ï>(a7)sinar  —  <ï>i(j7)cosa;]  =  i l     c^^^«-i^/'«(i— /)«€//, 

1 . 2 . . .  /i   J^ 

en  vertu  des  relations  ' 

e'^*  — 1  =  2  ic'^  sin  J7,        c*'-*  -+-1  =  2  e'-^  cosx. 
Le  changement  de  variable 

'it \z=z  z 

se  présente  ici  naturellement,  et  l'on  obtient 

<I>(a:)sina:^  —  4»i(a:)  cosa:  =  — ; /     (i  —  >5*)«  cos^a:  rf>5, 

1 . 2 . . .  /t  ^f^ 

c'est-à-dire  la  formule  (II). 


SUR  LA  CONVERGENCE  DES  SÉRIES  REPRÉSENTANT  LES  INTÉGRALES 

DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  ; 

Par  m.  Emile  PICARD. 
Considérons  l'équation  dinerentielle  du  premier  ordre 

on  suppose  que  f{jc^y)  soit  une  fonction  holomorphe  de  x  et  r, 
quand  X  et  j^  restent  dans  leur  plan,  à  l'intérieur  de  cercles  C  et 
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C'ajant  respeclivement  pour  centre  j:©  etj'o>  et  pour  rayon  a  et 
b\  soit  de  plus  M  le  module  maximum  de  f{x^  y)  quand  x  et  r 
sont  sur  ces  circonférences  elles-mêmes.  Briot  et  Bouquet  ont 
établi  que,  dans  ces  conditions,  il  y  avait  une  intégrale  de  Téqua- 
lion  (E),  développable  par  la  formule  de  Taylor,  et  prenant  pour 
a:  =  Xo  la  valeur  Vq.  Ils  donnent,  comme  rayon  du  cercle  où  la 
série  est  nécessairement  convergente,  l'expression 


(I) 


a\\  —  €    »'**»). 


Cauchy  avait  le  premier,  comme  on  sait,  démontré  le  théorème 
fondamental  de  Texistence  d'une  solution  d'une  équation  diflfé- 
rentielle,  et  cela  par   deux   méthodes  différentes.    La   première 
repose  en  définitive  sur  les  mêmes  principes  que  celle  de  Briot  et 
Bouquet;  la  limite  donnée  pour  la  région  de  convergence  est  plus 
petite  que  l'expression  (1).  Seulement,  la  seconde  démonstration 
de  Cauchy  nous  est  connue  par  les  leçons  du  grand  géomètre  pu- 
bliées par  M.  Moigno  (i844)>  elle  concerne  spécialement  le  cas 
où  la  fonction /et  les  variables  sont  réelles.  Son  point  de  départ, 
aussi  naturel  que  possible,  consiste  à  regarder  l'équation  diffé- 
rentielle comme  la  limite  d'une  succession  d'équations  aux  diffé- 
rences. En  étudiant  la  démonstration  de  Cauchy  et  m'aidant  des 
simplifications  que  lui  a  fait  subir  M.   Lipschitz  {Lehrbuch  der 
Analysisy  p.  5o4),  j'ai  été  conduit  à  penser  qu'en  restant  dans 
l'hypothèse  de  Briot  et  Bouquet  relativement  à  l'équation  (E),  on 
pourrait  trouver  pour  la  limite  de  convergence  certaine  une  ré- 
gion plus  étendue  que  celle  qui  est  rappelée  plus  haut.  Voici  le 
résultat  auquel  je  suis  arrivé  :  la  série  précédente  converge  cer- 
tainement à    l* intérieur  du  cercle  ayant  pour  rayon  la  plus 

petite  des  quantités 

h 
a    Cl     ^j. 

Que  ce  soit  l'une  ou  l'autre  de  ces  quantités  que  l'on  doive 
prendre,  on  aura  une  limite  supérieure  à  celle  que  donne  l'ex- 
pression (i).  La  limite  de  Briot  et  Bouquet  peut  donc  y  dans 
tous  les  cas,  être  remplacée  par  une  limite  supérieure. 

C'est  le  théorème  précédent,  relatif  à  l'extension  assurée  de  la 
limite  de  convergence,    qui  fait  l'objet  de  cet  article;  pour  cire 
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complet,  je  reprends  entièrement  la  démonstration  du  théorème 
fondamental,  en  suivant  les  idées  de  Cauchy  et  de  M.  Lipschitz. 

1.  La  dérivée  partielle /^(j;,j^)  est  holomorphe  à Tintérieur  des 
cercles  C  et  G|  ;  elle  n'est  pas  nécessairement  définie  sur  les  cir- 
conférences elles-mêmes,  mais  il  n'y  a  aucun  inconvénient  à  le 
supposer,  car  on  pourrait  remplacer  les  cercles  de  rayon  a  et  6 
par  des  cercles  de  rayon  a  —  e  et  b  —  vj  (e  et  vj  étant  fixes,  mais 
aussi  petits  qu'on  voudra),  et  la  conclusion  à  laquelle  nous  arri- 
verons n'en  serait  pas  changée.  Soit  donc  k  le  maximum  du  mo- 
dule dey^(^,  j^),  quand  x^Xy  sont  respectivement  sur  C  et  C|  ; 
ce  sera  aussi  le  maximum  du  module  de  cette  fonction  quand  x  et 
y  sont  à  l'intérieur  des  circonférences  précédentes. 

En  désignant  par  j^i  oly^  deux  valeurs  quelconques  dey  à  l'in- 
térieur de  C|,  on  a 

en  appliquant  le  théorème  des  accroissements  finis,  tel  qu'il  a  été 
étendu  par  M.  Darboux  aux  fonctions  d'une  variable  complexe; 
Xq  désigne  une  quantité  complexe  de  module  au  plus  égal  à  un,  et 
0  est  toujours  une  quantité  réelle  comprise  entre  zéro  et  un.  De 
l'égalité  précédente  on  conclut 

\n^>  yt)-n^,  yx)\=k\yt-yx\ 

De  plus,  la  continuité  de  la  fonction /( a:,  y)  est  uniforme  à  l'in- 
térieur des  cercles  C  et  C|,  ou  plus  exactement  à  l'intérieur  des 
cercles  de  rayon  a  —  £  et  6  —  y^,  que  nous  pouvons  pour  la  même 
raison  que  plus  haut  supposer  être  les  cercles  C  et  C|  eux-mêmes. 
On  pourra  donc,  étant  donnée  une  quantité)^  aussi  petite  que  l'on 
voudra,  déterminer  o  de  telle  sorte  que  pour 

|A:r|<S,         |A^|<5 
on  ait 

\f{x  -+-  A:r,  y  -^  A^)  —/{x,  y)\<l, 

pourvu,  bien  entendu,  que  le  point  x  -\-  A^,  y  -{-  Ly  soit  dans  le 
domaine  des  cercles  C  et  C|,  x  ei  y  étant  d'ailleurs  un  point  quel- 
conque de  cette  région. 

Ceci  posé,  soit  A  une  quantité  positive,  telle  que  Ton  ait  à  la 

fois 

A  S  a,        AM<6. 
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^^  envisageons  dans  le  plan  des  x  le  cercle  ayant  x^  pour  centre 

et  un  rayon  égal  à  A*,  x  désignant  un  point  à  rintérieur  de  ce 

cercle,  joignons  x^  et  x  par  une  droite;  l'équation  différentielle 

considérée  comme  limite  d'une  équation  aux  différences  va  nous 

cooduire  en  x  avec  une  valeur  parfaitement  déterminée. 

Partageons,  à  cet  effet,  le  segment  rectiligne  x^x^  en  un  certain 
nombre  de  parties 

Nous  formons  les  équations 

y\—y\    =  (^î— J?i)/(^i\  y\), 
• • » 

y  —yn-l  =(X   -^  Xa-i  )/{Xn-iy  J/t-i  ), 

qui  détermineront  y  en  fonction  de  Xo^yoi  -^i»  ^2y  •  •  •  »  ^n-f  H 
faut  seulement  s'assurer  que  les  valeurs  trouvées  pourri, j'^,  . . ., 
yn-î  sont  bien  toutes  contenues  dans  le  domaine  où  la  fonction 
est  définie.  On  a  d'abord  pour  j'i 

lri-rol<M|xi-a7o|<MA<6; 
pour  JK2?  on  3ura  de  même 

Irt  — ro  1<  M  I X,  —  aro  i  H-  M  I  ar,  —  xi  I  =  M  I  x,  —  xo  |<  MA  ^  6, 

et  ainsi  de  suite. 

On  a  donc  pour  y  une  expression  parfaitement  déterminée. 
Il  s'agit  de  démontrer  que  y  tend  vers  une  limite  déterminée, 
quand  tous  les  intervalles  tendent  vers  zéro,  leur  nombre  augmen- 
tant indéfiniment. 

Nous  allons  considérer  un  mode  de  subdivision  tel,  qu'on  passe 
d'un  système  d'intervalles  au  suivant  en  partageant  chacun  des  in- 
tervalles en  un  certain  nombre  de  parties.  La  démonstration  faite 
dans  ce  cas,  le  théorème  se  trouvera  démontré  pour  une  loi  quel- 
conque, d'après  un  mode  de  raisonnement  trop  connu  pour  qu'il 
soit  nécessaire  d'insister. 

Nous  allons  marquer  par  un  accent  le  second  mode  de  subdivi- 
sion, et  pareillement  les  valeurs  dey  seront  représentées  par  des 
lettres  accentuées. 
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Soil  rintervalle 

el  dans  le  second  mode  de  subdivision 

X/ — Xçiy  •••»  ^m»  •••»  ^n — ^a-t-l» 

Nous  aurons 

lym—y/ 1  <  I  ^'m—^'f  I  M  <  I  Xa^.l  —  ara  |  M. 

Nous  supposons  que  la  première  subdivision  a  été  prise  assez 
loin  dans  la  suite  pour  que 

I  ^«-Hi  —  a^a  |<  0         et         Ixa+i  — a;a|M<8, 

0  étant  la  quantité  positive  définie  précédemment,  correspondant 
à  une  quantité  X,  donnée  arbitrairement  aussi  petite  que  Ton 
voudra.  On  en  conclut  que 

(E)  i/(^;«,/m)-/(^;,y/)i<x. 

Or  on  a 

//-f i  —y/      =  (^/-f-i  —  x',)f{xt,  yi), 


yu—yn-i  =  {<i  —  ^«-i)/(^«-i»  yn-\)\ 

donc,  en  faisant  la  somme  et  se  servant  des  inégalités  (E),  il  vient 

le  module  de  6  étant  au  plus  égal  à  Tunité. 
D'ailleurs 

Il  résulte  des  égalités  précédentes 

y'n  —  yi^x^ y'i—  yoi-^  {J^'x^x  —  Jrai)\f(T,,  yf)—f(xa,  J^a)-+-6X]. 
D'autre  pari,  puisque  x]  =  Xa,  on  aura 

l/l-r'/,  V/)— /(Ta,  >'a)l<  A-|y— ^a| 
et  nous  arrivons  ainsi  enfin  à  Tinégalilé 

('^^  I  v;^— Va-i!  <  1//— Vai  -t-  l^a.!  — Ta|[A:|/,— jal  -+">']. 
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inéçalilé  fondamentale,  dont  nous  allons  maînlenanl  tirer  aisé- 
ment la  démonstration  de  Texistence  de  la  limite.  On  voit  qu'elle 
donne  une  limite  de  la  différence  des  valeurs  trouvées  pour  y  en 
^an-i  par  Je  premier  et  le  second  mode  de  subdivisions,  exprimée 
au  moyen  de  la  différence  des  valeurs  trouvées  pour  j^  en  Xa,.  On  a 
d'ailleurs  pour  a  =  o  (c'est-à-dire  en  ^o)^'o  =  .>^o- 

Cherchons  d'abord  à  déterminer  une  suite  de  quantités  positives 

\q=o,     Vj,     Vj,     ...,     Va,      ... 

donnée  par  la  loi  de  récurrence 

(3)  \oL+i  =  Vcx-+- 1  Xa^i  -  aral [  A: Va-+-  X ]. 

Les  inégalités  (2)  nous  montrent  tout  de  suite  qu'on  aura  l'inégalité 

1//»— Ja-HiKVa-hi. 

Or  l'évaluation  des  V  est  immédiate,  car  la  relation  (3)  peut  s'écrire 

Va-HiH-  j  =  ^Va-+-  -\[i-i-l:\xoL^i  —  Xa\] 

et  par  suite 

et,  puisque 

nous  pouvons  écrire 

Va-i-i<  t(«^''«+»~*o'— I)• 
Prenons  le  point  extrême  j:;  nous  aurons,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, en  désignant  par  y  la  valeur  à  laquelle  conduit  le  premier 
mode  de  subdivision,  et  par^'  celle  à  laquelle  conduit  le  second 
mode  : 

iy-ri<7.[«*''-'»'-ij- 

Donc,  puisque  le  second  membre  contient  X  en  facteur  et  tend 
par  suite  vers  zéro  avec  X,  on  en  conclut,  sans  qu'il  soit  nécessaire 
d'insister,  l'existence  de  la  limite. 

2.  Ainsi  nous  obtenons  par  le  calcul  précédent,  en  chaque 
point  X  du  cercle  de  rayon  A,  une   valeur  déterminée  pour  j\ 
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l^e  ravon  A  est,  comme  on  a  vu,  la  plus  petite  des  quanlilés 


b 
«    ^'    Si 


Il  ne  peut  être  admis,  sans  plus  d^explications,  que  la  succession 
des  valeurs  ainsi  trouvées  pour  y  donne  une  fonction  analytique 
de  X,  holomorphe  dans  le  cercle  de  rayon  A;  c^est  ce  que  nous 
nous  proposons  maintenant  d'établir. 

Il  est  tout  d*abord  évident  qu'à  Tintérieur  du  cercle  de  rayon 


a\i^e    »-") 


la  succession  des  valeurs  trouvées  pour  y  représente  une  fonction 
analytique  holomorphe,  car  cette  succession  de  valeurs  doit  néces- 
sairement coïncider  avec  celle  que  donne  le  développement  en 
série  de  Briot  et  Bouquet.  Il  faut  montrer  que  les  valeurs  trouvées 
pour  y  en  dehors  de  ce  cercle  sont  le  prolongement  analytique  de 
ce  développement. 

La  remarque  suivante  nous  sera  indispensable.  Je  considère  les 
cercles  Q%  elC,  de  rayon  a  —  c  et  6  —  Ti,  en  désignant  par  c  etTj  des 
quantités  fixes*  d'ailleurs  aussi  petites  que  Ton  voudra.  Soit  x^  et 
)',  un  système  de  valeurs  de  x  eVy  à  l'intérieur  de  ces  cercles;  la 
fonction  y^x«^v^  sera  holomorphe  à  Fintérieur  de  cercles  ayant. 
rt*spei*tivemenl  pour  centre  x%  ety^  et  pour  rayon  c  et  tj.  Donc,  à 
rintérieur  du  cercle  ayant  x%  pour  centre  et  pour  rayon 


^.  \ 


5  =  £li-r    ""}, 

r(S)uution  ditIVrontlello  donnera  un  développement  convergent.^ 
iVci  dit.  je  considère  le  cercle  F  ayant  pour  centre  x^  et  un  rayo 

I  -^M 

A  rinlcrieur  de  ce  cercle  nous  avons*  d*après  BrIot  et  Bouquet, 
un  dcxeloppomont  cv^nverp^nt  procédant  suivant  les  puissances 
ii\Mssaulcs  do  .r  — x,  :  li  valeur  de  y  correspondant  à  une  valeur  - 
quelconque  do  x  donnera  dans  le  plan  des^  un  point  à  Fintérieu  j 
diioor\^loi\,  Ohervhons  à  étendre  le  développement  précédej 
ou  doiior^  du  oorvlo  F:  nous  prendrons  à  cel  efle^  un  point  X| 
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rîntérieur  de  F,  mais  aussi  rapproché  que  Ton  voudra  de  la  cir- 
conférence du  cercle.  Nous  pourrons,  d'après  ce  qui  précède, 
obtenir  un  développement  convergent  à  i*intérieur  d'une  circon- 
férence Fi  de  rayon  p,  ayant  X\  pour  centre;  le  cercle  Fi  sortira 
da  cercle  F  et  nous  aurons  ainsi  un  prolongement  de  la  fonction 
hors  du  cercle.  En  prenant  ainsi  une  succession  de  points  X\^  tou- 
jours à  la  même  distance  de  x^^  nous  aurons  une  succession  de  cir- 
conférences F|,  et  l'intégrale,  dont  nous  sommes  parti  en  :ro,  sera 
manifestement  holomorphe  dans  l'enveloppe  extérieure  F'  de  ces 


circonférences.  Pour  que  cette  extension  présente  de  l'inlérêt,  il 
faut  que  nous  puissions  raisonner  sur  F'  comme  nous  aidons 
raisonné  sur  F.  Il  faut  donc  que,  pour  tous  les  points  de  la  cou- 
ronne annulaire  entre  F  et  F',  la  valeur  correspondante  de  ^  soit  à 
rîntérieur  du  cercle  C,  de  rayon  b  —  v)  ;  or  je  vais  montrer  qu'il 
en  est  ainsi,  si  le  rayon  du  cercle  F'  est  inférieur  à  la  plus  petite 
des  quantités 

(3)  a-£    et    — ^. 

Le  fait,  qui  est  loin  d'être  évident  si  l'on  reste  dans  l'ordre  d'idées 
de  Briot  et  Bouquet,  est  immédiatement  mis  en  évidence,  quand 
on  se  reporte  au  paragraphe  précédent.  On  peut  toujours,  en  effet, 
supposer  que  l'on  va  du  point  Xq  à  un  point  x  du  cercle  F'  par  le 
chemin  rectiligne,  et  calculer  la  valeur  dejK  par  la  méthode  pré- 
cédente; la  valeur  de^',  ainsi  calculée,  sera  telle  que 

Nous  pouvons  donc  raisonner  sur  le  cercle  F'  comme  sur  le  cercle 
r,  la  valeur  de  p  restant  toujours  la  même.  Du  cercle  F'  nous 
passerons  à  un  troisième  cercle  F"  cl  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que 
le  rayon  de  ces  cercles  successifs  devienne  égal  à  la  plus  petite 
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des  quantités  (3).  Mais,  puisque  e  et  T^  sont  deux  quanlîlés  indé- 
pendantes, aussi  petites  que  Ton  voudra,  il  s'ensuit  bien,  comme 
nous  l'avions  annoncé,  que  ^intégrale  de  Véquation  différen- 
tielle qui,  pour  X  ^=-  Xq^  prend  la  valeur  y ^  est  holomorphe  à 
V  intérieur  du  cercle  ayant  pour  rayon  la  plus  petite  des  quan- 
tités 

(4)  a    et    ^. 

11  est  bien  aise  de  voir  que,  dans  tous  les  cas,  ce  nouveau  rayon 
de  convergence  pour  la  série  de  Taylor,  représentant  rinlégrale, 

sera  supérieur  à  l'expression  a  \^i — e  '""/donnée  par  Briot  et 
Bouquet.  La  chose  est  évidente  si  c'est  a  la  plus  petite  des  expres- 
sions (4).  Dans  le  cas  où  ce  serait  -jrry  nous  avons  à  vérifier  que 

a(i-e"«'^)<^, 
ce  qui  revient  à  voir  que,  pour  x  positif,  on  a 

inégalité  manifestement  vérifiée. 

Les  considérations  développées  dans  cet  article  s*étendent 
d'elles-mêmes  à  un  système  d'équations  différentielles  ou  à  une 
équation  différentielle  ordinaire  d'ordre  quelconque. 
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LÉVy  (M.)-  —  Sur  le  principe  de  l*ënergik.  29  p.  in-8'';  Paris,  Gauthier- 
Villars,  1888. 

C'est  une  Leçon  faite  au  Collège  de  France  il  y  a  quelques  an- 
nées; parla  hauteur  des  vues,  la  simplicité  des  démonstrations, 
rîotérét  et  la  netteté  des  exemples,  elle  méritait  assurément  d'être 
conservée,  et  il  faut  remercier  Tauteur  de  l'avoir  donnée  à  Tira- 
pression. 

Après  avoir  distingué  les  deux  énergies,  potentielle  et  ciné- 
tique, il  en  établit  les  expressions  mathématiques;  quelques 
exemples  éclaircissent  les  définitions.  L'objet  de  la  théorie  de 
Ténergie,  c'est  l'étude  des  lois  qui  régissent  la  transformation 
mutuelle  de  Ténergie  cinétique  et  de  l'énergie  potentielle,  ainsi 
que  la  transmission  d'énergie  d'un  système  matériel  à  un  autre. 
Ces  lois  se  résument  dans  le  principe  de  la  conservation  de  l'é- 
nergie. L'énumération  des  éléments  qui  définissent  Yétat  d'un 
système  matériel,  la  définition  du  cycle  et  de  l'équivalent  méca- 
nique de  la  chaleur,  terminent  la  Leçon. 

Je  demande  la  permission  de  faire  à  Fauteur  une  critique  qui, 
cela  va  sans  dire,  n'a  rien  de  scientifique  :  «  Si  l'on  considère, 
dit-il,  le  système  matériel  formé  par  l'univers,  il  n'est  en  commu- 
nication avec  aucun  autre  système;  donc  son  énergie  totale  est  im- 
muable. »  A  mon  avis,  de  pareilles  spéculations  ne  sont  permises 
qu'à  ceux  qui  supposent  que  l'univers  matériel  est  fini.  Assuré- 
ment, je  n'entends  point  contester  la  légitimité  de  cette  supposi- 
tion ou  d'une  autre;  mais  je  pense  qu'il  serait  bon  qu'un  homme 
ayant  l'autorité  de  M.  Maurice  Lévy  voulût  bien  dire  nettement 
qu'elle  est  indispensable  pour  la  grosse  conséquence  qu'il  affirme  : 
je  regrette  qu'il  n'ait  pas  saisi  cette  occasion,  car  sa  Leçon  sera 
lue  sans  doute  par  quelques  philosophes,  qui  l'auraient  peut-être 
cru  sur  parole.  J.  T. 


Bull,  des  Sciences  malhém.,  2*  série,  t.  XII.  (Juillet  188H.)  iJ 
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KŒHLER.  —  ExERcicBS  de  Géométrie  analytique  bt  de  Gbométbib  su- 
périeure (Questions  et  solutions).  2  vol.  in-8".  Paris,  Gauthier- Villars. 

L'auteur  destine  ce  Recueil  aux  élèves  de  Mathématiques  spé- 
ciales et  aux  candidats  à  ragrégalion  ;  et  il  est  vrai  de  dire  que 
Tabsence  d'un  Ouvrage  de  ce  genre  se  faisait  vivement  sentir.  On 
trouvera  dans  celui-ci  un  nombre  considérable  d'énoncés  de  pro- 
blèmes portant  sur  toutes  les  parties  de  la  Géométrie  analytique; 
chacun  de  ces  énoncés  est  suivi  d'indications  brèves,  mais  large- 
ment suffisantes  pour  rétablir  in  extenso  la  solution  du  problème. 
On  verra  d'ailleurs,  par  l'aperçu  rapide  que  nous  allons  essayer 
d'en  donner^  que  l'auteur  est  allé  bien  au  delà  des  limites  tracées 
par  les  programmes  officiels. 

PREMIÈRE  PARTIE.  —  Géométrie  plane. 

Le  Chapitre  I  renferme  des  problèmes  sur  le  cercle.  On  y  trouve 
tout  d'abord  une  étude  intéressante  du  quadrilatère  inscrit  dans 
un  cercle  et  circonscrit  à  un  autre,  du  triangle  inscrit  (ou  circon- 
scrit) à  un  cercle  et  polaire  conjugué  par  rapport  à  un  autre. 
Viennent  ensuite  divers  problèmes  où  figurent  des  cercles  ou  qui 
donnent  des  cercles  comme  solutions  :  lieu  des  centres  des  trian- 
gles équilaléraux  circonscrits  à  un  triangle  donné,  lieu  des  sommets 
des  triangles  circonscrits  à  un  cercle  et  dont  le  point  de  concours 
des  hauteurs  est  fixe,  problèmes  sur  les  systèmes  de  deux  cer- 
cles, etc. 

Dans  les  Chapitres  II  et  III,  on  fait  des  applications  de  l'étude 
des  coniques  sur  leurs  équations  réduites.  Nous  y  trouvons  d'abord, 
à  l'égard  de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole,  des  problèmes  sur  les  tan- 
gentes, les  pôles  et  polaires,  les  diamètres,  les  triangles  inscrits 
et  circonscrits,  comme  ceux-ci  ;  inscrire  dans  une  ellipse  des 
triangles  d'aire  maximum,  circonscrire  à  une  ellipse  des  triangles 
d'aire  minimum.  Nous  passons  ensuite  aux  propriétés  locales  de 
l'ellipse  et  de  l'hyperbole,  dans  l'étude  desquelles  il  est  fait  usage, 
suivant  les  cas,  des  coordonnées  rectilignes  ou  des  coordonnées 
polaires.  Enfin,  dans  un  paragraphe  spécialement  consacré  «à  la 
parabole,  Tauleur  donne  plusieurs  exemples  de  la  détermination 
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ne  parabole  par  quatre  conditions  (comme  trois  points  ou  trois 

pentes  et  la  direction  de  l'axe,  trois  tangentes  et  le  foyer),  et 

I<3ule  chaque  fois  son  paramètre.  Ici  encore,  les  coordonnées 

I  aires  fournissent  des  démonstrations  élégantes  de  certaines  pro- 

i^tés  focales.  —  Vient  ensuite  la  question  des  normales.  Dans  le 

»    de  l'ellipse,  la  condition  pour  que  les  normales  en  trois  points 

i  ^nt  concourantes,   ainsi  que  la  relation  entre   les   pieds  des 

cf  «-a  Sitre  normales  issues  d'un  point,  est  du  plus  grand  usage  dans 

c^^  E-Ec  théorie  :  surtout  si  on  la  rapproche  de  l'égalité  bien  connue 

i   exprime  que  quatre  points  d'une  ellipse  sont  sur  un  cercle.  Il 

<]e  soi  qu'un  point  de  l'ellipse  est  défini  par  son  angle  d'ano- 

lie.  Dans  le  cas  de  la  parabole,  un  point  de  la  courbe  est  défini 

s  ambiguïté  par  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  ce 

:  Jit.  Ici  encore,  la  condition  pour  que  les  normales  en  trois 

i  nts  soient  concourantes  est  très  utile  à  considérer.  Enfin  l'auteur 

^ache   au  même  Chapitre  des  problèmes  sur  les  triangles   in- 

its  dans  une  conique  et  circonscrits  à  une  autre. 

ans  les  Chapitres  IV  et  V,  on  étudie  les  coniques  définies  par 

uation  générale  du  second  degré.  L'auteur  adopte  la  notation 

laise  (ax^'+-  6^^+  c^'-i-  'i/yz  +  ^gzx-i-  ihxy  =  o),  qu'il 

«rde  avec  raison  comme  plus  symétrique  que  l'autre;  il  repré- 

te  en  outre,  ce  qui  est  assez  naturel,  le  mineur  du  discriminant 

tif  à  une  petite  lettre  par  la  grande  lettre  correspondante.  Fai- 

s  observer  aussi  qu'il  arrive  à  Téquation  générale  des  coniques 

ofocales  à  une  conique  donnée  par  la  voie  la   plus  simple, 

sistant  à  partir  des  coordonnées  tangentielles.  Enfin  ces  deux 

ipitres  renferment  de  nombreux  exemples  d'équations  géné- 

8  de  coniques  assujetties  à  quatre  conditions,  ainsi   que  des 

de  points  remarquables  (centres,  foyers,  sommets)  et  des 

*^  "^i^eloppes  de  droites  remarquables  (directrices,  asymptotes,  axes, 

^*^^45entes  au  sommet,  etc.).  Plusieurs  de  ces  problèmes  sont  ré- 

^  *  ^js  géométriquement.  —  Dans  le  Chapitre  V,  certaines  des  condi- 

^^^•15  données  se  rapportent  [)lus  particulièrement  à  la  nature  de 

*  ^^  tersection  de  la  conique  avec  une  conique  déterminée  :  elle 

^^^  ^  t,  par  exemple,  lui  être  tangente,   ou  bilangente,    ou  oscula- 


{ 


lies  quatre  derniers  Chapitres,  qui  forment  plus  de  la  moitié  de 
^^uvrage,  renferment  des  développements  sur  les  coordonnées 
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triljnéaires,  la  théorie  géométrique  des  coniques  et  les  courbes 
d'ordre  supérieur,  sujets  sur  lesquels  on  s'étend  peu  dans  les  cours. 
Les  coordonnées  trilinéaires  tiennent  les  Chapitres  VI  et  VII.  Le 
Chapitre  VI  contient  une  collection  très  complète  des  formules, 
relatives  à  la  ligne  droite  et  aux  coniques,  dont  on  peut  avoir  à  se 
servir  dans  les  applications;  l'auteur  ne  s'v  est  pas  restreint, 
comme  on  le  fait  d'habitude,  aux  questions  où  n'interviennent  que 
des  propriétés  descriptives.  Il  montre  d'abord  comment  on  peut 
passer  des  coordonnées  cartésiennes  aux  coordonnées  trilinéaires, 
et  inversement.  Puis  viennent  les  formules  relatives  à  la  ligne 
droite,  à  l'angle  de  deux  droites,  aux  perpendiculaires;  les  coor- 
données tangentielles  s'introduisent  ensuite  naturellement  à  propos 
de  la  question  de  la  distance  d'un  point  à  une  droite.  Passant  en- 
suite à  la  théorie  des  coniques,  l'auteur  fait  la  distinction  du  genre 
par  une  fonction  y  de  tous  les  coefficients.  Puis  on  traite  les 
questions  suivantes:  pôle  d'une  droite  par  rapport  à  une  conique 
(cas  particulier  :  centre  de  la  conique);  équation  quadratique  des 
asvmptoles;  conditions  pour  que  Féquation  générale  représente 
un  cercle;  axes  d'une  conique;  fojers  et  directrices.  — Toutes  ces 
formules  se  trouvent  appliquées  dans  le  Chapitre  VIL  Nous  y 
trouvons  d'abord  des  exercices  sur  la  droite  et  sur  le  cercle  :  droites 
remarquables  du  triangle  de  référence;  cercles  remarquables; 
propriétés  du  cercle  des  neuf  points;  étude  et  propriétés  du  cercle 
de  Brocard.  Parmi  les  problèmes  sur  les  coniques,  nous  relevons 
les  suivants  :  ellipse  minimum  circonscrite  à  un  triangle,  ellipse 
maximum  inscrite;  étude  des  coniques  tangentes  à  quatre  droites; 
problèmes  sur  les  coniques  bitangenles.  Le  Chapitre  se  termine 
par  des  applications  du  Chapitre  XVIII  du  Traité  des  sections 
coniques  de  M.  Salmon  :  Invariants  et  covariants  des  systèmes 
de  coniques. 

Je  signale,  pour  terminer,  à  la  fin  du  Chapitre  VIII,  une  étude 
très  intéressante  sur  les  triangles  et  polygones  dont  les  côtés  en- 
veloppent des  coniques  et  dont  les  sommets  se  meuvent  sur  d'au- 
tres coniques  fixes. 
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SECONDE  PARTIE.  —  Géométrie  de  l'espace. 

Les  divisions  de  ce  second  Volume  correspondent  à  peu  près  à 
celles  du  premier.  Ainsi  le  Chapitre  1  est  consacré  à  la  sphère; 
l'auteur  y  étudie,  avec  beaucoup  de  symétrie,  les  propriétés  des 
systèmes  de  sphères  ayant  même  plan  radical,  ayant  même  axe 
radical,  coupant  deux  sphères  fixes  sous  des  angles  constants,  cou- 
pant trois  sphères  fixes  sous  le  même  angle,  etc.  —  Mais  un  Chapitre 
spécial,  le  Chapitre  II,  s'occupe  des  cônes  et  c^'lindres  du  second 
degré.  Ce  Chapitre,  dans  la  rédaclion  duquel  Fauteur  s*est  inspiré 
de  la  Géométrie  supérieure  de  Chasles,  renferme  un  grand  nombre 
de  questions  intéressantes.  Cilons-cn  quelques-unes  :  angle  des 
droites  d'intersection  d'un  plan  et  d'un  cône;  cônes  de  révolution 
tangents  aux  faces  d'un  trièdre,  ou  passant  par  les  arêtes  d'un 
irièdre;  étant  donné  un  cône  capable  de  trièdres  trireclangles, 
trouver  le  Heu  de  la  droite  d'intcrseclion  des  plans  normaux  au 
cône  suivant  les  trois  arêtes  d'un  de  ces  trièdres.  Viennent  ensuite 
des  énoncés  où  figurent  à  la  fois  les  plans  cycliques  et  les  plans 
tangents  au  cône.  Enfin  on  introduit  les  lignes  focales  par  cette 
propriété  caractéristique,  que  les  pieds  des  perpendiculaires  abais- 
sées d'un  point  de  l'une  d'elles  sur  les  plans  tangents  au  cône 
sont  sur  une  courbe  plane  (qui  ne  peut  être  qu'un  cercle),  et  l'on 
étudie  leurs  autres  propriétés. 

Quant  aux  quadriqnes  rapportées  à  leurs  axes,  elles  tiennent  les 
Chapitres  111,  IV  et  V  de  l'Ouvrage.  Voici  Tordre  suivi  dans  celle 
étude  :  on  s'occupe  d'abord  des  plans  tangents  à  un  ellipsoïde, 
des  asymptoles  à  un  hyperboloïde,  enfin  des  cônes  et  des  cylin- 
dres circonscrits  à  l'ellipsoïde.  Puis  viennent  les  diamètres  et  les 
plans  diamétraux  :  citons  l'élude,  très  bien  faile,  des  propriétés 
des  diamètres  conjugués  é;;au\  dans  l'ellipsoïde. —  Nous  passons 
ensuite  aux  sections  planes  des  quadriques  ;  je  signale,  dans  cet 
ordre  d'idées,  les  questions  suivantes  :  aire  de  la  section  d'un  ellip- 
soïde par  un  plan  sécant  quelconque,  et  applications;  équation 
aux  carrés  des  demi-axes  d'une  section  centrale,  et  apj>lications, 
notamment  à  la  recherche  des  plans  coupant  un  hvperboloïde  sui- 
vant une  hyperbole  équilalère;  équations  des  axes  d'une  section 
plane  quelconque  d'un   ellipsoïde;   lieu  des  fovers  des  sections 
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centrales  d'un  ellipsoïde.  Le  Chapitre  IV  se  termine  par  l'élude 
des  génératrices  reclilignes  de  rhvperboloïde  à  une  nappe.  Pre- 
nant les   équations  des    génératrices    sous    la  forme    commode 

-  = -sina  4- cosa,  ~  = — -  cosa -j- sina,  on  traite  différentes 
a        c  oc  ' 

questions  concernant  la  perpendiculaire  commune  à  deux  généra- 
trices d'un  même  système.  Enfin  on  donne,  avec  Painvin,  le  lieu  des 
sommets  des  trièdres  trireclangles  dont  les  arêtes  sont  normales 
à  un  hyperboloïde  à  une  nappe  donné.  —  Dans  le  Chapitre  V,  l'au- 
teur s'occupe  des  normales  à  l'ellipsoïde.  Il  montre  que  les  pieds 
des  six  normales  issues  d'un  point  sont  sur  une  cubique  gauche 
passant  par  ce  point  et  par  le  centre  de  Tellipsoïde;  cette  cubique 
est  la  même  pour  toutes  les  surfaces  homolhétiques  et  concentri- 
ques à  la  proposée.  Il  s'occupe  ensuite  de  la  surface  normopolaire 
de  M.  Desboves,  qu'il  définit  comme  le  lieu  des  points  tels  que, 
sur  la  section  de  l'ellipsoïde  par  le  plan  polaire  de  chacun  d'eux,  on 
puisse  trouver  les  pieds  de  trois  normales  concourantes.  Enfin  ce 
Chapitre  se  termine  par  des  exercices  sur  les  surfaces  homofocales 
et  sur  les  focales  d'une  quadrique;  la  question  de  la  détermination 
des  axes  et  des  lignes  focales  d'un  cône  circonscrit  à  une  qua- 
drique s'y  trouve  très  bien  traitée.  —  Je  signale,  pour  terminer,  le 
complexe  du  second  ordre  le  plus  simple  de  tous  : 

a^  Pp  -H  6'  Q  ^  -H  c*  R  r  =  o, 

queTauleur  introduit  par  trois  fois  dans  les  Chapitres  qui  précè- 
dent: I®  comme  complexe  des  droites  perpendiculaires  à  leurs 
conjuguées  par  rapport  à  un  ellipsoïde;  2®  comme  complexe  des 
droites  telles  que  chacune  d'elles  soit  un  des  axes  d'une  des  sec- 
tions de  l'ellipsoïde  qui  passent  par  cette  droite;  3°  comme  com- 
plexe des  normales  à  une  famille  de  quadriques  homofocales. 

J'arrive  maintenant  au  Chapitre  VI,  consacré  aux  quadriques 
représentées  par  l'équation  générale  du  second  degré.  Il  s'ouvre 
par  des  formules  générales,  comme  celles  qui  expriment  que  la 
quadrique  est  un  paraboloïde  ou  un  cylindre  de  révolution;  puis 
viennent  des  problèmes  sur  les  surfaces  circonscrites,  bitan- 
genles,  etc.  Parmi  les  questions  variées  qui  suivent,  je  cite  celles- 
ci  :  On  donne  un  hyperboloïde  à  une  nappe  et  une  quadrique 
concentrique;  à  quelles  conditions  chaque  génératrice  de  Thyper- 
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boloïde  est-elle  perpendiculaire  à  sa  conjuguée  par  rapport  à  la 
quadrique?  Tétraèdres  maxima  inscrits  dans  un  ellipsoïde,  tétraè- 
dres minima  circonscrits.  Mouvement  d'une  droite  dans  lequel 
quatre  de  ses  points  se  meuvent  sur  les  faces  d'un  tétraèdre 
(Mannheim). 

Ce  Chapitre  et  le  précédent  contiennent  en  outre  la  résolution 
d*un  grand  nombre  de  problèmes  proposés,  soit  au  concours  gé- 
néral, soit  à  l'agrégation. 

Le  Volume  se  termine  par  un  Chapitre  consacré  aux  coordon- 
nées tétraédriques  et  à  leurs  applications.  L'auteur  y  donne  d'abord 
les  formules  qui  permettent  d'exprimer  les  éléments  du  tétraèdre 
de  référence  en  fonction  des  six  arêtes;  puis  il  indique  les  for- 
mules de  passage  des  coordonnées  cartésiennes  aux  coordonnées 
tétraédriques,  et  inversement.  On  passe  ensuite  aux  formules  re- 
latives au  plan,  à  propos  duquel  s'introduisent  les  coordonnées 
tangentielles,  puis  à  la  droite.  Enfîn,  dans  l'étude  des  quadriques, 
on  suit  un  ordre  entièrement  semblable  à  celui  du  premier  Volume. 
Ces  formules  donnent  lieu  à  un  grand  nombre  d'exercices  intéres- 
sants, parmi  lesquels  nous  signalons  ceux-ci  :  point  dont  la  somme 
des  carrés  des  distances  aux  faces  d'un  tétraèdre  est  minimum; 
point  dont  la  somme  des  distances  aux  sommets  d'un  tétraèdre  est 
minimum;  étude  des  sphères  tangentes  aux  faces  d'un  tétraèdre,  et 
des  vingt-huit  droites  qui  joignent  leurs  centres  deux  à  deux; 
ëtude  spéciale  des  tétraèdres  dont  les  arêtes  opposées  sont  rectan- 
gulaires; conditions  auxquelles  doit  satisfaire  un  tétraèdre  pour 
qu'il  y  ait  une  sphère  tangente  aux  six  arêtes;  propriétés  d'un 
tétraèdre  dans  lequel  les  trois  nombres  obtenus  en  faisant  le  pro- 
duit de  deux  arêtes  opposées  sont  égaux. 

En  résumé,  il  faut  savoir  gré  à  M.  Rœhler  du  travail  considé- 
rable qu'a  dû  lui  coûter  son  Livre,  destiné  certainement  à  rendre 
de  grands  services  dans  l'enseignement. 


»<M>«4 
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POKROVSKY.  —  Théorie  des  fonctions  ultra-elliptiques  de  la  première 
CLASSE.  In-8°,  234  p.  Moscou,  1887.  Extrait  du  Mat hemat'is cites kjr  Sbnrnik^ 
t.  XIII. 

Sur  ma  proposition,  la  Faculté  des  Sciences  physico-mathéma- 
tiques de  Moscou  présenta,  pour  le  concours  du  prix  Braschmartrij 
la  question  suivante  :  Faire  Vaperçu  critico-his torique  de  la 
théorie  des  fonctions  ultra-elliptiques  et  la  perfectionner  en 
un  certain  point. 

D'après  mon  Rapport,  le  prix  a  été  décerné  à  un  de  mes  anciens 
élèves,  le  jeune  savant  Pokrovsky. 

Les  fonctions  ultra-elliptiques  forment  un  cas  particulier  des 
fonctions  abélienncs,  et  la  théorie  des  fonctions  ultra-elliptiques 
de  la  première  classe,  exposée  par  l'auteur,  est  un  problème  parti- 
culier de  la  théorie  générale  des  fonctions  ultra-elliptiques. 

L'auteur  nomme  fonctions  ultra-elliptiques  de  la  première 
classe  des  fonctions  qui  contiennent,  sous  le  signe  d'intégra- 
tion, la  racine  carrée  d'un  polynôme  du  cinquième  ou  du  sixième 
degré. 

C'est  aux  travaux  d'Abel  et  de  Jacobi  que  la  Science  doit  la 
création  et  le  développement  de  la  théorie  des  fonctions  abé- 
lienncs. 

En  1828  et  1829,  Abel  exposa,  dans  le  Journal  de  Crelle,  la 
théorie  générale  de  ces  fonctions.  D'après  cette  théorie,  une 
somme  déterminée  d'intégrales  de  la  forme  ffi^^i  y)dx^  /*  dé- 
signant une  fonction  rationnelle  de  jc  etde^,  et  y  une  racine  d'une 
équation  algébrique  quelconque,  dont  les  coefficients  sont  des 
fonctions  rationnelles  de  x,  peut  s'exprimer  à  l'aide  des  fonctions 
algébriques  et  logarithmiques. 

Ce  théorème  se  trouve  exposé  dans  les  deux  Mémoires  suivants  : 
1**  Remarques  sur  quelques  propriétés  générales  d'une  cer- 
taine sorte  des  fonctions  transcendantes;  a'*  Démonstration 
d^ une  propriété  générale  d'une  certaine  classe  des  fonctions 
transcendantes  (Abel,  Œuvres  complètes,  Christiania,  t.  I; 
1881). 

Legendre  appela  ces  Mémoires  monumentum  œre  perennius 
et  proposa  de  donner  aux  nouvelles  transcendantes  le  nom  de 
fonctions  abélienncs. 
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Le  problème  de  l'inversion  des  fonctions  abéliennes  fut  posé 
par  Jacobi,  qui  consacra  à  ces  transcendantes  une  série  de  Mé- 
moires, parmi  lesquels  le  Mémoire  intitulé  :  De  functionibiis 
duarum  variabilium  quadrupliciter  periodicis ,  mérite  une 
attention  particulière.  Dans  ces  Mémoires,  Jacobi  détermine  le 
nombre  de  périodes  dans  les  intégrales  de  première  espèce, 
établit  le  théorème  de  Taddition  des  intégrales  de  seconde  et 
de  troisième  espèce  ainsi  que  la  proposition  relative  à  Féchange 
du  paramètre  avec  l'argument  dans  les  intégrales  de  troisième 
espèce.  Il  propose  de  considérer  simultanément  plusieurs  inté- 
grales ultra-elliptiques  et  pose  le  principe  des  périodes  compa- 
tibles ou  des  modules  de  périodicité. 

La  question  de  la  recherche  des  fonctions  inverses  des  intégrales 
abéliennes,  proposée  par  Jacobi,  est  connue  sous  le  nom  de  pro- 
blème de  Jacobi, 

Par  ses  fonctions  2r  et  par  une  méthode  particulière  d'exposition 
de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  Jacobi  prépara  les  maté- 
riaux pour  la  résolution  du  problème  de  V inversion  des  fonctions 
abéliennes,  sans  le  résoudre  complètement  lui-même.  Dans  les 
leçons,  professées  pendant  la  dernière  période  de  sa  carrière  scicn- 
tiGque,  Jacobi  exposa  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  par  une 
méthode  qui  a  pu  être  étendue  au  cas  des  transcendantes  supé- 
rieures. 

Ces  Leçons,  rédigées  par  Borchardt,  furent  publiées  sous  le  titre  : 
Théorie  der  elliplischen  Functionen  ans  den  Eigenschaften 
der  Thetareihen  abgeteilet.  [Jacobins  IVerke,  t.  L) 

En  prenant  dans  toutes  ses  Leçons,  pour  point  de  départ,  les 
fonctions  2r,  Jacobi  arrive  aux  différentielles  elliptiques. 

Il  parvient  à  cette  inversion  de  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques à  l'aide  d'une  formule  fondamentale,  qui  découle  d'un 
principe  fort  simple.  Par  la  multiplication  de  quatre  transcen- 
dantes 3,  de  même  forme  et  ayant  les  mêmes  modules,  mais  des 
arguments  différents,  on  obtient  une  relation  linéaire  entre  des 
produits  de  fonctions  S,  chaque  produit  étant  formé  de  quatre 
transcendantes  du  même  type  et  avec  un  module  variable. 

La  première  solution  du  problème  de  Jacobi  fut  donnée  simulta- 
nément par  Gœpel  et  Ilosenhain.  Elle  repose  sur  une  généralisa- 
tion des  fonctions  de  Jacobi  2?  et  de  sa  méthode  d'exposition  de  la 


iG6  PREMIÈRE  PARTIE. 

théorie  des  foDClioDS  elliptiques.  Le  Mémoire  de  Gœpel  parut 
dans  le  Journal  de  C relie  en  1847,  sous  le  litre  :  Theoriœ 
transcendentium  abelianarum  priini  ordinis  adumbratio  levis 
(C relie  Journal,  t.  XXXV).  En  1846,  Rosenhain  adressa  pour 
le  concours  du  prix  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  le  Mé- 
moire suivant  :  Mémoire  sur  les  fonctions  de  deux  variables  et 
à  quatre  périodes.  Ce  Mémoire  fut  publié  en  i85 1  dans  le  tome  XI 
des  Mémoires  des  Savants  étrangers. 

Goepel  et  Rosenhain  donnent  la  solution  du  problème  de  Jacobi 
relatif  à  l'inversion  des  fonctions  ultra-elliptiques  de  la  première 
classe. 

Dans  l'étude  des  fonctions  2r  à  deux  arguments,  Goepel  et  Ro- 
senhain, après  avoir  étudié  les  propriétés  de  ces  fonctions  par  des 
méthodes  qui  ne  diffèrent  que  dans  les  détails  de  l'exposition, 
donnent  ensuite  l'application  de  ces  fonctions  à  la  transformation 
des  fonctions  ultra-elliptiques  de  la  première  classe. 

A  cause  de  l'importance  des  fonctions  3,  les  savants  se  sont  par- 
ticulièrement attachés  à  l'étude  de  leurs  propriétés. 

Parmi  les  travaux  sur  la  théorie  des  fonctions  2r  à  deux  argu- 
ments, méritent  un  intérêt  tout  particulier  ceux  de  M.  Hermite  : 
a.  Extrait  de  deux  Lettres  à  Jacobi;  b.  Sur  la  théorie  de  la 
transformation  des  fonctions  abéliennes  (Comptes  rendus  de 
l'Académie  des  Sciences,  t.  XL).  Il  faut  aussi  citer  les  travaux  de 
Koenigsberger  :  Ueber  die  Transformation  der  Abel'schen 
Functionen  erster  Ordnung,  t.  6i  et  60). 

La  théorie  des  fonctions  abéliennes  fut  considérablement  avancée 
par  les  recherches  de  Riemann,  publiées  en  1867  dans  le  Journal 
de  C  relie  [Riemann,  Théorie  der  A  bel'  schen  Functionen  {C  relie 
Journal,  t.  54)]. 

La  représentation  géométrique  de  Riemann  permit  de  lier  com- 
plètement la  théorie  des  fonctions  non  monodromes  à  celle  des 
fonctions  monodromes. 

L'étude  de  la  connexion  d'une  surface,  introduite  par  Riemann, 
l'aida  à  caractériser  une  surface  par  l'ordre  de  sa  connexion.  Le 
problème  de  Riemann  consistait  dans  la  recherche  des  systèmes  de 
fonctions  algébriques  et  de  leurs  intégrales  également  ramifiées, 
c'est-à-dire  qui  peuvent  élre  étendues  uniformément  à  une  même 
surface  de  Riemann. 
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Riemann  partage  les  intégrales  abéliennes  en  classes.  A  chaque 
classe  correspond  une  surface  déterminée  de  Riemann. 

Ayant  ramené  la  surface  donnée,  dont  la  connexion  est  d'ordre 
2/?  -f-  I ,  à  des  surfaces  de  connexion  simple  à  Faide  de  ip  sections, 
il  considère  les  fonctions  qui  jouissent  de  la  propriété  d'admettre 
des  différences  données  sur  2/?  sections.  Il  partage  les  fonctions 
non  monodromes  et  les  intégrales  abéliennes  de  la  même  classe, 
qui  leur  correspondent,  en  trois  espèces. 

D'après  Riemann  y  il  existe  trois  espèces  de  fonctions  :  toutes  ces 
fonctions  jouissent  de  la  propriété  commune  d'admettre  sur 
2/>  sections  des  différences  constantes,  dont  les  parties  réelles 
peuvent,  d'après  le  principe  de  Dirichlet,  être  des  quantités  choisies 
à  volonté;  les  différences  forment  2/?  systèmes  de  périodes  com- 
patibles. Sur  tout  le  reste  de  la  surface  de  Riemann  ces  fonctions 
sont  monodromes.  De  plus,  les  fonctions  de  première  espèce  sont 
partout  continues,  les  fonctions  de  deuxième  espèce  ont  une  dis- 
continuité déterminée  en  un  seul  point,  enfin  les  fonctions  de 
troisième  espèce  admettent  une  ligne  déterminée  de  discontinuité. 
Conformément  à  cette  division,  à  chaque  surface  donnée  corres- 
pondent trois  espèces  d'intégrales  abéliennes. 

L'ensemble  des  systèmes  de  fonctions  algébriques  également 
ramifiées  et  de  leurs  intégrales  forme,  d'après  Riemann,  une 
classe.  On  peut  partager  toutes  les  intégrales  abéliennes  en  classes  et 
à  chaque  classe  correspond  une  surface  déterminée  de  Riemann. 

Pour  une  surface  donnée  de  Riemann,  tous  les  systèmes  d'inté- 
grales peuvent  s'exprimer  à  l'aide  des  trois  espèces  d'intégrales 
abéliennes,  qui  existent  toujours  pour  cette  surface. 

Riemann  a  aussi  introduit  la  considération  des  intégrales  nor- 
males de  première  espèce;  mais  il  n'a  point  donné  les  intégrales 
normales  de  deuxième  et  de  troisième  espèce. 

Il  compléta  ses  recherches  sur  les  intégrales  abéliennes,  en 
étudiant  quelques  propriétés  des  fonctions  2r  à  /?  arguments. 

Il  indique  le  rapport  entre  les  variations  des  fonctions  S  et  les 
systèmes  de  variations  simultanées  des  arguments  ou  les  systèmes 
de  modules  compatibles  de  périodicité.  Il  examine  les  zéros,  pose 
la  question  importante  relative  aux  caractéristiques  des  fonctions 
3  et  fait  voir  que  le  nombre  de  fonctions  abéliennes  d'une  classe 
déterminée  dépend  du  nombre  de  caractéristiques. 
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Les  idées  de  Riemann,  exposées  d'une  manière  confuse  cl  vague 
dans  ses  travaux  imprimés,  étaient  développées  par  lui  avec  plus 
de  détails  dans  ses  Leçons.  Les  disciples  de  Riemann,  Prjni, 
Weber  et  surtout  Neumann  complétèrent  et  développèrent  ses  re- 
présentations géométriques.  Dans  son  Ouvrage  :  Théorie  der 
Abelschen  Intégrale  (heipzigy  i865), Neumann  simplifie  considé- 
rablement la  considération  des  surfaces  de  Riemann  par  l'intro- 
duction de  la  sphère  et  du  principe  de  la  déformation  continue 
des  surfaces.  Grâce  à  ce  dernier  principe,  on  peut  ramener  la  con- 
sidération de  toute  surface  de  connexion  simple  à  celle  du  plan 
élémentaire.  La  deuxième  édition  de  TOuvrage  de  Neumann,  faite 
en  1884,  embrasse  aussi  la  théorie  générale  des  intégrales  abé- 
liennes.  Neumann  complète  la  classifîcation  de  Riemann,  en  mon- 
trant qu'à  chaque  classe  d'intégrales  abéliennes  correspondent 
deux  intégrales  normales  de  deuxième  et  de  troisième  espèce,  une 
de  chaque  espèce.  11  indique  la  possibilité  d'exprimer  toutes  les 
intégrales  abéliennes  de  deuxième  et  de  troisième  espèce  à  l'aide 
des  intégrales  normales  précédentes  et  des  intégrales  de  première 
espèce  et  résout  la  question  générale  de  l'inversion  des  intégrales 
abéliennes. 

La  solution  du  problème  de  Riemann,  appliqué  aux  fonctions 
abéliennes  de  troisième  espèce,  a  été  donnée  par  Weber  (Weber, 
Théorie  der  Abelschen  Fiinctionen  vom  Geschlecht  3).  La 
théorie  des  fondions  abéliennes  de  troisième  espèce  est  celle  qui 
a  été  le  plus  étudiée.  Parmi  les  recherches  relatives  à  cette  théorie, 
il  faut  citer  celles  de  Weber  [Wkbkr,  Ueber  die  Transforma- 
lions  Théorie  der  thêta  Functionen  (Annali  di  Materna- 
tica,  1878)];  Schallky  {Abriss  einer  Théorie  der  AbeVschen 
Functionen  von  drei  Variabcln.  Leipzig,  1880)  et  Thomae 
{Ueber  eine  specielle  Classe  Abelschen  Functionen  von  Ge- 
schlecht 3;  Halle,  1879). 

La  théorie  des  caractéristiques  de  Weber  a  été  appliquée  aux 
fonctions  0  à  deux  arguments  par  M.  Possé,  professeur  à  Saint- 
Pétersbourg,  dont  le  travail  (*)  fut  en  Russie  le  premier  qui  eut 
traité  de  la  théorie  des  fonctions  ultra-elliptiques. 


(»  )  PossK,  Sur  les  fonctions  B  à  deux  arguments  et  sur  te  problème  de  Ja- 
cobi;  Saint-Pctcrsbourfj;.  188.Î. 
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Dans  son  travail  {Untersuchungen  iiber  die  RiemanrC sche 
Thetaformel  und  die  Rieniann\sclie  Charakteristiken  théorie  y 
1882),  Prym  généralisa  la  série  8  de  Riemann  et  développa  la 
théorie  des  caractéristiques  des  fonctions  6  à  plusieurs  arguments. 
Les  principes  généraux  de  Prym  fournirent  à  son  élève  Kraser 
{Théorie  der  zweifachunendlichen  llietareihen  ;  he\pz\g,  1882) 
les  éléments  nécessaires  pour  la  démonstration  d'une  formule  qui 
indique  l'analogie  et  la  dépendance  entre  les  méthodes  de  Goepel 
et  de  Rosenhain. 

Une  tout  autre  direction  a  été  suivie  par  Clebsch. 

Dans  ses  travaux,  Clebsch  prend  pour  point  de  départ  les  inté- 
grales algébriques  sous  la  forme  donnée  par  Aronhold.  Par  une 
transformation  linéaire,  homogène,  Clebsch  ramène  l'intégrale 
d'Aronhold  au  type  qui  peut  être  exprimé  à  l'aide  de  trois  espèces 
d'intégrales.  Les  dernières  possèdent  les  mêmes  propriétés  que, 
d*après  Riemann,  les  trois  espèces  d'intégrales  abéliennes. 

Le  système  de  fonctions  algébriques  également  rainifices  est 
remplacé  chez  Clebsch  (*)  par  le  système  de  courbes  algébriques 
de  même  genre  (déficient).  L'expression  déficient,  introduite  par 
Cayley,  désigne  la  différence  entre  le  plus  grand  nombre  possible 
de  points  doubles  de  la  courbe  et  le  nombre  réel  de  ces  points. 

Dans  la  théorie  de  Clebsch,  le  passage  des  intégrales  abéliennes 
aux  fonctions  8  s'effectue  à  l'aide  des  intégrales  de  troisième 
espèce. 

Aux  travaux  de  Clebsch  se  rattache  l'Ouvrage  de  Briot  [Théorie 
des  fonctions  abéliennes  ;  Paris,  1879).  Briot  suit  Clebsch,  mais 
prend  une  courbe  plus  générale,  qui  admet  des  points  critiques 
d'un  ordre  quelconque,  tandis  que  la  courbe  de  Clebsch  n'a  que 
des  points  doubles.  Les  recherches  de  Clebsch  et  de  ses  succes- 
seurs, Klein,  Brill,  Nother,  Lindemann,  lient  intimement  la  Géomé- 
trie à  l'Analyse. 

Dans  la  théorie  des  fonctions  ultra-elliptiques,  la  méthode  de 
M.  Weierstrass  mérite  une  attention  particulière.  Les  Leçons  du 
professeur  Weierstrass  sont  malheureusement  inconnues  en 
Russie. 


(•)  Clesch  et  GoRDAN,  Tlieoric  dcr  Abelschen  Functionen ;Lcï[izi'^y  i80(3. 


170  PUEMIÈRB  PARTIE. 

Dans  ses  premières  recherches  (*),  Weierslrass  s'arrête  sur 
Tétude  des  intégrales  ultra-elliptiques  et  donne  des  relations  entre 
les  intégrales  de  première  et  de  seconde  espèce,  analogues  aux  re- 
lations de  Legendre. 

Un  cas  particulier  du  théorème  d'Abel  conduit  Weierstrass  à 
la  conclusion  que,  pour  des  valeurs  données  de  W|,  ...,  f//i,  les 
quantités  £^|,  . .  . ,  f^/,  désignant  des  sommes  déterminées  d^inté- 
grales  ultra-elliptiques,  on  peut  exprimer  à  l'aide  des  fonctions 

déterminées  monodromes  des  grandeurs^!,  0:2, ..  M  ^/ï  'es  limites 
supérieures  de  ces  intégrales. 

Dans  deux  Mémoires  publiés  en  i854  (^)  et  i856  ('),  Weier- 
strass introduit  des  fonctions  particulières  al(M|,  112,  •••»  Un)aLy 
qui  correspondent,  pour  le  cas  d'un  seul  argument,  aux  fonctions 
sin  diïnUj  cos  am  u,  A  am  11. 

Il  met  ces  fonctions  sous  forme  d'un  quotient  de  deux  fonctions 
Al(tt|,  W27  •••)  i^n)a  et  Al(tt|,  W2?  •••?  '^«)?  qui  s'expriment  à 
l'aide  des  fonctions  analogues  aux  fonctions  d. 

Les  travaux  de  Weierstrass  sont  intimement  liés  à  ses  recherches 
sur  la  théorie  générale  des  fonctions  analytiques,  en  particulier 
sur  la  décomposition  d'une  fonction  analytique  monodrome  avec 
un  nombre  déterminé  de  points  particuliers  en  fonctions  entières 
et  en  fonctions  primitives  (Prini-Function). 

Weierstrass,  partant  du  théorème  d'Abel,  donne  le  passage  des 
intégrales  ultra-ellipliques  aux  fonctions  6  par  l'intermédiaire  de 
l'intégrale  de  seconde  espèce. 

Le  développement  historique  et  l'étal  présent  de  la  théorie  des 
fonctions  abéliennes  expliquent  le  plan  et  le  caractère  des  recher- 
ches dePokrovsky.  Dans  cette  théorie  dominent  quatre  directions  : 
(a)  la  direction  de  Goepcl  et  de  Rosenhain;  (6)  la  direction  de 
Rieniann;  (c)  de  Clebsch  et  (d)  de  Weierslrass.  La  méthode  de 
Gœpel  et  de  Rosenhain  est  basée  sur  l'étude  des  fonctions  2r  gé- 
néralisées. Celle  de  Ricmann  est  liée  à  ses  représentations  géomé- 
triques. Dans  la  théorie  de  Clebsch  et  de  Gordan,  le  passage  des 


C)  Beitrag  zur  Théorie  der  Abelschen  Functionen  {Programm  des  Gyrnna- 
siums  zu  Braunsc/nveig,  1819). 

(")  Weiehstrass,  Zur  Théorie  der  Abelschen  Functionen  {Crelie,  t.  47). 
C)  Weikiisthass,   Théorie  der  Abelschen  Functionen  {Crelie,  t.  52). 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  171 

intégrales  aux  fonctions  Sr  s^eflTectue  à  Faide  des  intégrales  de  troi- 
sième espèce,  qui  les  conduisent  à  la  théorie  des  fonctions  auxi- 
liaires T^{x).  Mais  la  théorie  de  ces  fonctions  est  si  compliquée, 
que  Briot,  dans  sa  théorie  des  fonctions  abélicnnes,  après  avoir 
exposé  la  première  partie  d'une  manière  analogue  à  celle  de  Clebsch 
et  de  Gordan,  reprend  la  méthode  de  Riemann,  quand  il  s'agit  du 
passage  des  intégrales  aux  fonctions  2r. 

La  méthode  de  Weierstrass  se  rattache  à  un  cas  particulier  du 
théorème  d'Abel. 

Les  travaux  de  Neumann  aidèrent  Tauteur  à  se  familiariser  avec 
la  direction  de  Riemann. 

Dans  l'exposition  de  la  méthode  de  Weierstrass  et  surtout  de 
la  résolution  du  problème  de  Jacobi,  il  se  servit  du  travail  de  Ti- 
khomandritzky  (*),  professeur  à  Kharhov.  Le  professeur  Tikho- 
mandritzky  réussit  à  démontrer  les  formules  de  82  à  35  de  Weier- 
strass après  que  Weierstrass  lui  eut  personnellement  indiqué  le  cas 
particulier  du  théorème  d'Abel  dont  il  parle  dans  le  §  4  de  son 
Mémoire,  inséré  dans  le  Journal  de  C relie,  t.  47. 

De  plus,  l'auteur  se  servit  de  ses  propres  recherches. 

Pour  l'exposition  des  principaux  éléments  de  la  théorie  des 
fonctions  ultra-elliptiques  delà  première  classe,  Pokrovsky  choisit 
la  méthode  de  Riemann.  Guidé  par  l'Ouvrage  de  Neumann,  Tau- 
teur  fait  des  coupures  correspondantes  sur  la  surface  de  Riemann. 
Il  détermine  les  deux  systèmes  de  formes  canoniques  des  trois  es- 
pèces d'intégrales,  données  par  Jacobi  et  par  Weierstrass,  trouve 
les  périodes  des  intégrales  ultra-elliptiques  de  première  espèce  et 
introduit  des  intégrales  analogues  aux  intégrales  normales. 

La  considération  de  ces  dernières  intégrales  conduit  fauteur  à 
introduire  aussi  une  forme  particulière  des  fonctions  B.  Les  nou- 
velles fonctions  8  s'expriment  facilement  à  l'aide  des  fonctions  83, 
proposées  par  Jacobi. 

Dans  ses  recherches,  Rosenhain  a  abandonné  les  notations  de 
Jacobi.  L'auteur  revient  aux  notations  de  Jacobi,  et  cette  circon- 
stance lui  facilite  Tétude  des  fonctions  8  et  des  caractéristiques 


(•)  TiKHOM.vNDiHTZKY,  Iiivcrsion  cics  iiitcgriilcs  hvperelliptifjucs.  In-î",  i'|5  p.; 
Kharkov,  iH8'). 
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correspondantes  et  lui  permet  aussi  d'obtenir  une  série  de  rela- 
tions entre  les  fonctions  ultra-elliptiques. 

Ainsi  cinq  de  ses  formules  (p.  ^4)»  depuis  (3o)  jusqu'à  (34), 
relatives  à  ces  fonctions,  remplacent  plusieurs  Tables  de  l'Ouvrage 
de  Possé. 

L'auteur  étudie  ses  nouvelles  fonctions  0  dans  le  cas  où  elles 
admettent  pour  arguments  des  intégrales,  analogues  aux  intégrales 
normales,  détermine  le  nombre  et  la  situation  des  zéros  des  fonc- 
tions 8,  les  conditions  pour  qu'elles  deviennent  identiquement 
nulles  et  exprime  le  sjstcme  de  constantes  à  l'aide  des  zéros 
donnés.  Il  trouve  ensuite  les  expressions  algébriques  de  quinze 
rapports  de  fonctions  6  à  caractéristiques  différentes  et  détermine 
les  constantes  dans  les  expressions  algébriques  des  fonctions  0. 

Dans  le  Chapitre  III,  l'auteur  expose  le  théorème  d'Abel  et  la 
solution  du  problème  de  Jacobi  par  la  méthode  de  Weierstrass. 
Dans  cette  exposition  il  se  sert  du  travail  de  Tikhomandritzky. 
Ici  l'auteur  considère  les  fonctions  Al(w,,  U2,  ••.,  Un)a  et 
A\{Uij  U'2y  -*'9  Uft)  àe  Weierstrass. 

L'étude  détaillée  de  ces  fonctions  appartient  à  l'auteur. 

Dans  le  Chapitre  IV,  Fauteur  se  pose  le  problème,  utile  et  né- 
cessaire pour  sa  méthode  d'exposition,  d'indiquer  les  rapports  entre 
ses  fonctions  0  et  les  fonctions  de  Rosenhain,  de  Riemann  et  de 
Weierstrass.  A  cet  effet,  il  trouve  des  relations  entre  la  fonction  03 
de  Jacobi  et  la  fonction  2^3  introduite  par  Rosenhain  et  définit  Sr^ 
à  l'aide  de  83.  Ceci  lui  permet  d'établir  trois  théorèmes  de  Rosen- 
hain. Il  définit  de  même  0  à  l'aide  de  la  fonction  fondamentale  de 
Riemann  et  trouve  un  rapport  entre  0  et  la  fonction  A\(ii  i ,  Wj  ?  •  •  • ,  w«) 
de  Weierstrass. 

Tout  ce  travail,  fort  utile,  est  loin  d'épuiser  l'indépendance  et 
l'originalité  des  recherches  de  Pokrowsky. 

L'auteur  donne  un  développement  suffisant  aux  travaux  de 
Weierstrass  sur  les  fonctions  ultra-elliptiques  de  forme  générale. 
Weierstrass  désigne  ces  fonctions  par  le  symbole  Al(tt|,  //2»  •••, 
i/n)a  et  les  appcWe  fonctions  abélirnnes.  Il  a  énoncé  sans  démon- 
strations plusieurs  ihéorèmes  relatifs  à  ces  fonctions. 

Comme  application  des  fonctions  ultra-elliptiques  de  la  première 

classe,  Fauteur  obtient  cinq  fonctions  al(//,,  ii.,)^  pour  a  =  o,  i , 

•>   3    ^ 
^,  u»,  i\. 
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A  ces  fonctions  correspondent  dans  la  théorie  des  fonctions  el- 
liptiques sin  ami/,  cos am;/,  A  ami/.  Il  exprime  ces  cinq  fonctions 
ultra-elliptiques  à  Taide  des  fonctions  de  Riemann  et  de  ses  pro- 
pres fonctions  0. 

Il  donne  de  plus  l'expression  de  dix  fonctions  ultra-eliiptiques 
secondaires. 

Dans  le  Chapitre  V,  Tauteur  expose  une  étude  complètement 
indépendante  des  propriétés  fondamentales  des  fonctions  ultra- 
elliptiques et  établit  les  principales  relations  entre  ces  fonctions. 

Il  détermine  ici  les  changements  de  ces  fonctions  avec  la  varia- 
tion des  arguments,  leurs  périodes,  leurs  zéros,  infinis,  les  rapports 
entre  les  carrés  et  les  produits  des  fonctions  ultra-elliptiques  et 
leurs  ciérivées  partielles. 

Dans  le  Chapitre  VI  il  donne  le  développement  des  fonctions 
ullra-elliptiques  et  des  fonctions  0  en  séries  trigonométriques  et 
hyperboliques.  Les  Chapitres  IV,  V,  VI  appartiennent  exclusive- 
ment à  l'auteur.  Il  faut  reconnaître  avec  justice  que  l'auteur  a 
rendu  un  service  important  au  développement  des  fonctions  ultra- 
elliptiques de  la  première  classe.  Il  a  le  mérite  de  se  débrouiller 
et  de  se  bien  orienter  dans  la  vaste  littérature  de  cette  théorie. 

Il  a  non  seulement  éclairé  toutes  les  directions,  indiqué  leur 
dépendance  mutuelle,  mais  il  a  aussi  complété  beaucoup  de  lacunes 
de  cette  théorie.  ' 

Ce  travail  prouve  dans  Fauteur  une  vaste  érudition,  le  talent  de 
traiter  les  questions  les  plus  difficiles  de  l'Analyse  mathématique, 
et  promet  en  lui  à  Tavenir  un  travailleur  persévérant,  zélé  et  in- 
telligent pour  cette  partie  des  Mathématiques. 

N.    BoUGAIEF. 


Buil.  lies  Sciences  mathéni.,  2'  série,  t.  XII.  (Juillet  1888.  )  i4 
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VALEUR  DE  L  INTÉGRALE  DÉFINIE    fe'^dx  DÉDUITE  DE  LA  FORMULE 


0 

DE  WALLIS; 


Par  m.  Ch.   MÉRAY, 
Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Dijoo. 

On  connaît  déjà  bien  des  méthodes  pour  calculer  Tintégrale 
dont  il  s^agit;  mais  son  rôle  considérable  dans  la  théorie  des 
moindres  erreurs  pourra  donner  quelque  intérêt  à  un  nouveau 
procédé  présentant  d'ailleurs,  sur  la  plupart  des  autres,  TavanUge 
d*une  rigueur  absolue. 

En  appelant  |jl  un  entier  quelconque  nul  ou  positif,  je  poserai 

•  0 

intégrale  dont  Texistence  résulte  de  ce  qu'on  peut  assigner  à  x,  et 
cela  quel  que  soit  [jl,  une  valeur  positive  après  laquelle  la  fonction 
sous  le  signe  conserve  une  valeur  inférieure  à  celle  de  Aar~*  par 
exemple. 

L'intégration  par  parties  donne  immédiatement 

d'où 

OÙ,  pour  abréger,  j'ai  posé 

I  .  3 . . .  (  -2  A-  -h  I  )  1.^.  .  ,ik 

D'autre  part,  et  en  supposant  [jl>i,  la  substitution 


X 


= (^-)' 


faite  dans  notre  intégrale,  donne  facilement 


-^-=K^)''''^" 
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^     4   aii  posé  encore 

r-  !izJ 

T{,=  /      (eye-y)   «    dy. 

On  constate  sans  peine  que,  dans  celle  intégrale,  la  fonction 
Cïilre  parenthèses  est  croissante  poury<;i,  décroissante  pour 
y>i,  par  suite  que,  pourj'  non  =:  i,  sa  valeur  est  toujours  infé- 
rieure à  ce  qu'elle  est  pour  JK  =  i  »  c'est-à-dire  à  i . 

II  en  résulte  évidemment  que  Ty,  décroît  toujours  quand  jji  aug- 
mente, d'où,  en  particulier. 

puis,  en  exprimant  T|t  au  moyen  de  S^, 

\~/  «'/>JmS,<^ ^ — j  e    «     iP,m-lS 


0 


1  «      *      /?J//i-lSi. 


Dans  ces  inégalités,  le  rapport  du  dernier  membre  au  premier 
tend  vers  i  pour  m  infini,  car  il  peut  s'écrire 


Il  en  est  donc  de  même  et  à  plus  forte  raison  pour  celui  du 
membre  médian  au  premier.  Il  vient  ainsi,  en  élevant  au  carré  et 
après  quelques  transformations  sans  difficulté, 

Qi      Qî  r   r        ^*  4'  (2m)«    1 

\  im     /  l  \         imj      J\  im    J 


X  1 11m 


Chacun  des  trois  derniers  facteurs  se  réduit  évidemment  à  i  ;  le 
second  est  égal  à  tz  d'après  la  formule  de  Wallis.  D'autre  part,  on 
trouve,  en  passant  par  l'intégrale  indéfinie,  qui  est  ici  calculable, 


iOO 


Jo  2 


Il  vient  donc  enfin,  par  l'extraction  des  racines  carrées, 

Sa  =   /      e-'*  dx  =  "^Tz, 
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On  trouverait  aussi  des  formules  intéressantes,  en  appliquant 
la  même  méthode  aux  intégrales  de  la  forme  plus  générale 


x^e-'^''  dx. 


SUR  LE  LIEU  D'UN  CERCLE  DOUBLEMENT  SÉGAllT  A  TROIS  CERCLES  FIXES; 

Par  m.  DEMARTRES. 

Considérons  une  surface  cerclée  dont  la  génératrice  G  reste 
constamment  sécante  à  un  cercle  fixe  C|,  en  deux  points  variables 
M,  M'.  La  sphère  qui  contient  les  deux  cercles  G,  G| ,  est  tangente  à 
la  surface  en  chacun  de  ces  deux  points;  ils  forment,  par  suite,  ce 
que  j'ai  appelé  un  couple  de  points  conjugués  (*);  en  d'autres 
termes,  la  droite  MM'  passe  par  le  centre  P  d'une  sphère  orthogo- 
nale à  toutes  les  sphères  bitangentes  à  la  surface  et  contenant  la 
génératrice  G. 

Le  lieu  de  ce  point  P,  lorsque  G  varie,  est  alors  une  certaine 
courbe  située  dans  le  plan  du  cercle  C|  ;  en  outre,  l'axe  de  G  ren- 
contre constamment  une  droite  fixe,  Taxe  de  C|. 

Si  le  cercle  mobile  G  doit  rester  doublement  sécant  à  deux 
cercles  fixes C|,G2,  le  lieu  du  centre  P  delà  sphère  directrice  sera, 
d'après  ce  qui  précède,  la  droite  d'intersection  du  plan  de  ces 
deux  cercles;  l'axe  de  G  s'appuiera  alors  sur  deux  droites  fixes, 
les  axes  des  cercles  C|,  C2. 

Si  enfin  la  génératrice  reste  doublement  sécante  à  trois  cercles 
fixes  Ci,  C2,  C3,  le  point  P  sera  immobile  et  se  confondra  avec  le 
point  d'intersection  des  plans  de  ces  trois  cercles;  j'ai  d'ailleurs 
démontré  (2)  que,  si  le  point  P  est  invariable,  il  en  est  de  même 
du  rayon  de  la  sphère  orthogonale. 

Donc  la  surface  est  alors  une  anallagmatique;  et,  comme  la  dé- 


(»)  Dans  une  Note  récemment  insérée  aux  Comptes  rendus  de  V Académie 
des  Sciences,  M.  Cosserat  a  fait  ressortir  l'utilité  que  présente  la  considération 
de  ces  couples  de  points  {Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  4  juin 
1888). 

(•)  Mémoire  sur  les  sur/aces  à  génératrice  circulaire  {Annales  de  l'École 
Normale,  p.  i'|8;  i885). 
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^érenle  admet  dans  ce  cas  trois  directrices  rectilignes,  qui  sont  les 
sixes  des  trois  cercles  fixes,  cette  déférente  est  une  quadrique. 

Donc  le  lieu  d'un  cercle  variable  doublement  sécant  à  trois 
cercles  fixes  est  une  cyclide. 

Ce  théorème  se  transforme  homographiquenient  dans  le  suivant  : 

Théorème.  —  Etant  données  trois  coniques  fixes  C| ,  C2,  C3  dou- 
blement sécantes  à  une  quatrième  K,  le  lieu  d'une  cinquième 
<onique  doublement  sécante  aux  quatre  premières  est  une  sur- 
^ace  du  quatrième  ordre  admettant  K  pour  conique  double. 


SUR  UNE  SURFACE  DU  TROISIÈME  ORDRE  QUI  ADMET 
UNE  LIGNE  OMBILICALE  PARABOLIQUE; 

Par  m.  a.  de  SAINT-GEHMAIN. 
(Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  Darboux.) 

On  a  proposé  aux  candidats  à  l'agrégation  en  i885  de  trouver 
Téquation,  la  forme  et  les  lignes  asymplotiques  d*une  surface  du 
troisième  ordre  S  ayant  pour  ombilics  tous  les  points  d'une  para- 
bole du  second  degré  P  et  symétrique  par  rapport  au  plan  de  cette 
courbe  ;  puisque  cette  surface  vous  semble  devoir  intéresser  quel- 
ques lecteurs  du  Bulletin,  permetlez-moi  de  dire  brièvement 
comment  on  en  peut  trouver  les  propriétés  les  plus  simples. 

La  parabole  Pest  déterminée  par  ses  équations 

les  coordonnées  étant  rectangulaires  :  il  est  évident  que  l'équation 
de  la  surface  S  doit  être  de  la  forme 

(1)  (aar-f-  by  -h  c)5'-4-(a'a:-i-  b'y  -h  c'){y^ —  imx)  =  o, 

et  il  s'agit  de  déterminer  les  constantes  de  manière  qu'un  point 
quelconque  A  de  P  soit  un  ombilic.  On  peut  exprimer  que  ses 
coordonnées  satisfont  aux  équations  dont  on  se  sert  pour  déter- 
miner les  ombilics  :  pour  former  ces  équations  bien  connues,  on 
prendra  pour  variables  indépendantes  y  ^l  z^  et  non  x  et  y,  parce 
que  les  dérivées  partielles  de  z  sont  infinies  pour  5  =  0;  les  dé- 
rivées partielles  de  x  se  calculeront  en  dilTérentiant  Téquation  (1). 
Mais  une  considération  géométrique  permet  d'éviter  ce  calcul  : 
soient  AN  la  normale  à  la  parabole,  AX^  hU  des  parallèles  aux 
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axes  OX,  OZ,  ^  >  j'i ,  o  les  coordonnées  du  point  A.  Pour  que 

ce  point  soit  un  ombilic,  il  faut  et  il  suffit  que  le  rayon  de  cour- 
bure de  la  section  normale  ANZ'  soit  égal  au  rayon  de  courbure  R 
de  P,  dont  le  plan  est  une  section  principale  des  surfaces  (i)  à 
cause  de  la  symétrie  ;  d'après  le  théorème  de  Meusnier,  le  rayon  de 
courbure  p  de  la  section  oblique  A Z'X'  devra  être  égal  à  R  cos  NAX'; 
mais  cette  section,  rapportée  aux  axes  AX'  et  AZ',  a  pour  équation 

z'^lax'-ha^"-^  -f-  bjTi-hc  j  —  'a  mx'  l  a' x'  -h  a'  -^  -4-  6^1 -f-c'  j  =  o, 

et  Ton  a 

p  =  hm  — ;  =  m  — =^-^ jf-^ ; 

d'ailleurs 

Pour  que  ce  produit  soit  égal  à  p,  quel  que  soit  y^^  on  trouve 
sans  peine  qu'on  doit  avoir 

rt  =  6  =  6'  =  o,         ma'^^iCj        c' =^  c\ 

on  peut  faire  c  =  m  et  l'on  trouve  pour  l'équation  de  la  surface 
cherchée  S 

(a)  mz'^-\-{ix -^  ni){y^ — 7.mx)  =  o, 

La  trace  de  S  sur  le  plan  des  xy  se  compose  de  la  parabole  P  et 
de  sa  directrice  D;  les  intersections  par  des  plans  parallèles  à  OXZ 
sont  des  hyperboles  homothétiques  dont  un  sommet  est  sur  P, 
l'autre  sur  D  ;  S  est  formée  de  deux  nappes  :  l'une  est  convexe  et 
se  projette  sur  OXY  à  l'intérieur  de  P;  l'autre,  à  courbures  oppo- 
sées en  tous  ses  points,  se  projette  à  gauche  de  D. 

Le  plan  dc^ yz  coupe  S  suivant  trois  droites  définies  par  l'équa- 
lion  commune  x  =  o  et  par  l'une  des  équations  suivantes, 

z  =  iy,         z=—iyy         /  =  o, 

t  étant  la  quatrième  variable  qu'on  introduit  pour  rendre  les 
équations  homogènes.  Par  l'une  quelconque  de  ces  trois  droites  A, 
on  peut  faire  passer,  on  le  sait,  quatre  plans  différents  de  OYZ  et 
coupant  S  suivant  les  trois  droites  A,  A',  A''.  Mais  on  trouve  que 
cos  plans  se  confondent  deux  à  deux  et  que,  de  plus,  les  droites  A' 
rt  A"  se  confondent  à  leur  tour;  les  plans  qui  passent  par  A  ne  don- 
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nent  donc  que  deux  droites  situées  sur  S,  rnais  chacune  d^elles 
doit  être  considérée  comme  quadruple.  Les  six  droites  qu'on 
trouve  de  ia  sorte  sont  déHnies  par  les  équations 

2J7 -4- -5  H- /n  =  o,        y  =  ±  mi\ 

IX  —  5 -H  m  =  o,        y  =^zh  nxi\ 

/  =  o,         y  =z  Oy  s  =  o,         7.x  -\-  mt  =  o\ 

la  dernière  droite  seule  est  réelle  et  à  distance  finie  :  c'est  la  direc- 
trice D. 

Pour  déterminer  les  lignes  asymptotiques,  cherchons  leurs  pro- 
jections sur  le  plan  des  xy.  On  tire  de  Téquation  (a) 

d^z  _       (^«-T-m»)« 
dx^  m^z^ 

d^z    __  {ix -\- m)y{y^-\- ni^)  â^z  _  imx(ix ^  m)* 

dx  dy  ni^z^  Oy*  m^z* 

et  Téquation  qui  détermine  les  projections  des  lignes  asympto- 
tiques peut  se  mettre  sous  la  forme 

(^)     [iy^-^  ^^)  ^  —  (aar-h  m)ydy^—  {y^  —  imx)i^'xx  -\-  m)^dy^. 

Le  premier  membre  s'annule  quand  on  fait 

y^-h  m^=  C (  237  -h  /« ) 

et  nous  sommes  conduits  à  substituer  à  x  la  variable  u  définie  par 
l'équation 

(4)  y^-h  m^-h  ui^x  -h  m)  —  o. 

Le  changement  de  variable  est  facile  à  faire  et  l'équation  (3)  se 
transforme  dans  la  suivante 

(5)  —''îi'—  -  -dj^    . 


U  doit  être  >  o  ou  < —  m;  mais  celte  dernière  inégalité  est  im- 
possible; car,  eu  égard  à  l'équation  (4),  elle  exigerait  que  ax  -hm 

fût  positif  en  même  temps  que  m  4-  //,  égal  à  — —^  négatif; 

Xy  y  seraient  les  coordonnées  d'un  point  du  plan  OXY  situé  entre 
P  et  D  et,  dans  cette  région,  ne  se  projette  aucun  point  réel  de  S; 
u  doit  être  positif  et  il  n'y  a  de  lignes  asymptotiques  réelles  qu'à 
gauche  de  D  :  nous  pouvions  le  prévoir. 

L'intégrale  de  l'équation  (:>)  peut  se  mettre  sous  la  forme 
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A  désignant  une  constante;  on  en  déduit 

m  (  2  M  -t-  m  —  9.  /uî-+-  mu)  =  yi  (/x*"*"  ^^^yj' 

Prenons  les  signes  supérieurs,  qui  conviennent  à  Tune  des 
milles  d'asymptotiques.  En  ajoutant  les  deux  dernières  équation 
on  obtient  la  valeur  de  u  et  Ton  en  peut  déduire  celle  àeix  -\- 
sous  une  forme  simple  : 

4m 


•jix-H  m  —  — 


L  \^  y/y^-^rn^)     ^\      /r'-^-'^vJ 


La  projection  de  chaque  asymptotique  est  caractérisée  par 
valeur  de  X.  Quand  y  tend  vers  ±00,^:  tend  vers f  i  -+- 

ou  vers (1  -l-X^);  il  y  a  deux  asymptotes  parallèles  à  O 

chacune  déciles  est,  en  outre,  asymptote  à  une  branche  de  la  pi 
jection   d^unc  asymptotique  de  la  seconde  famille;  il  y  a  e». 
une  asymptote  parallèle  à  OX  avec  rebroussement  à  l'inGni. 

Les  lignes  de  courbure  de  S  semblent  difficiles  à  détermina 
mais  on  peut  se  rendre  compte  de  la  disposition  des  lignes  de 

courbure  qui  passent  par  un  ombilic  A.  Soient -^>  — ??    o  '^^ 

coordonnées  de  A:  si  l'on  prend  pour  axes  la  normale  AN,  la 
gente  à  la  parabole  et  une  perpendiculaire  à  son  plan,  Téquat. 
de  S  devient 

m  3'  -+-  4  •a'(  ?y  —  'w  -^ ) 

(/n«-4-  p«)« 

La  distance  de  la  normale  à  S  au  point  A  à  la  normale  en 
point  très  voisin  x' ,  y'^  z^  a  pour  valeur  principale 

elle  est  en  général  du  second  ordre,  mais  elle  devient  du  troisi^ 
ordre  si  z'  est  égal  à  zéro  ou  à  ity';  il  passe  donc  au  poin^^  ^ 
trois  lignes  de  courbure  :   P  et  deux  autres  qui  la  coupent  sc^  ^^ 
des  angles  de  45"  et  qui  appartiennent  au  réseau  général  des  ligi»  ^^  • 
de  courbure  tracées  sur  la  surface. 


un 
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Œuvres  complètes  de  Christian  Uvige^Sj  publiées  par  la  Société  holUmdaise 
des  Sciences;  tome  I  :  Correspondance  (  i638-i656).  La  Haye,  Martinus 
Nyhoff,  1888. 

Le  premier  volume  des  Œuvres  complètes  de  Christian  Iluy- 
gens,  publiées  par  la  Société  hollandaise  des  Sciences,  contient  sa 
correspondance  de  i638  à  i656,  c'est-à-dire  à  partir  de  Tâge  de  neuf 
ans,  car  Christian  est  né  en  1629.  Hujgens  avait  légué  ses  manu- 
scrits à  la  Bibliothèque  de  Lejde  en  priant  deux  savants  éminents, 
Volder  et  Fullenius,  d'y  choisir  ce  qu'ils  jugeraient  digne  de  l'im- 
pression. Huit  ans  après  sa  mort,  en  exécution  de  ses  volontés, 
on  a  publié,  sous  le  titre  de  Ckristiani  Hugenii  Opéra  post- 
huma,  les  Traités  inédits  spécialement  indiqués  dans  son  testa- 
ment, et  dont  quelques-uns,  le  Traité  sur  la  force  centrifuge  parti- 
culièrement, sont  des  chefs-d'œuvre. 

Les  savants  éditeurs,  en  disant  dans  leur  préface  toute  la  diffi- 
culté de  leur  tâche,  signalaient  d'autres  Traités  trop  incomplets, 
suivant  eux,  pour  l'impression.  On  le  tint  pour  dit,  et  l'éditeur 
des  Œuvres  de  II uy gens,  en  l'j^^  cl  1728,  ne  paraît  pas  avoir 
cherché  dans  les  cartons  le  moyen,  facile  cependant,  de  doubler 
le  prix  de  la  publication.  Un  savant  distingué.  Van  Swinden,  a  le 
premier  étudié  les  précieux  manuscrits;  il  y  a  puisé  les  éléments 
d'un  Mémoire  historique  publié  en  1817  :  Iluygcns,  inventeur 
des  horloges  à  pendule.  Les  documents  annexés  au  Mémoire 
semblèrent  du  plus  haut  intérêt;  on  y  trouve,  entre  autres  pièces 
curieuses,  la  reproduction  d'une  horloge  à  pendule  commencée 
par  Galilée  et  celle  d'une  horloge  trouvée  à  Florence  dans  le 
palais  des  Médicis;  ces  dessins  se  trouvaient  parmi  les  manuscrits 
de  Leyde. 

Uylenbroeck,  en  i833,  a  suivi  l'exemple  de  Van  Swinden.  «  Je 
crois  à  peine  possible,  disait-il  dans  la  préface  des  deux  Volumes 
|>ubliés  par  lui,  que  l'on  parcoure  ces  écrits  sans  une  grande  jouis- 
sance d*esprit  et  sans  en  éprouver  Tulilité.  Les  plus  illustres  phi- 
losophes de  celte  ère  glorieuse  apparaissent  devant  nos  yeux 
comme  des  acteurs  en  scène,  racontant  et  dépeignant  ce  que 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  l.  XII.  (Août  188S.)  i5 
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chacun  d'eux,  pour  le  bien  et  Tavancement  de  la  Science,  a  pensé, 
écrit  et  accompli,  non  pas  une  fois,  mais  de  jour  en  jour.  »  Sous 
le  titre  de  :  Christinni  Ilugenii  aliorumque  secuUnwwirorum 
celebrium  exercitationes  matliematicœ  et  philosophicœ,  il  pu- 
blia la  correspondance  de  Huygens  avec  Leibnitz  et  avec  le  mar- 
quis de  L^Hospital.  Iluygens,  dans  son  testament,  avait  signalé 
cette  partie  de  sa  correspondance  et  Tavait  soigneusement  mise  à 
part.  Uj'lenbroeck  avait  promis  plus  encore,  et  par  de  nombreuses 
citations,  dans  un  discours  prononcé  devant  l'Université  deLeyde^ 
il  montrait  toute  l'importance  du  dépôt  à  peine  exploré.  La  publi- 
cation, si  intéressante  pour  l'histoire  de  la  Science,  et  dans  plus 
d'un  passage,  pour  la  Science  elle-même,  ne  fut  pas  accueillie  avec 
toute  la  reconnaissance  qu'elle  méritait.  Un  savant  dont  le  nom 
commandait  l'attention  rendit  compte  de  la  publication  nouvelle 
et,  sans  en  méconnaître  l'intérêt,  il  se  demande,  par  une  contra- 
diction singulière,  si  une  telle  œuvre  était  légitime  et  bonne.  Les 
grands  hommes,  en  parlant  les  uns  des  autres  dans  l'abandon 
d'une  alTectueuse  intimité,  portaient  plus  d'une  fois  des  jugements 
qu'ils  auraient  refusé  de  rendre  publics.  Deux  siècles  écoulés  au- 
torisent-ils l'indiscrétion  commise?  Huygens  avait  indiqué,  en 
termes  fort  vagues  il  est  vrai,  ce  qu'il  destinait  au  public;  il  avait 
désigné  les  exécuteurs  de  sa  volonté  :  le  droit  des  publications 
n'est-il  pas  épuisé? 

La  cause  véritable  de  ces  scrupules  imprévus  était  l'insertion 
d'un  passage  relatif  à  Newton  qui,  sans  porter  atteinte  à  une  gloire 
que  rien  ne  saurait  amoindrir,  révélait  ou  rendait  incontestables 
quelques  défaillances  de  ce  grand  génie.  M.  Biot,  dans  ces  publi- 
cations, n'était  pas  éloigné  de  voir  une  mauvaise  action. 

Attristé  sans  doute  de  l'accueil  fait  à  son  utile  et  consciencieux 
travail,  Uylenbroeck  ne  donna  plus  rien. 

L'Académie  des  Sciences  d'Amsterdam  a  compris  l'importance 
scientifique  de  la  publication  des  manuscrits  d'Huygens. 

Dans  son  dernier  Rapport  sur  le  projet  proposé  par  M.  van  de 
Sande  Bakhujzen,  la  Commission  constate  l'existence  de  deux 
mille  six  cents  pièces  de  correspondance  auxquelles  s'ajoutent 
plusieurs  écrits  du  père  et  des  précepteurs  de  Christian  Huygens 
concernant  son  éducation. 

Toutes  ces  pièces  seront  publiées. 
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La  Société  hollandaise  clos  Scif  ncos  de  Harlem  s'esl  chargée  de 
ia  publicalion.  Elle  accomplira  Tœuvre  préparée  par  TAcadémie 
dWmslerdam.  (A'ile  union  des  deux  Sociétés  associées  suivant  les 
ressources  dont  elles  disposent,  pour  une  œuvre  dont  le  monde 
savant  tout  entier  doit  les  remercier,  ne  fait  pas  moins  d'honneur 
au  désintércssenucnt  scienliiique  de  Tune  qu'à  la  générosité  de 
Tautre. 

Aucun  génie  n'a  été  plus  pénétrant  que  celui  de  Christian  ïluy- 
gcns,  aucun  esprit  n'a  été  plus  vaste,  aucune  vie  n'a  été  consacrée 
avec  plus  de  persévérance  et  de  goût  à  la  contemplation  des  vé- 
rîlés  les  plus  hautes,  à  la  culture  intelligente  des  arts,  au  commerce 
empressé  des  plus  grands  esprits  de  son  siècle. 

L'enfance  de  Iluygens  s'est  écoulée  <lans  les  conditions  les  ])lus 
favorables  au  développement  de  cet  admirable  génie,  qu'aucune 
circoDStance  n'aurait  pu  sans  doute  condamner  à  l'obscurité.  Son 
père,  Constantin  Iluygens,  seigneur  de  Zulichem,  occupait,  prés 
des  États  de  Hollande,  une  position  élevée;  il  ne  négligea  ri(»n 
pour  donner  à  ses  cinq  enfants  une  éducation  brillante.  Très 
capable  de  la  diriger  lui-même,  il  s'adjoignit  de  bonne  heure  un 
précepteur,  Henri  Bruno.  Le  choix  fut  excellent  si  l'on  en  juge 
par  les  résultats;  les  lettres  de  Bruno  semblent  cependant  d'un 
pédant  prétentieux  et  sans  esprit. 

Les  deux  aînés,  Constantin  et  Christian,  étaient  également  bien 
doués;  leurs  éludes  sont  communes,  et  les  succès  dont  le  précep- 
teur rend  compte  pendant  les  absences  du  père  permettent  de 
présager,  avant  qu'ils  aient  dépassé  l'âge  de  onze  ans,  la  gloire  de 
Christian  et  le  rare  mérite  de  Constantin. 

L'étude  de  la  langue  latine  et  des  auteurs  classiques,  suivie 
bientôt  par  celle  du  grec,  était  non  seulement  la  base,  mais  le 
seul  terrain  des  premières  études.  Les  deux  frères,  âgés  l'un  de 
dix  ans,  l'autre  de  onze,  composaient  des  compliments  pour  la 
fêle  de  leur  père,  et  le  père  leur  répondait  en  vers  latins,  dans 
lesquels  il  loue  particulièrement  Christian  de  le  comprendre  sans 
secours  étrangers  : 

ir 
Non  aiiciiis 
Vil  ibus  usuin 

Ces  minutieux  détails  sont    d'un  grand  intérêt.  Constantin  et 
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Christian  devaient  faire  briller  toutes  les  méthodes  et  faire  hon- 
neur à  tous  les  maîtres;  mais  leurs  deux  frères  ont  suivi  la  même 
voie  et  sont  comme  eux  devenus  des  hommes  très  distingués. 

La  première  lettre  du  précepteur  est  du  24  niai  1689.  Constantin 
avait  onze  ans  et  deux  mois,  Christian  en  avait  dix.  Bruno  les 
exerce  à  traduire  le  livre,  classique  alors,  de  Sleidanus  :  «  Brève 
historiarum  memorabilium  Epitome  »  ;  les  deux  frères  font  des 
thèmes  et  étudient  la  prosodie.  L'ingénieux  précepteur  compose 
lui-même  des  vers  latins  que  ni  Plante  ni  Bavius,  dit-il,  n'auraient 
avoués.  Il  les  lit  à  ses  élèves  en  y  glissant  à  dessein  quelques 
fautes;  les  enfants  ne  s'y  laissent  pas  prendre.  «  Adeo  jam  nunc 
cmuncta;  naris  sunt,  ut  confcstim  ijs,  tamctsi  ne  monuerim  quidem 
dolus  suboleat.  »  Pendant  ce  temps,  le  troisième  frère,  Ludovic, 
fait  un  thème  en  attendant  l'explication  d'une  page  de  Térence, 
puis  le  petit  Philippe  reçoit  du  précepteur  une  leçon  de  musique, 
tandis  que  Constantin  en  donne  une  à  son  frère  Ludovic.  Les 
mots  manquent  à  Bruno  pour  exprimer  les  progrès  de  Constantin. 

Christian  ne  lui  est  pas  inférieur,  c'est  la  plus  grande  louange 
qu'on  puisse  lui  donner. 

Christian  pour  la  musique  surpasse  son  frère.  Ludovic,  moins 
bien  doué,  traduit  Térence  dans  sa  neuvième  année  et,  dans  ses 
thèmes  latins,  respecte  la  grammaire.  Philippe  seul  (Ludovicus 
proficit  satis  féliciter;  Philippus  frigide,  sed  quid?  Puerulus  est) 
ne  donne  pas  entière  satisfaction  à  son  maître;  «  cela  viendra  », 
dit-il  dans  une  première  lettre.  Le  grand  Erasme,  à  Tâge  de  12  ans, 
ne  savait  rien,  pas  même  nager.  «  Neque  natare,  neque  litterarum 
elementa,  neque  litteras  novisse  affirmabatur.  »  Quelques  semaines 
après,  cependant,  Bruno  perd  courage;  «  Philippe  djésapprend  »  : 
«  Taedet  me  docendo  nihil  docerc  et  discendo  nihil  discentem  ; 
imo  potius  dediscentem  ».  La  lettre  est  du  25  août  iGvlp;  le 
pauvre  enfant,  né  le  12  octobre  i(533,  n'a  pas  encore  six  ans.  Pour 
pouvoir  désapprendre,  il  faut  qu'il  soit  plus  précoce  encore  que 
ses  frères.  Constantin  et  Christian  font  toujours  merveille.  Le 
précepteur  envoie  au  père  les  vers  latins  composés  par  ses  fils 
après  la  dixième  leçon  de  prosodie.  Le  premier  distique  de  Chris- 
tian est  spirituel  : 

Jam  primum  tantum  compono  carmcn  cl  oro. 
Excuses  jam  me,  post  mcliura  dabo. 
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ChristiaD  n'a  pas  tenu  parole;  au  grand  chagrin  de  Bruno,  Pégase 
pour  lui  était  rétif  :  «  Nescio  quo  fato,  dit-il,  ne  unum  quidem 
versiculum  exsudare  potest.  »  Constantin  Huygens,  le  père,  était 
un  poète  latin  alors  célèbre  ;  il  a  composé  sur  l'éducation  de  ses 
fils  un  poème  fort  rare,  introuvable  au  moins  à  Paris,  et  que  les 
éditeurs  des  Œuvres  de  Iluygens  pourraient,  sans  sortir  de  leur 
cadre,  réunir  à  leur  belle  publication. 

Les  louanges  sur  les  deux  frères  sont  égales;  les  préférences  de 
Bruno  semblent  pourtant  pour  Constantin.  Christian  est  détourné 
par  les  mécaniques  :  «  Âd  mechanica  sua,  eOpi^^ixaTa  et  fabricas,  et 
machinamcnta,  ingeniosa  quidem  illa,  sed  oécopsjBiévu^a,  usque 
devolvitur.  » 

A  quoi  bon,  dit  Bruno?  a  Non  expectas  tu,  domine,  dit-il  au 
père,  ne  que  desiderat  respubllca  (in  cujus  spem  ad  patris  exem- 
plum  natus  est)  ut  fabricando  faber  fiat.  »  Les  deux  frères,  après 
ces  premières  et  fortes  études,  sont  envoyés  à  TUniversité  de 
Bréda;  ils  y  prennent  le  premier  rang  dans  tous  les  exercices. 

11  semble,  quand  on  parle  successivement  de  chaque  étude,  que 
les  deux  frères,  pour  justifier  Fadmiration  de  leurs  maîtres,  de- 
vraient s'y  consacrer  exclusivement.  Le  Droit,  la  Philosophie, 
le  grec  et  l'hébreu  sont  étudiés  avec  une  égale  ardeur.  Dans 
l'étude  des  Mathématiques,  Christian,  âgé  de  ly  ans,  ne  larde 
pas  à  surpasser  son  maître,  le  très  habile  géomètre  Schoolen. 
Dauber  écrit  à  Iluygens  père  :  «  M.  voslre  second  fils  (c'est  Chris- 
tian), qui  est  logé  chez  nous,  me  donne  une  grande  satisfaction, 
soit  pour  la  diligence  qu'il  apporte  à  ses  estudes,  soit  pour  l'hon- 
nesteté  de  ses  emportements.  Sans  vous  Oaltcr,  Monsieur,  je  le 
regarde  comme  un  nouvel  Orient,  qui  ne  tardera  pas  à  envoyer 
ses  lumières  partout.  Et  quand  je  considère  rexcellcnce  de  son 
esprit,  jointe  à  la  solidité  de  son  jugement  et  le  plaisir  qu'il  prend 
aux  études  du  Droit,  joint  le  temps  qu'il  y  employé,  je  ne  puis 
que  je  ne  vous  félicite;  je  ne  manque  pas  de  Iny  donner  de  l'exer- 
cice, mais  il  ne  manque  pas  aussi  à  y  bien  satisfaire  ;  en  toutes 
nos  disputes  aussy  que  publiques  que  particulières,  il  est  presque 
toujours  des  acteurs  :  il  soutiendra  samcdy  prochain  en  particulier 
des  thèses  sur  le  second  Livre  du  Digeste,  et  dans  trois  semaines 
CD  public  De  matrimonio.  » 
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^^parfaitement  démontré  par  Hujgcns  et  que  personne  encore 

^  ^Vait  trouvé?  Descaries  ne  le  dit  pas,  maïs  il  est  aisé  de  le  de- 

^^ner.  Le  jeune  Christian  avait  trouvé  la  loi  de  la  chute  verticale 

^^s  corps  pesants  et  démontré  la  forme  parabolique  de  la  trajec- 

^^ï'e;  il  a  écrit  en  effet  à  son  frère  Constantin  le  3 septembre  1646 

V^xir  lui  faire  connaître  ces  deux  lois  :  de  tout  ceci,  dit-il,  et  en- 

^Orc  d'une  infinité  de  choses  qui  en  dépendent,  <c  je  n'ai  jamais 

^eu  la  démonstration  avant  que  de  l'inventer  moi  mesme.  » 

Les  démonstrations  de  Christian  furent  aussi  envoyées  au  P. 
Mersenne  qui,  moins  sévère  que  Descaries  sur  la  rigueur  des 
preuves,  n'éleva  aucune  objection;  mais,  plus  érudit  que  lui,  c'est 
bien  peu  dire,  il  reconnut  dans  les  énoncés  les  théorèmes  célèbres 
de  Galilée.  Descartes  lisait  fort  peu  et  dédaignait  particulière- 
ment les  mécaniques  de  Galilée;  il  n'y  a  pas  à  s'étonner  que, 
connaissant  certainement  les  résullals  énoncés  déjà  par  le  grand 
physicien  de  Padoue,  il  les  tienne  pour  non  démontrés.  La  dé- 
monstration de  Christian,  il  faut  Favouer,  n'est  pas  concluante; 
il  la  donne  avec  détails  dans  une  lettre  à  Mersenne  du  28  octobre 
1646  ;  mais  on  comprend  qu'un  juge  comme  Descartes,  sans 
pencher  du  côté  de  l'indulgence  (telle  n'était  pas  son  habitude) 
ait  deviné  pour  le  jeune  inventeur  de  17  ans  de  hautes  destinées 
scientifiques. 

La  démonstration  repose  sur  un  postulatum  qui,  dans  notre 
notation  actuelle,  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Si  un  corps  tombant  verticalement  parcourt  pendant  un  temps  t 
an  espace  x  et  qu'on  ait  la  relation 

a7  =  cp(/), 
la  fonction  ^{t)  doit  évidemment  satisfaire  à  la  condition 


Le  principe  étant  admis,  Christian  en  conclut  l'impossibilité  de 
toutes  les  lois  proposées  cl  de  celles  aussi  qu'il  imagine,  à  l'excep- 
tion de  la  loi  déjà  donnée  à  son  insu  par  Galilée. 

Son  esprit  rigoureux  ne  dissimule  pas  l'insuffisance  d'une  telle 
preavc,  car  il  termine  sa  démonstration  par  celte  conclusion  : 
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((  Et  je  ne  trouve  point  d'autres  progressions  qui  ayent  quelque 
régularité  et  la  propriété  requise  que  celle  cy.  Et  pouf  cela,  je 
croy  qu'il  n'y  a  point  d'ordre  du  tout  ou  que  c'est  celui  des 
nombres  impairs.  » 

La  solution  générale  de  l'équation  qui  définit  la  fonction  est 

La  conclusion  d'Huygcns  suppose  m  =  2  ;  d'autres  progressions 
très  régulières  satisfont  à  la  condition  requise;  il  les  aurait  trou- 
vées très  certainement  si,  au  lieu  de  chercher  les  espaces  par- 
courus dans  des  temps  égaux  successivement  considérés,  il  avait 
considéré  l'espace  total  à  partir  du  commencement  de  la  chute. 

C'est  à  cette  époque  qu'on  commence,  dans  la  famille  Huygens 
et  parmi  les  amis,  à  nommer  Christian  le  jeune  Archimède. 
Jamais  surnom  ne  fut  mieux,  justifié. 

Ses  frères,  sans  marcher  sur  ses  traces,  en  savaient  assez  pour 
l'admirer;  Constantin  s'exerçait  à  l'Algèbre  et  consultait  Christian, 
qui  lui  répond  le  3  septembre  1646  : 

<(  Je  respons  à  votre  dernière  avecq  laquelle  vous  m'avez  en- 
voyé la  question  géométrique,  de  laquelle  vous  trouverez  la  solu- 
tion dans  mes  commentaires  que  j'y  ay  faictes  dessus  aussi  tost 
que  je  l'ay  reçue.  Pour  vous  dire  la  vérité,  vous  montrez  claire- 
ment de  n'avoir  pas  beaucoup  exercé  l'algèbre,  au  moins  pas  tant 
que  moy;  voicy  quelques  choses  que  j'ay  trouvées  par  son  ayde.  » 
Et  Christian  envoie  à  son  frère  deux  élégants  résultats  relatifs  aux 
volumes  engendrés  par  un  segment  parabolique  et  dont  l'un  était 
connu  d'Archimède.  Si  Constantin  y  prenait  intérêt,  il  avait  fait 
déjà  de  très  fortes  études. 

Les  deux  frères  travaillaient  ensemble  à  construire  d'excellentes 
lunettes.  Constantin  écrit  à  Christian,  lei4oclobre  iG55,  pendant 
son  séjour  à  Paris  : 

u  Je  vous  envoyé  un  dessein  de  Jupiter  qui  le  représente  tel 
comme  je  l'ay  veu  ces  mois  passez  plus  d'une  fois,  et  encore  qu'il 
faille  estre  accoustumé  à  se  servir  de  la  lunette  pour  bien  pouvoir 
discerner  ces  lignes,  si  est  ce  que  je  suis  bien  asseuré  que  je  ne  me 
suis  pas  trompé.  J'ay  encore  écrit  à  Col  vins  et  à  Kailhoven  pour 
une  nouvelle  forme  laquelle  le  dernier  m'a  promis  de  faire.  Je  ne 
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loucheray  pourtant  point  à  la  forme  que  vous  ne  soyez  icy;  car, 
pour  faire  des  lunettes  de  20  pieds,  nous  aurons  à  quoy  nous  oc- 
caper  touts  deux.  » 

Christian  cependant  était  entre  en  correspondance  avec  Mer- 
senne  qui,  comme  on  le  sait,  ne  ménageait  pas  les  lettres.  Le  jeune 
Archimède  y  répond  et  prend  rapidement  l'un  des  premiers  rangs, 
le  premier  peut-être,  malgré  ses  18  ans,  parmi  les  illustres  cor- 
respondants du  savant  minime.  Mersenne  écrit  le  3  janvier  1647  à 
Constantin  Huygens  : 

«  Vostre  fils  s'est  surpassé  soymesme. 

»  Je  ne  croy  pas,  s'il  continue,  qu'il  ne  surpasse  quelque  jour 
Archimède,  cousin  du  roy  Gélon.  » 

Mersenne  parle  cette  fois  des  théorèmes  relatifs  au  polygone 
funiculaire.  Si  l'on  sopge  en  efl'et  à  la  difficulté  du  problème  et  à 
l'insuccès  des  plus  habiles  alors  qu'ils  Tont  abordé,  on  ne  peut 
trouver,  pour  apprécier  les  lettres  du  jeune  étudiant,  aucune  admi- 
ration exagérée. 

Galilée  avait  assigné,  sans  donner  de  preuve,  la  forme  parabo- 
lique à  un  fil  librement  suspendu  par  ses  exlrémilés.  La  conjec- 
ture n'est  pas  exacte.  Le  jeune  Christian,  en  Tétudiant,  trouve  sur 
le  polygone  funiculaire  ou,  plus  exactement,  sur  le  polygone  arti- 
culé chargé  de  poids  à  chacun  de  ses  angles,  des  théorèmes  fort 
élégants  qu'il  démontre  en  toute  rigueur.  C'est  à  lui  qu'appartient 
sans  contredit  le  théorème  sur  la  courbe  formée  par  la  chaîne 
d'un  pont  suspendu,  en  supposant  le  poids  supporté  par  chaque 
partie  proportionnel  à  la  portion  correspondante  du  tablier.  La 
courbe  est  une  parabole.  Les  plus  grands  géomètres  à  cette  époque, 
et  les  plus  illustres  déjà,  auraient  certainement  mis  cette  décou- 
verte du  jeune  Arcliiniède  à  coté  de  leurs  Inventions  les  plus 
heureuses.  En  déclarant  que,  s'il  continue,  il  dépassera  Archimède, 
Mersenne,  loin  d'exagérer  ses  mérites,  faisait  d'inutiles  réserves; 
il  aurait  pu,  sans  parler  de  l'avenir,  écrire  à  Constantin  Huygens  : 
Votre  fils  est  en  Géométrie  Tégal  de  nos  illustres  amis  Descartes, 
Pascal,  Fermât,  Roberval  et  Wallis. 

Le  Volume  publié  par  la  Société  des  Sciences  de  Hollande  nous 
introduit  dans  Tintimité  de  cette  admirable  famille  Zulichcm,  et 
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nous  y  trouvons,  avec  de  nouvelles  preuves  de  précocité  d'un 
génie  incomparable,  de  précieux  renseignements  sur  les  hautes 
études  au  xvii*  siècle  et  sur  les  soins  donnés  dans  les  grandes 
familles  à  l'éducation  des  enfants.  Constantin,  en  quittant  l'Uni- 
versité, est  envoyé  à  Genève,  puis  à  Rome;  il  se  rend  ensuite  à 
Paris  et  à  Londres,  et,  formé  par  l'usage  du  monde  et  le  commerce 
des  plus  honnêtes  gens,  il  revient  consacrer  ses  talents  et  ses 
forces  au  service  de  son  propre  pays. 

Christian,  dès  que  ses  études  sont  terminées,  fait  un  voyage  en 
Danemark  et  dans  le  Palatinat;  il  se  rend  ensuite  à  Paris  et  y  fait 
un  long  séjour,  parcourt  la  France  en  compagnie  de  jeunes  gens 
aimables,  peu  préoccupés  de  la  Science,  et  prend  en  passant  cepen- 
dant le  titre  de  docteur  à  l'Université  d'Angers. 

La  correspondance  avec  son  père  et  son  frère,  les  liens  qu'il 
établit  avec  Chapelain,  Conrart  et  Roberval,  qui  deviennent  ses 
correspondants,  seront  pour  beaucoup  de  lecteurs  un  des  grands 
attraits  de  ce  premier  Volume.  Christian,  dont  l'esprit  semble 
universel,  envoie  à  son  frère  des  airs  de  musique  notés,  il  compose 
lui-même  des  vers  français,  et  le  jeune  Hollandais  pourrait  lutter, 
dans  une  langue  qu'il  a  apprise  à  l'Université,  avec  nos  poètes  les 
plus  exercés.  Des  stances  composées  à  l'occasion  de  la  mort  de 
Descartes  sont  fort  belles,  et  je  ne  sais  vraiment  si  aucun  poète 
français,  à  aucune  époque,  aurait  rejeté  comme  indignes  de  lui  ces 
quatre  vers  du  jeune  Archimède  : 

Celte  âme  qui,  toujours  en  sagesse  féconde, 
Faisait  voir  aux  esprits  ce  qui  se  cache  aux  yeux. 
Après  avoir  produit  le  modèle  du  monde. 
S'informe  désormais  du  mystère  des  Cieux. 

Huygens,  on  le  voit,  était  admirateur  du  génie  de  Descartes.  II 
juge  cependant  ses  œuvres  en  toute  liberté;  une  appréciation  de 
sa  géométrie  dans  une  lettre  à  Kinner  semble  mériter  qu'on  la 
signale.  Il  ne  paraît  voir  dans  la  Géométrie  analytique,  comme  il 
fera  plus  tard  pour  le  Calcul  différentiel,  que  le  développement 
et  la  mise  en  œuvre  d'idées  déjà  anciennes.  11  a  été  instruit  dans 
l'Algèbre  nouvelle  par  Schooten,  a  cujus  nnnc  cognitione  nihil 
œque  carum  liabeo.  liane  si  teneas  cogitesque  a  Victa  et  Marino 
Getaido  resuscitatam  fuisse,  et  a  Cartesio  plenissime  restitutam 
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(nam  lalcm  quoquc  vcteribus  geomctris  în  usu  fuisse  ccrtissimis 
mihi  indîcijs  constat),  tiim  dcmum  mérita  laude  horuiii  virorum 
laborcs  ingeniumque  célèbres  ». 

Chrislian,  dans  une  lettre  û  Kinner.  parle  ainsi  des  lois  du  mou- 
vement : 

«  De  motu  vero  hoc,  an  et  inipulsorum  leges  attigerit,  in  quibus 
deGoiendis  plurimi  maie  decepli  fuere  hactenus,  maximeque  om- 
nium Carlesius,  ut  aliquando  ostensurum  me  confido.  » 

Après  avoir  remercie  les  édi leurs  savants  et  dévoués  d'un  bel 
Ouvrage  qui,  dans  toutes  les  bibliothèques,  aura  droit  à  une  place 
d'honneur,  j'oserai,  dans  l'espoir  qu'il  en  sera  tenu  compte  dans 
les  Volumes  suivants,  adresser  quelques  critiques. 

Chaque  fois  qu'un  nom  est  cité,  illustre  ou  obscur,  une  note 
renseigne  le  lecteur  sur  le  personnage;  Tédileur  s'en  est  fait  une 
loi.  II  nous  îipprend  la  date  de  naissance  et  celle  de  la  mort  de 
Arnoldus  Vinnius,  de  Stampiocn  de  Jonge,  de  Ezechieldc  Decker, 
et  de  plusieurs  centaines  d'autres  inconnus;  c'est  une  grande  peine 
qu'il  se  donne,  il  faut  Ten  remercier.  La  règle  est  sans  exception  : 
Kepler,  Descartes,  Galilée,  Pascîil,  Fermai,  le  roi  Géloii...  ont 
chacun  leur  petite  notice,  exaclement  semblable  à  celle  de  Marie 
Schyrlœus  de  Rheita  ou  de  Wilhcm  Blaeu  ;  c'est  trop  ou  trop  peu. 
On  aurait  pu,  pour  eux,  comme  on  Ta  fait  pour  Archimède,  sup- 
primer la  notice.  Mais,  en  s'imposant  cette  tache,  pour  laquelle 
une  grande  érudition  doit  s'associer  à  une  grande  patience,  les 
éditeurs  en  ont  négligé  une  autre  qui  serait  plus  utile  à  beaucoup 
de  lecteurs.  Le  texte  des  letti'cs  est  souvent  difficile  à  comprendre; 
les  éditeurs,  dans  plus  d'un  cas,  ont  dû  trouver  dans  le  travail 
préparatoire  et  le  classement  des  pièces  le  moyen  de  Téclaircir. 

Très  familiers  avec  les  œuvres  d'IIuygens,  les  savants  éditeurs 
n'ont  pas  supposé  sans  doute  que,  s'il  est  question,  dans  une 
lettre  publiée  par  le  jeune  Archimède,  d'un  nouvel  ouvrage,  le 
lecteur  puisse  élre  en  doule  sur  le  litre,  que  la  date  seule  lui  rap- 
pelle. Si  dans  une  hîltre  il  est  question  de  l'un  des  fils  de  Con- 
stantin Iluvgens,  on  ne  devine  pas  toujours  auquel  s'adressent  les 
louanges  (jue  tous  peuvent  mériter.  C'est  quelquefois  un  petit 
ennui  dans  la  lecture  de  ce  très  beau  et  très  intéressant  volume. 
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Si,  comme  il  n'y  a  pas  lieu  d^en  douter,  la  Société  Hollandaise  des 
Sciences  achève  sa  grande  entreprise,  elle  aura  donné  à  la  Science 
un  Livre  unique  et,  pour  plus  d'une  raison,  immortel. 

J.  Bertrand. 


MULLER  (F.)*  ^  Kalender  Rarten  fur  die  Jahre  1800-1999. 

Berlin,  R.  Ilertzborg,  1888. 

Sous  un  très  petit  volume,  cet  opuscule,  composé  de  trente- 
quatre  pages  dont  la  surface  totale  ne  représente  pas  a**"*ï,  peut 
remplacer  les  calendriers  des  deux  cents  années  comprises  entre 
ces  deux  dates  extrêmes  1800  et  1999,  21^^21'^^  dire  2000.  Veut-on 
savoir  quel  jour  de  la  semaine  sera  le  premier  avril  1921  ou  à 
quelle  époque  a  été  la  fête  de  Pâques  en  18 10,  les  Tables  de 
M.  Millier  donneront  une  réponse  prompte  et  d'une  recherche 
facile  à  ces  questions.  Ces  Tables  seraient  parfaites  si  elles  prédi- 
saient le  temps  ou  les  événements  futurs;  mais  il  ne  faut  pas  être 
trop  exigeant. 


IIORMANN   (G.).  —    UxTERsrciiuxG  zwischen  welciien  Unolloide  und 

NODOIDK   DIE   VON   ZWEI   FESTEN   PaRALLELKREISFLACHEN  BEGRENZT  SIND  BEI 
(.EGEBKNEM   VoLVMEN   EIN   MlMMVM   DER  ObERFLACHE   BESITZEX.    InailgUral- 

Disscrlalion.  53  p.  in-8°.  Gœlliugue,  1887. 

Klant  donnes  deux  cercles  fixes,  placés  de  façon  que  la  droite 
qui  joint  leurs  ccnlres  soit  perpendiculaire  à  leurs  plans,  la  sur- 
face qui,  avec  les  doux  cercles,  limite  un  volume  donné  et  dont 
Taire  est  un  inininuiin  reçoit,  suivant  les  cas,  le  nom  à^onduloïde 
ou  de  noiloïilc.  L'étude  de  ces  surfaces  offre  un  intérêt  physique 
évident,  puisqu'elles  sont  des  formes  d'équilibre  pour  la  surface 
libre  d'un  liquide  soumis  aux  seules  forces  moléculaires.  Elles  ont 
été,  à  ce  litre,  élutliées  expérimentalement  par  Plateau  dans  des 
expérienees  eélèhres.  L'équilibre  est  stable  si  la  surface  corres- 
ponil  réellement  à  un  minimum. 

M.  Monnann  observe  tout  d'abord  qu'il  suffit  de  chercher  les 
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surfaces  de  révolution,  lîmilées  aux  deux  cercles,  qui  fournissent 
un  minimum  ;  qu'elles  soient  les  seules  surfaces  à  considérer,  c'est 
ce  qui  résulte  en  effet  des  recherches  de  M.  Schwarz  dans  la  dé- 
monstration qu'il  a  donnée  de  la  propriété  de  la  sphère  d'avoir 
une  aire  minimum  parmi  les  surfaces  qui  limitent  un  même 
volume  (*).  On  a  donc  à  résoudre  un  problème  de  minimum  à  une 
seule  variable,  les  conditions  du  problème  impliquant  qu'une  cer- 
taine intégrale  définie  est  constante.  L'auteur  résume  à  ce  propos 
les  résultats  de  l'analjse  de  M.  Weierstrass  et,  en  particulier,  la 
théorie  du  point  conjugué  de  Torigine  de  la  courbe  cherchée, 
point  tel  que  tout  arc  de  cette  courbe,  qui  ne  le  contient  pas,  ré- 
ponde effectivement  à  un  maximum  ou  à  un  minimum. 

Les  équations  de  la  courbe  qui,  par  sa  révolution  autour  de  Taxe 
des  JT,  engendre  la  surface  cherchée  sont  ensuite  obtenues  sous  la 
forme  suivante  : 

iF=pH 7— î M-t-  ^  * 


y=z 


u  est  le  paramètre  variable;  a,  [3,  \  sont  des  constantes  auxquelles 
les  racines  ^1,  ^2,  e^  du  polynôme  du  troisième  degré  qui  entre 
dans  la  définition  de  pu  sont  liées  par  les  formules 

_  a(2  — aX) 

*~       3[i-t-v/i  — aX]*' 

2  —  aX  —  6  V  I  —  aX 
3[n_^,_-aXj 

2  —  aX  -f-  f)  y  I  —  aX 

on  a  l'onduloïde  pour  olK  positif,  la  nodoïde  pour  tX  négatif.  La 
formation  de  l'équation  qui  détermine  \q  point  conjugué  Au  point 
initial  de  la  courbe,  correspondant  à  la  valeur  Uq  du  paramètre, 
remplit  la  plus  grande  partie   du  travail  de  M.  Hormann;  cette 


(•)   Nachrichte  von   der  K.  Gcscllscha/t  der  Wissenscha/l,   zu  GoUingcn; 
i88i. 
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('qnation  csl  fort  compliquée;  cependant  Fauteur  par\'ient  à  en 
tirer  quelques  conclusions  intéressantes  dans  le  cas  général  et  il 
pousse  la  solution  jusqu'au  bout  dans  le  cas  où  Ton  a  #/o=  o  ou 
(/o  =  co,  c'esl-à-dire  dans  le  cas  où  la  valeur  initiale  de  ^  est  un 
minimum  ou  un  maximum.  Enfin,  dans  les  dernières  pa<;es,  il 
compare  les  résultats  de  son  analyse  aux  recherches  expérimen- 
tales de  Plateau.  J.  T. 


MAKKOFF  (A.)-  —  Table  des  valeurs  de  l'intégrale    /     e-'*tù. 

1  vol.  in-8**;  xxvii-98  p.  Sainl-Pétcrsbourg,  1888. 


Les  valeurs  de  Tintégrale 


/ 


oe 


s^introduiscntdans  diverses  questions  de  Physique  mathématique, 
d'Astronomie  et  de  Calcul  des  probabilités:  Kramp  (*)  a  publié 
une  table  de  ces  valeurs,  de  leurs  logarithmes  et  des  logarithmes 
du  produit 


ea  •  r    c  -''  dt  ; 


Hcsscl  {'^)  a  conlinué  celle  dernière  Table;  M.  Radau  (•'*)  a  re- 
niar(pic  que  dans  ces  diverses  Tables  les  dernières  décimales 
étaient  incerlaines;  il  a  publié  avec  sept  décimales  les  valeurs  de 


logre-^'  r    e-'V^l; 


La  l'able  de  M.  MarkolT  contient  les  valeurs  de  l'intégrale 


/ 


ao 


e-''  dt 


(')  Analyse  des  réfractions  astronomiques  et  terrestres;  Strasbourg,   i-'oG. 
(')  Fundamenta  Astrononiicœ ;  Kccnigsbcrg,  1878. 
(  ')  Annales  de  r  Observatoire  de  Paris,  i885. 
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avec  onze  décimales,  pour  x  variant  de  millième  en  millième  de- 
puis a:  =  o,  jusqu'à  ^  =  3,  et  de  centième  en  centième  jusqu'à 
j:  =  4,8o*,  pour  les  valeurs  plus  grandes,  l'intégrale  est  moindre 

que  — jY>   ^^*   différences   première,   deuxième  et   troisième  sont 

données  dans  toute  l'étendue  de  la  Table  où  cela  est  utile,  en  sorte 
que,  par  une  interpolation  aisée,  on  puisse  toujours  obtenir  la  va- 
leur de  l'intégrale  avec  une  erreur  moindre  que  — ^  •  Une  Table 
supplémentaire  fournit  les  valeurs  de 

pour  X  variant  de  centième  en  centième  de  zéro  à  3,7  ;  cette  Table 
est  à   six    décimales^  au  delà   de   3,7,  la  fonction   est   moindre 

Une  intéressante  introduction  rappelle  les  propriétés  de  la  fonc- 
tion /     e~''rf/,  qui  intéressent  le  calcul  numérique  de  ses  valeurs 

et  l'indication  des  procédés  de  calcul;  l'auteur  s'est  surtout  servi 
de  la  formule  approchée 

h 


/ 


— ve-î) 


h 


qui  est  déduite  d'une  formule  générale  duc  àLegendrc  (*),  et  dans 
laquelle  Terreur  est  moindre  que 


40 


J.  T. 


(')  Exercices  de  Calcul  intégral,  l.  111,  §  II. 


— TÏ,~X  ~  — 
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MÉLANGES. 

SUR  L'INTÉGRATION  DÈS  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  LINÉAIRES 

A  COEFFICIENTS  CONSTANTS; 

Par  m.  Ch.  MÉRAY, 
Professeur  à  la  Faculté  des  Scicoces  de  Dijon. 

Bien  que  la  question  qui  va  nous  occuper  soit,  depuis  fort  long- 
temps déjà,  tombée  dans  le  domaine  classique,  les  diverses  solu- 
tions qui  en  ont  été  données  laissent  toutes  quelque  chose  à  désirer. 
Pour  une  équation  d'ordre  quelconque  à  une  seule  fonction  in- 
connue, la  formation  de  l'intégrale  générale  s'effectue  d'une 
manière  absolument  empirique;  en  outre,  quand  les  racines  de 
l'équation  caractéristique  ne  sont  pas  toutes  simples,  on  ne  montre 
pas  que  la  formule  trouvée  donne  bien  l'intégrale  générale  et  l'on 
passe  absolument  sous  silence  la  détermination  des  valeurs  des 
constantes  arbitraires  répondant  à  des  conditions  initiales  données. 
On  peut  en  dire  autant  et  même  plus,  toujours  dans  le  cas  où 
l'équation  caractéristique  offre  quelque  racine  multiple,  quand  il 
s'agit  d'un  système  d'équations  simultanées  du  premier  ordre  entre 
des  fonctions  inconnues  en  même  nombre. 

Il  est  vrai  que  ce  dernier  problème,  auquel  on  peut  et  même  on 
devrait  constamment  ramener  tous  les  autres,  a  été  résolu  par  les 
formules  d'une  généralité  et  d'une  élégance  extraordinaires  que 
Cauchy  a  données  en  i84o  dans  le  tome  I  de  ses  Exercices  d^ Ana- 
lyse et  de  Physique  mathématique.  Mais  l'illustre  auteur  y  par- 
vient au  moyen  d'une  induction  bizarre,  suivie  d'une  simple  vérifi- 
cation qui,  l'une  et  l'autre,  laissent  leur  origine  et  leur  structure 
dans  la  plus  complète  obscurité. 

On  lira  donc,  avec  un  certain  intérêt  peut-être, la  méthode  nou- 
velle, cette  fois  très  directe,  que  je  vais  proposer  pour  établir  ces 
formules  de  Cauchy  et  qui  met  leur  mécanisme  en  pleine  lumière. 
Deux  mots  suffisent  maintenant  pour  en  résumer  la  description  : 
les  exponentielles  mêlées  à  des  monômes  entiers  sont  amenées  par 
la  récurrence  des  valeurs  initiales  des  intégrales  et  de  leurs  déri- 
vées de  tous  ordres  ;  quant  aux  résidus,  ils  s'introduisent  au  simple 
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lîlre  de  notation  commode  et  générale  des  coefficients  des  diverses 
puissances  de  l'argument  dans  la  formule  de  Taylor. 

On  peut,  de  plusieurs  manières,  élargir  la  notion  habituelle  de 
série  récurrentey  de  la  suivante,  en  particulier,  qu'il  va  nous  être 
utile  de  considérer. 

Étant  données  k  séries  entières  dépendant  d'une  seule  et  même 
variable  2, 

..                               .     \{Z)  =  Vo-{-ÇiZ  -hVtZ^-h,.,-h  V,n^"^-^"'  y 
I     » 

T{Z)=  to-h  tiZ  -{-  tiZ^  -h,.,-^tmJli"^  -f-..., 

je  dirai  qu'elles  sont  co- récurrentes  si  leurs  coefficients  sont  liés 
entre  eux,  et  cela  pour  toutes  les  valeurs  des  indices  m,  par  les  k 
relations  ou  récurrences 

I    Mm-hl  -H  ai  M;„  -h  61  Ç»;»  -h  .  .  .  4-  Al  f /,»  =  O, 
\  ^  )  < 

dont  les  coefficients  ai,  &i,  ...,  /i|  ^  ^2,  ...,/i2t  •••;  ••*,  /'a  sont 
des  constantes  données  quelconques  et  qui  permettent  évidem- 
ment de  les  calculer  tous  successivement,  dès  que  les  premiers 
seulement 

Mo,    Po>     •  •  •  î     ^0 

sont  connus. 

La  sommation  de  pareilles  séries  s'effectue  facilement  au  moyen 
de  ce  théorème  : 

Ces  séries  sont  toutes  convergentes  pour  des  valeurs  de  z  à 
modules  suffisamment  petits,  et,  en  posant 

i-^a^z  bxZ     ...  hxz 

a^z     i-r  b^z     ...  h^z 


(3) 


•      ••••••  ••• 


=  F(-), 


akZ  b/,z     ...     \  ->r  hfiZ 

polynôme  entier  de  degré  k  en  z,  en  appelant 

X,iz),     B,(z),     ...,     Hi(5), 
Aj(5),     B,(;;).     ...,     lU{z), 


(4) 


•  y 


f    Aa(-5),      Ba(5,),      ...,       lh(z), 
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les  déterminants  (Tordre  k  —  i  qui  constituent  les  mineurs 
complémentaires  des  éléments  semblablement  placés  dans  le 
tableau  du  déterminant  (3)  ci-dessus,  et  qui  tous,  comme  ce 
dernier  y  sont  des  polynômes  entiers  en  z,  mais  de  degré  k  —  i 
seulement,  on  a  les  formules 

^(^)=  F(^) ' 

(5)  {  ^(^^  -  Fôô  ' 


En  admettant  pour  un  instant  la  convergence  des  séries  (i),  on 
trouve  facilement  que  leurs  sommes  sont  liées  par  les  k  équations 
linéaires  simultanées 

/  (i-Haiz)U-i-  bxz  V-H...-h  hxs  T  =  Wo» 

,_.  \  ai>s  U-+-(i-h6iz)V-h...-h  htz  T  =  (^o» 

^^^ 

l  akZ\}->r  bfeZ\-^,..-\-{l->rhkZ)'ï  =  tQ, 

Car,  en  ajoutant,  par  exemple,  les  seconds  membres  des  formules 
de  définition  (i)  après  les  avoir  multipliés  respectivement  par 

i-f-ai-5,     b\Z<,     ..,,     hiZj 

on  constate  immédiatement  que,  dans  le  résultat,  le  terme  indé- 
pendant de  z  se  réduit  à  ^o  ^^  •'O^s  les  autres  coefficients  à  o,  à 
cause  de  ce  que  donne  la  première  des  récurrences  (a)  quand  on 
y  fait  successivement  m  =  o,  i ,  2,  ....  Et  de  même  pour  les  équa- 
tions (6)  autres  que  la  première.  Or  la  résolution  de  ces  équations 
conduit  directement  aux  formules  (5). 
Maintenant,  comme  on  a 

(7)  F(-)  =  i  -^P\  -  -^PiZ^-^"'-^PkZ^\ 

polynôme  qui  ne  peut  s'évanouir  pour  c  =  o,  il  résulte  des  pre- 
miers principes  de  la  théorie  générale  des  fonctions,  que  les  frac- 
tions rationnelles  (5)  sont  développables  par  la  formule  de  Mac- 
laurin  jusqu'au  plus  petit  module  des  racines  de  l'équation 

F(5)=o. 
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Et  les  séries  entières  fournies  par  ces  développements  ne  peu- 
vent différer  des  proposées  (i),  puisqu'elles  satisfont  aux  équations 
(6)  qui  équivalent  aux  récurrences  (2). 

Chacune  de  ces  séries  considérée  isolément  est  évidemment  ré- 
currente dans  le  sens  ordinaire  de  ce  mot. 

Nous  avons  encore  à  exécuter  la  sommation  d^une  série  entière 
dont  le  coefficient  du  terme  en  z"*^  est  égal  à  celui  d'une  série  ré- 
cnrrente  au  diviseur  1.2. ..m  près. 

Sif  F(5)  désignant  toujours  le  polynôme  {'])de  degré  A*, 


(«) 


il{z) 


¥(z) 


—-  =  Wq-\-  w^z  ■+-,., -h  WniZ^-^- 


4gst  le  développement  en  série  récurrente  d'une  fraction  ra- 
.iionnelle  en  z  dont  le  numérateur  ^{z)  est  de  degré  <^j  Ict 
êérie  entière 


(9) 


Wq 


I  1.2 


W 


m 


1,2,,. , m 


'.m 


'€$t  Convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  z^  et,  en  représentant 
f$a  somme  par 


a,  pour  la  calculer,  la  formule 


to) 


£(£))        p 


5*-»  12 


(0 


(-■(0) 


çSZ 


^     L  Quand  la  fraction  rationnelle  (8)  se  réduit  à  la  fraction 
^limple 

^4^4  désignant  quelque  constante  non  =  o,  on  a  évidemment 


U—êiMyt     2à 


__  ^  y(y  •^^- 1). .  .(7  -h  m  —  i) 


1 . 2 . . .  /7t 


sf^z'*^ 


^  Tk \7. -r51('^-^"0(''»-H2)...(/?n-<7--i)jy';!'«. 


I 


(- 


r' 

lii- 
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intégral,  la  recomposition  des  fonctions  simples  analogues  à 


amène  évidemment  sous  le  signe   T  le  produit  de  e**  par  l'expres- 
sion 

KO   -riKil 

ce  qui  achève  notre  démonstration. 

III.  Notre  raisonnement  suppose  implicitement,  il  est  vrai,  que 
F(j5)  est  de  degré  effectif  k^  c'est-à-dire  que/?A  n'est  pas  nul.  Car, 
s'il  en  était  autrement,  la  fraction  rationnelle  (8)  se  résoudrait  en 
fonctions  simples  non  plus  seules,  mais  accompagnées  de  monômes 
entiers  en  z  dont  jusqu'à  présent  nous  n'avons  rien  dit.  On  con- 
ilatera  néanmoins  que  la  généralité  de  la  formule  (10)  n'en  souffre 
|Mis«  en  tenant  compte  de  la  racine  simple  ou  multiple  5=0 
qu'offre  alors  Téq nation 

,*F(i)  =  o 
et  de  la  relation  évidente 

ceqai  se  fait  avec  assez  de  facilité  pour  que  j'en  laisse  le  soin  au 
leelear. 

Feu  de  mots  nous  suffisent  actuellement  pour  traiter  notre  ques- 
tion principale. 

Un  système  d'équations  différentielles  quelconques  peut  toujours 
ôlKO  ramené  à  la  forme  que  dans  une  autre  occasion  j'ai  nommée 
immédiate,  c'est-à-dire  à  ne  contenir  que  des  équations  du  premier 
ordte  fournissant  (quand  il  s'agit  comme  ici  d'équations  différen- 
!  ielles  totales)   les    diverses    dérivées  des   fonctions  inconnues 


±   lli 


:_  .  Ji-    î'.'- 


1  -, 


*     &       ■  ^    ■  1 
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déterminant  (i4);  ^^  appelant 

(l6)  Mo,   t^o,    •..,  ^0 

Xr  constantes  arbitraires  et  posant 

y  (5)  =  Mo  ai(*)-i-<'o  ««(*)-+-...+  ^0  «*(*)» 


x(5)  =  Mor)i(5)  +  VQri^(s)  -h. . .+  ^o>)^(*), 

les  intégrales  du  système  (i3),  qui,  pour  xz=Xo^  prennent  les 
valeurs  initiales  (16),  sont  données  par  les  formules 

(«7)  /    """C^s     [f{s))      ' 


qri/i  fournissent  ainsi  les  intégrales  générales  des  équations 
considérées. 

En  faisant  j:  =  Xo  dans  les  équations  (i3)  et  dans  toutes  celles 
qui  s'en  déduisent  par  des  différentiations  indéfinies,  on  aperçoit 
immédiatement  que  les  valeurs  initiales  des  intégrales  et  de  leurs 
dérivées  de  tous  ordres 

Uqj      Mj  y       •  *  *  )      ^nti       «  •  • 


'o>       *l»        •  •  •  )      */n>      •  •  • 


sont  liées  par  les  récurrences  (2).  Il  en  résulte  que  les  sommes  des 
séries  co-récurrentes  en  ;;  qui  ont  ces  valeurs  initiales  pour  coeffi- 
cients sont  fournies  par  les  formules  (5)  et,  par  suite,  que  celles 
des  séries  entières  en  (x  —  ^0)  se  déduisant  de  ces  dernières  par 
la  substitution  de  x  —  Xq  k  z  et  l'apposition  du  diviseur  i .  2  . . .  m 
sous  leurs  termes  en  (x  —  ^o)''S  c'est-à-dire  les  intégrales 
da  système  (i3)  ayant  les  quantités  (16)  pour  valeurs  initiales, 
peuvent  s'obtenir  par  l'application  de  la  formule  (10). 
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Ces  intégrales  sont  donc  bien  les  seconds  membres  des  formules 
(17),  car  on  a  évidemment 

et  de  même  les  éléments  du  tableau  (i5)  sont  précisément  ce  que 
deviennent  ceux  semblablement  placés  dans  le  tableau  (4)  quand 

on  les  multiplie  par  5*"*,  après  y  avoir  changé  5  en  -• 

La  combinaison  des  formules  (17)  avec  les  résultats  fournis  par 
la  méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires  fait  ensuite 
immédiatement  connaître  les  termes  à  y  introduire  pour  qu'elles 
donnent  les  intégrales  à  mêmes  valeurs  initiales,  de  ce  que  de- 
viennent les  équations  (i 3)  quand,  au  lieu  d'être  nuls, leurs  seconds 
membres  sont  des  fonctions  données  quelconques  de^. 
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ŒuvRRS  DE  Lagranue,  publiées  par  les  soins  de  M.  A.  Serret,  sous  les  aus- 
pices de  M.  le  Ministre  de  l'Instruction  publique.  Tome  XIII  :  Correspon- 
dance de  Lagrange  a^^ec  d*Alcrnbert. 

La  Correspondance  de  Lagrange  avec  d'Alembert  intéresse  sur- 
tout les  géomètres.  Les  illustres  amis,  unis  par  leur  commun 
amour  pour  la  Science,  n'ont  eu  que  de  très  rares  relations  per- 
sonnelles :  leur  intimité  est  celle  de  Fesprit.  Quand  Lagrange  se 
marie,  d'Alemberl,  qui  depuis  plusieurs  années  l'appelle  cher  et 
illustre  ami,  l'apprend  d'une  manière  indirecte.  «  On  m'écrit,  lui 
dit-il,  que  vous  avez  fait  ce  qu'entre  nous  autres  philosophes  nous 
appelons  le  saut  périlleux.  Je  pense  qu'un  grand  mathématicien 
doit  savoir  calculer  son  bonheur  et  qu'après  avoir  fait  ce  calcul 
vous  avez  trouvé  le  mariage  pour  solution.  »  Lagrange,  alors  âgé 
de  trente  et  un  ans,  lui  répond  :  «  J'ai  reçu  vos  lettres  et  vos  com- 
pliments; je  vous  en  remercie  de  tout  mon  cœur.  Je  ne  sais  si  j'ai 
bien  ou  mal  calculé,  ou  plutôt  je  crois  n'avoir  pas  calculé  du  tout, 
car  j'aurais  peut-être  fait  comme  Leibnitz,  qui,  à  force  de  réflé- 
chir, ne  put  jamais  se  déterminer.  Il  m'a  paru  que  la  chose  était 
si  indifférente  d'elle-même  qu'elle  ne  valait  pas  la  peine  de  vous 
en  entretenir.  »  Puis  il  lui  parle  du  problème  des  tautochrones. 
Il  faut  moins  encore  chercher  dans  les  Lettres  de  Lagrange  des 
renseignements  sur  les  affaires  publiques.  Une  seule  fois  il  lui 
arrive  d'en  dire  un  mot,  en  1779  :  «  Il  y  a  apparence  que  toute 
l'Europe  sera  en  feu  l'année  prochaine.  Heureux  ceux  qui  peuvent 
n'être  que  spectateurs  de  cette  tragi-comédie,  dont  le  dénoilment 
le  plus  sûr  sera  d'avoir  sacrifié  quelques  centaines  de  mille 
hommes  à  l'ambition  de  quelques  particuliers!  »  Lorsque  d'Alem- 
bert  éprouve  le  plus  grand,  presque  le  seul  sérieux  chagrin  de  sa 
vie  et  perd  M*'*  de  Lespinasse,  Lagrange  ignorait  leur  vie  com- 
mune. 

C'est  incidemment  seulement  que  l'on  rencontre  dans  la  Cor- 
respondance un  nom  que  d'Alembert  aimait  à  écrire.  «Je  serai 
charmé,  dit-il,  de  cultiver  la  connaissance  de  M.  le  marquis  de 
Caraccioli;  j'espère  que  j'aurai  le  plaisir  de  le  voir  souvent  chez 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  3*  série,  t.  \II.  (Septembre  1888.)  17 
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M*'*'*  de  Lespinasse,  qui  rassemble  des  gens  de  mérite  de  toutes 
nations  et  de  tous  états,  et  que  M.  le  marquis  Caraccioli  a  déjà 
vue  à  son  passage  à  Paris.  »  Quand  il  déménage  et  se  rend  au 
faubourg  Saint-Germain,  il  en  informe  Lagrange,  sans  lui  rien 
dire  des  affections  qui  Vy  attirent. 

D'Alerabert,  dès  les  premiers  écrits  du  jeune  professeur  à  l'école 
d'artillerie  de  Turin,  a  deviné  son  rare  mérite.  Il  est  charmé  par 
ses  Mémoires  sur  la  théorie  du  son  et  lui  adresse  spontanément  de 
vives  félicitations.  <(  Vous  êtes  destiné,  lui  écrit-il,  à  jouer  un 
grand  rôle  dans  la  Science.  »  Tel  est  le  début  de  leurs  relations. 
D'Alembert  sait  observer  les  dislances.  Il  envoie  dans  la  même 
Lettre  des  compliments  à  Foncenex,  qui  lui  paraît  habile  mathé- 
maticien. Deux  mois  après,  il  prie  le  jeune  Lagrange  d'accepter 
les  deux  premiers  Volumes  de  ses  Opuscules  mathématiques. 
«  J'y  ai  parlé  de  vous,  lui  dit-il,  avec  la  haute  estime  que  vos  ta- 
lents m'ont  inspirée.  » 

Lagrange,  qui  n'a  pas  répondu  d'abord  aux  avances  venues  de 
si  haut,  prend  occasion,  six  mois  après,  de  l'envoi  d'un  Volume 
des  Miscellanea  Taurinensia  pour  le  remercier  enfin.  <cCe  délai, 
dit-il  pour  excuse,  ne  doit  être  attribué  qu'au  désir  que  j'avais  de 
pouvoir  mieux  vous  prouver  toute  ma  reconnaissance  en  vous 
présentant  le  second  Volume  des  Mélanges  de  notre  Société.  » 
Lagrange  indique  ensuite  à  d'Alembert,  avec  grande  liberté,  quel- 
ques points  importants  de  la  Physique  mathématique  sur  lesquels 
il  ne  peut  s'accorder  avec  lui.  a  Je  vous  prie,  lui  dit-il,  d'exami- 
ner mes  raisons  sans  prévention  et  de  me  faire  part  de  vos  re- 
marques, dont  je  ne  manquerai  pas  de  profiter.  » 

Un  tel  début  aurait  pu  diminuer  l'empressement  de  plus  d'un 
personnage,  même  moins  illustre  et  moins  haut  placé  que  d'Alem- 
bert. Lagrange  était  fort  négligent.  «  Je  ne  sais,  écrit-il  dans  une 
occasion  analogue,  si  j'ai  commis  une  impolitesse  envers  le  ban- 
quier qui  m'a  envoyé  la  lettre  de  change  pour  l'argent  du  prix  en 
ne  lui  faisant  pas  de  réponse;  mais  j'ai  pensé  qu'elle  ne  servirait 
qu'à  le  mettre  inutilement  en  frais  de  port  de  lettre.  *> 

Lagrange  vient  passer  quelques  mois  à  Paris.  En  retournant  à 
Turin,  il  s'arrête  à  Genève.  Recommandé  par  d'Alembert,  il  est 
invité  par  Voltaire.  «  L'illustre  écrivain  était  ce  jour-là  en  hu- 
meur de  rire,  écrit  Lagrange;  ses  plaisanteries  tombèrent  sur  la 


COMPTES  KENDUS  ET  ANALYSES.  >o7 

religion;  ce  qui  amusa  beaucoup  toute  la  compagnie.  C'est  un 
original  qui  mérite  d^ôtre  vu.  »  Puis  il  parle  des  cordes  vibrantes. 
1^  situation  de  Lagrange  à  Turin  était  très  gênée.  Il  avait  25o  écus 
d'appointements.  Le  roi  de  Sardaigne  lui  a  fait  des  promesses, 
mais  il  n'est  pas  comme  César,  ad  pœnas  lentiis,  ad  prœmia 
velox,  a  On  regarde  à  Turin,  dit-il,  la  science  dont  je  m'occupe 
comme  très  inutile  et  même  ridicule,  et  Ton  aurait  regret  à  son 
argent  si  l*on  faisait  quelque  chose  pour  un  géomètre.»  On  c'est 
le  roi;  Lagrange  n'a  pas  osé  confîor  cette  lettre  à  la  poste. 

D'AIembert,  tout-puissant  à  Berlin,  saisit  la  première  occasion 
de  procurer  à  Lagrange  une  situation  moins  précaire.  «  M.  Euler, 
lui  écrit-il  le  6  mars  1766,  s'en  va,  dit-on,  à  Saint-Pétersbourg 
pour  quelque  mécontentement  qu'il  a  eu  à  Berlin.  Je  lui  ai  écrit 
pour  l'en  dissuader.  S'il  s'en  va  et  que  vous  vouliez  le  remplacer, 
vous  n'avez  qu'à  m'écrire  un  mot.  Je  ferai  de  mon  mieux  pour 
vous  servir.  »  —  «  On  fait  tout  ce  qu'on  peut  pour  retenir  Euler, 
écrit-il  un  mois  après,  mais  il  paraît  avoir  grande  envie  de  s'en  aller. 
Je  ne  sais  ce  qu'il  en  sera  :  mais  en  cas  qu'il  parte  et  que  le  roi  de 
Pnisse  me  croie,  M.  Euler  aura  un  successeur  qui  le  vaut  bien.  » 

Le  roi  de  Prusse  croit  d'Alembcrt  et  le  remercie,  a  Je  dois  à  vos 
soinsy  lui  dit-il,  d'avoir  remplacé  un  géomètre  borgne  par  un  géo- 
mètre qui  a  ses  deux  yeux.  »  Le  pauvre  Euler,  en  elTet,  était  bien 
près  d'être  aveugle  et  le  devint  quelques  années  après.  Lagrange 
reçut  de  Frédéric  une  pension  de  i5oo  écus,  valant  6000  francs  de 
France,  et  les  frais  largement  payés  du  voyage  de  Turin  à  Berlin 
CD  passant  par  Paris  et  par  Londres. 

On  a  cité  plusieurs  fois,  avant  la  publication  de  la  Correspon- 
dance, une  phrase  d'une  Lettre  de  d'Alembcrt  à  Lagrange  qui, 
dit-on,  rendit  les  négociations  difficiles;  elle  ne  se  trouve  pas 
dans  le  Volume  aujourd'hui  imprimé.  D'Alembcrt  avait  écrit  : 
«  Il  est  juste  que  le  plus  grand  géomètre  soit  appelé  auprès  du 
plus  grand  roi.  »  Lagrange  avait  rendu  la  Lettre  publique.  Le  roi 
de  Piémont  trouva  l'argument  offensant  pour  lui-même  et  pour 
son  pays,  et  telle  serait,  d'après  une  tradition  qui  remonte  à 
Plana,  neveu  de  Lagrange,  la  cause  véritable  des  difiicuUés  qu'une 
demande  directe  de  Frédéric  au  roi  de  Piémont  put  seule  aplanir. 
En  prenant  place  à  Berlin  parmi  ses  Confrères,  Lagrange,  d'après 
les  usages  de  l'Académie,  leur  devait,  non   un  remerciement,  car 
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ils  n'élaient  pour  rien  dans  sa  nomination,  mais  un  complimenU 
Celui  qu'il  leur  adressa  n'a  pas  jusqu'ici  trouvé  place  dans  la  col- 
lection de  ses  Œuvres;  il  a  été  publié  par  le  savant  M.  Genocchi 
et  est  assez  court  pour  que  nous  le  citions  en  entier  :  «  Messieurs, 
je  ne  ferai  point  un  discours  en  forme  pour  vous  témoigner  ma 
reconnaissance  de  l'honneur  que  je  reçois.  La  fatigue  du  voyage 
et  les  occupations  que  j'ai  eues  depuis  mon  arrivée  ne  m'ont  en- 
core permis  aucune  sorte  d'application.  Et  d'ailleurs  il  me  semble 
qu'on  n'est  guère  en  droit  d'exiger  une  pièce  d'éloquence  d'un 
géomètre  qui  s'est  livré  dès  son  enfance  aux  études  les  plus  abs- 
traites. Je  me  contenterai  donc,  Messieurs,  de  vous  exprimer  de 
la  manière  la  plus  simple,  et  en  même  temps  la  plus  vraie,  les 
sentiments  dont  je  suis  pénétré  à  la  vue  de  vos  bontés,  et  je  tâ- 
cherai de  mériter  ces  mêmes  bontés  par  mon  attachement  pour 
vous  et  par  mon  zèle  pour  la  gloire  des  Sciences  et  des  Lettres, 
que  vous  cultivez  avec  tant  de  succès  ;  sur  ce  point  seul  je  me  flatte 
de  ne  point  céder  à  mon  illustre  prédécesseur.  Puissé-je  remplir 
en  quelque  façon  le  vide  qu'il  a  laissé  dans  cette  Académie,  et 
répondre  aux  intentions  de  notre  grand  monarque,  qui,  au  milieu 
de  sa  gloire,  daigne  s'intéresser  à  elle  et  l'honorer  de  sa  protec- 
tion !  et  puissiez-vous,  Messieurs,  trouver  en  moi  un  Confrère 
qui  ne  soit  pas  tout  à  fait  indigne  de  votre  estime  et  de  votre 
amitié  !  n 

L'empressement  à  servir  ks  hommes  de  mérite  était  infatigable 
chez  d'Alembert.  Peu  de  temps  après  Lagrange,  il  recommandait 
Foncenex,  élève  de  Lagrange  à  Turin,  dont  les  premiers  écrits, 
dignes  d'un  tel  maître,  promettaient  un  grand  géomètre.  Il  vécut 
plus  de  quarante  ans  encore,  officier  dans  l'armée  piémontaise, 
sans  rappeler  jamais  aux  savants  son  brillant  début  dans  la 
Science.  Apprenant  que  le  chimiste  très  éminent  Margraff'est  en 
danger  de  mort,  d'Alembert  écrit  à  Lagrange  :  «  J'ai  appris  qu'il 
y  avait  à  Stockholm  ou  à  Upsal  un  très  habile  homme,  Scheele, 
J'en  ai  parlé  au  roi.  »  Il  intervient  aussi  en  faveur  de  Lambert, 
non  seulement  sans  le  connaître  personnellement,  mais  sans  avoir 
reçu  de  ses  travaux  une  impression  très  favorable.  Lagrange  l'a 
éclairé  :  «  J'ai  oublié,  écrit-il  à  Lagrange,  de  vous  demander  ce 
que  vous  avez  pensé  de  M.  Lambert.  Ce  que  j'ai  lu  de  lui  jusqu'à 
présent  ne  me  paraît  pas  de  première  force.  »  Lambert  avait  be- 
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soin  d^aide  cependant.  «  On  m'a  pour  ainsi  dire  presque  forcé, 
écrit  Frédéric,  de  prendre  la  plus  maussade  créature  qui  soit  dans 
TaniverSy  pour  la  mettre  de  noire  Académie;  il  se  nomme  Lam- 
bert, et,  quoique  je  puisse  attester  qu'il  n'a  pas  le  sens  commun, 
on  prétend  que  c'est  un  des  plus  grands  géomètres  de  TEurope.  Je 
ne  me  propose  pas  de  sitôt  d'avoir  l'honneur  de  m'entretenir  avec 
lui.  »  Lagrange,  beaucoup  meilleur  juge,  éclaire  d'Alemhert;  grâce 
â  lui,  la  position  de  Lambert  à  Berlin  fut  digne  de  son  mérite. 

l^OL   sympathie  de  Lagrange  pour  Lambert  se  traduit  |)ar  une 
des    pages  très  rares  de  la  Correspondance  où  il  quitte  le  terrain 
de  la  pure  Science  pour  exprimer  en  termes  excellrnls  une  véri- 
table émotion.   0  Je  suis  tout  triste  de  la  mort  de  mon  (Confrère 
M.  Lambert;  c'est  une  perte  irréparable  pour  notre  Académie  et 
pour  l'Allemagne  en  général;  il  possédait  éminemment  le  talent 
rare  d'appliquer  le  calcul  aux  expériences  et  aux  observations,  et 
d'en  extraire,  pour  ainsi  dire,  tout  ce  qu'il  pouvait  y  avoir  de  ré- 
gulier. Sa  Photométric,  Ouvrage  peu  connu  en  France  et  même 
en  Allemagne,  est  un  vrai  modèle  dans  ce  genre  de  recherches; 
il  était  d'ailleurs  assez  versé  dans  le  calcul,  et  il  n'ignorait  aucune 
des  différentes  branches  de  l'Analyse  et  de  la  Mécanique.  Les  trois 
Volumes  de  Mémoires  qu'il  a  donnés  en  allemand,  il  y  a  quelques 
années,  contiennent  d'excellentes  choses,  et  il  serait  à  souhaiter 
que  quelqu'un  voulût  les  traduire.  Il  y  a  dans  toutes  ses  recher- 
ches une  grande  netteté,  et  il  avait  surtout  l'art  de  parvenir  aux 
résultats  les  plus  simples,  même  dans  les  (juestions  qui  parais- 
saient les  plus  compliquées.  Il  s'est  laissé  mourir  peu  à  pou  de 
consomption,  n'ayant  jamais  voulu,    excepté   dans    les  derniers 
quinze  jours,  ni  prendre  aucun  remède  ni  même  consulter  un 
médecin.  Il  avait  reçu  de  la  nature  un  caractère  et  un  tempéra- 
ment admirables;  toujours  content  de  lui-même,   il  n'a  jamais 
montré  la  moindre  envie  ni  jalousie.  Il  avait  une  façon  de  penser 
etd*agir  très  naïve;  ce  qui  a  souvent  indisposé  contre  lui  les  per- 
sonnes qui  ne  le  connaissaient  pas  particulièrement;  mais,  quand 
on  était  parvenu  à  le  connaître  à  fond,  on  ne  pouvait  s'empêcher 
de  concevoir  pour  lui  toute  l'estime  et  l'amitié  qu'il  méritait;  c'est 
ce  qui  m'est  arrivé.  Si  j'envie  sa  vie,  j'envie  tout  autant  sa  mort, 
qui  a  été  des  plus  douces  et  dont  il  ne  s'est  pas  même  douté.  >> 
DWlembert  a  deviné  le  jeune  Laplaco  sur  la  lecture  de  ses  pre- 


2IO  PREMIÈRE  PARTIE. 

micrs  travaux,  comme  il  avait  deviné  le  jeune  Lagrangc.  L'adnu- 
ration  est  moindre,  mais  la  différence  est  justifiée  :  les  débuts  de 
Laplace  n'ont  pas  eu  l'éclat  de  ceux  de  Lagrange.  «  Il  y  a  ici  un 
jeune  homme  nommé  M.  de  la  Place,  professeur  de  Mathémati- 
ques à  l'École  militaire,  où  je  l'ai  placé,  écrit  d'Alemberl.  Ce 
jeune  homme  a  beaucoup  d'ardeur  pour  la  Géométrie,  et  je  lui 
crois  assez  de  talent  pour  s'y  distinguer.  Il  désirerait  s'y  livrer 
entièrement,  et,  comme  sa  place  de  professeur  lui  prend  beau- 
coup de  temps,  il  en  voudrait  une  autre  qui  le  laissât  entièrement 
libre.  Notre  Académie  ne  pourrait  le  satisfaire  à  ce  sujet,  parce 
que  les  pensions  viennent  très  tard,  quelquefois  au  bout  de  vingt- 
cinq  ans,  et  que  d'ailleurs  il  n'en  est  pas  encore,  s'étant  vu  préfé- 
rer très  injustement,  malgré  mon  suffrage  et  celui  de  presque 
tous  nos  géomètres,  un  sujet  très  inférieur  à  lui  et  qui,  étant  pro- 
fesseur au  Collège  royal,  se  trouvait  appuyé  d'un  grand  nombre 
d'académiciens.  Il  a  pensé  qu'il  trouverait  peut-être  à  Berlin  ce 
qu'il  ne  pouvait  pas  avoir  à  Paris,  que  le  roi  et  l'Académie  vou- 
draient peut-être  bien  le  recevoir  à  votre  recommandation  et  à  la 
mienne  :  je  dis  à  votre  recommandation,  car  il  m'a  montré  une 
lettre  de  vous  par  laquelle  il  me  paraît  que  vous  êtes  content  de 
quelque  chose  qu'il  vous  a  envoyé.  Je  crois  qu'on  rendrait  service 
aux  Sciences  en  mettant  ce  jeune  homme  à  portée  de  s'y  livrer 
sans  réserve.  La  question  est  de  savoir  :  i"  s'il  peut  actuellement 
être  placé  à  l'Académie  de  Berlin  ;  2°  s'il  pourrait  y  jouir  dès  son 
entrée  d'un  revenu  suffisant  pour  vivre,  comme  3ooo  à  4<^oo  li- 
vres, argent  de  France^  3"  si  vous  êtes  dans  une  position  à  vous 
intéresser  pour  lui  sans  vous  faire  de  tracasseries;  4"  si,  dans  la 
supposition  où  vous  ne  voudriez  pas  vous  en  mêler,  je  pourrais 
écrire  au  roi  et  lui  proposer  M.  de  la  Place  comme  un  sujet  que  je 
connais,  que  j'estime  et  dont  vous  pourrez  vous-même  lui  rendre 
témoignage.  Je  vous  serai  très  obligé,  mon  cher  ami,  de  vouloir 
bien  me  répondre  à  ce  sujet  le  plus  tôt  qu'il  vous  sera  possible. 
Vous  voudrez  bien  me  dire  aussi,  dans  le  cas  où  je  pourrais  pro- 
poser M.  de  la  Place  au  roi,  s'il  n'y  aurait  pas  indiscrétion  à  de- 
mander pour  lui  4o()0  livres  de  France,  faisant  environ  1000  écus 
d'Allemagne.  Réponse,  je  vous  prie,  et  directement  par  la  j)osle, 
car  ce  jeune  homme,  pour  lequel  je  m'intéresse  forl,  désironiit  de 
savoir  ce  qu'il  peut  espérer  et  tenter.  » 
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a  réponse  de  Lagrange  est  excellente  :  «  Mon  cher  et  Illustre 
,  pour  répondre  à  la  confiance  que  vous  me  témoignez  dans 
V  Lettre  du  i*' janvier,  je  vais  vous  dire  avec  toute  la  sincérité 
nble  ce  que  je  pense  sur  raffaire  dont  il  s'agit.  Je  suis  d'abord 
convaincu  que  l'Académie  ferait  une  excellente  acquisition 
;  la  personne  dont  vous  me  parlez;  cette  acquisition  serait 
le  d'autant  plus  importante  pour  elle  que  la  classe  de  Mathé- 
Cfoes  est  très  mince,  n'étant  composée  que  de  MM.  de  Cas- 
1,  Bernoulli  et  moi  :  ainsi  vous  jugez  bien  que  je  serais  très 
;iié  et  flatté  de  pouvoir  contribuer  en  quelque  manière  à  rendre 
■mee  à  l'Académie  et  à  ma  classe  en  particulier.  Mais  :  i°  je 
âcn  éloigné  de  croire  que  j'aie  auprès  du  roi  le  crédit  néces- 
poar  faire  réussir  une  pareille  affaire,  et  je  craindrais  même 
je  trouvât  mauvais  que  je  prisse  la  liberté  de  lui  en  écrire]; 
doute  fort  que  l'Académie  voulût  faire,  à  ma  réquisition, 
le  démarche  pour  cela  auprès  de  Sa  Majesté,  car  je  ne  pour- 
pre compter  sur  les  voix  des  membres  de  ma  classe,  et  encore 
-up  celles  des  autres;  d'ailleurs  je  ne  regarde  pas  sa  recom- 
ion  comme  très  efficace,  puisque,  une  seule  fois  qu'elle  s'est 
■0  à  proposer  au  roi  quelques  sujets  pour  la  classe  de  Philo- 
cllen'a  reçu  aucune  réponse.  Tout  bien  considéré,  je  crois 
•nîeux  ce  sera  que  vous  proposiez  vous-même  directement 
'diatemenl  à  Sa  Majesté  la  personne  en  question.  Si  elle 
•»lée,  l'affaire  est  faite,  et  l'Académie  recevra  ordre  de  la 
•il  nombre  de  ses  membres  et  de  lui  assigner  la  pension 
•isse  :  c'est  de  quoi  j'ai  déjà  vu  plusieurs  exemples.  Je 
-veillerais  même  de  ne  faire  aucune  mention  de  moi  dans 
que  vous  écrirez  au  roi  dans  cet  objet,  et  cela  pour  éviter 
«'  cabale,  qui  ne  pourrait  que  nuire  au  succès  de  l'affaire. 
n  cher  ami,  mon  avis  sur  la  meilleure  manière  de  traiter 
le.  Quant  à  la  pension,  je  crois  comme  vous  qu'elle  ne 
Ire  au-dessous  de  looo  écus,  argent  de  ce  pays,  et  je 
avec  cela  votre  ami  pourra  vivre  ici  aussi  bien  qu'avec 
.1  Paris.  Il  est  vrai  ([ue  la  plupart  de  mes  Confrères  ont 
?i  moindres,  mais  aiissi  sr  plaigncml-ils,  et  je  ne  vou- 
ii'il   vînt  ici   anermenler  U*  nombre  des   mécontents. 
l'ai  aucune  part  au  maniement  des  affaires  économi- 
idémie,  je  ne  puis  pas  vous  dire  au  j liste  combien  sa 
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caisse  pourrait  fournir  par  an,  mais  je  croîs  bien  qu'elle  pourra 
encore  supporter  une  pension  de  looo  écus,  et  même  au  delà.  Je 
crois  avoir  répondu  à  tous  les  articles  de  votre  Lettre;  mais, comme 
je  m'intéresse  véritablement  pour  la  personne  que  vous  désirez  de 
servir,  tant  à  cause  de  son  propre  mérite  que  parce  qu'elle  est  de 
vos  amis,  je  crois  devoir  encore  ajouter  deux  mots,  pour  que  vous 
puissiez  prévenir  cette  personne  sur  quelques  points  essentiels  :  il 
est  très  rare  que  les  académiciens  reçoivent  des  augmentations  de 
pension,  quelque  bien  ou  mal  qu'ils  soient,  de  sorte  que,  pour  que 
votre  ami  ne  soit  jamais  dans  le  cas  de  regretter  d'être  venu  ici,  il 
faut  qu'il  puisse  se  promettre  d'avance  d'être  toujours  également 
content  de  ce  qu'il  obtiendra  à  son  arrivée  ;  3°  il  faut  que  l'attrait 
des  Sciences  et  l'envie  de  s'y  livrer  entièrement  soient  assez  forts 
en  lui  pour  pouvoir  lui  tenir  lieu  des  agréments  et  des  avantages 
qui  sont  attachés  au  séjour  et  à  la  société  de  Paris.  Toute  per- 
sonne qui  peut  se  suffire  à  elle-même  et  qui  ne  veut  se  mêler  que 
de  ce  qui  la  regarde  immédiatement  peut  être  assurée  de  trouver 
ici  toute  la  tranquillité  nécessaire  au  bonheur  d'un  philosophe. 

»  Il  faut  donc  que  votre  ami  se  tâle  bien  là-dessus  avant  de  s'en- 
gager à  rien;  surtout  je  ne  voudrais  pas  que  le  dépit  de  s'être  vu 
préférer,  à  l'Académie,  un  concurrent  inférieur  en  mérite  à  lui 
entrât  pour  la  moindre  chose  dans  la  résolution  qu'il  doit  prendre  ; 
car,  au  bout  de  quelque  temps,  il  commencerait  à  se  repentir  du 
parti  qu'il  aurait  pris,  surtout  en  voyant  que  ceux  qui  sont  actuel- 
lement après  lui  auraient  déjà  fait  leur  chemin,  tandis  que  lui  en 
serait  toujours  au  même  point.  Car,  quoique  dans  votreAcadémie 
les  pensions  viennent  assez  tard,  cependant  il  paraît  que  le  titre 
d'académicien  est  une  recommandation  suffisante  pour  obtenir  des 
places  et  des  pensions  étrangères;  on  en  voit  un  grand  nombre 
d'exemples  parmi  vos  Confrères.  H  y  a  encore  une  autre  considé- 
ration importante  à  faire  sur  cette  matière  :  c'est  qu'il  est  bien 
difficile  que  quelqu'un  s'expatrie  sans  conserver  une  espèce  d'envie 
ou  de  velléité  de  retourner  tôt  ou  tard  dans  son  pays,  et  il  me 
semble  que  les  Français,  et  surtout  les  Parisiens,  sont  encore  plus 
dans  ce  cas  que  ceux  des  autres  nations.  Il  s'agit  donc  d'examiner 
si  votre  ami,  en  quittant  la  place  qu'il  a  à  Paris,  pourrait  conserver 
quelque  espérance  d'en  obtenir  encore  quelqu'une  lorsqu'il  vou- 
drait y  retourner.   » 
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<i  d'Alembcrl  vst  un  uiiii  dévoui^  et  un  [xuleclcui 
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rite,  il   ne  dissimule  pas  ^es  anlipathics,  i 
e  iiiipitoviible. 

niel  lieruoulll,  Fonlaine,  FrisI,  Bo^cowiL'Ii  el  I.abiidc  sonL 
■Tun  maltraités.  Inigaus  par  le  mérite  et  par  le  caractère,  ils  ue 
hoat|)3a  jugés  dans  les  mi^iaes  teriiieï;. 

D'AlBinliert  est  pour  BernoullJ  absolu  m  en  t.  injuste,  et  Lagrange, 
|l  Tuut  le  dire,  ne  paraît  pas  priser  beaucoup  ce  grand  talent  d'uQ 
ira  si  JiRt-rent  du  sien. 

1  J'ai  lu,  <5crit-il,  le  Mémoire  de  Daniel  Bcrnoulli  sur  la  tbéorie 
S  tuyaux  d'orgue;  il  n'a  l'ail  que  dévelupper  dans  un  long  ver- 
iage  ce  ({ue  j'avais  mis  dans  quelques  formules  algébriques,   n 

1  Vous  m'aviez  promis,  éeril  dans  une  autre  occasion  d'Alem- 
trt  à  Lagrange,  tle  donner  un  peu  sur  tes  doigts  à  Daniel  Ber- 

lUi,  ei  vous  ferea  bien.   » 

Idgrange  n'aimait  pas  la  controverse  et  trouvait,  comme  New  ton, 

fc  repos  rtm  prorsus  substantîalein. 

C'est  d'Alembcrl  qui  se  charge,  dans  le  quatiièuie  Volume  de 

B  Opuscules,  de  donner  sur  les  doigts  à  Bernoulli  :  »  Un  célèbre 

[éoDièire,  dit-il,  qui  n'est  ni  M.  de  Lagrange  ni  M.  Euler,  prétend 

llvflr  par  un  singulier  raisonnement...  Il  ne  s'agit  pas  deo/i/'ec- 

er,  mais  de  efémontier,  et  il  serait  dangcreuii  (quoique,  a  la  vé- 

',  ce  malheur  soit  peu  â  craindre)  qu'un  genre  de  démonstration 

iitrodiiisit  en  Géométrie.  Ce  quî  pourra  seulement 


mitre  surprenant,  c  est  que  de  pareil 


Isr 


oements  soient  e 


>  comme  démonstratifs  par  uu  matliématicien  célèbre...  » 

La  véritable  raison  de  rirritalton  de  d'Alomberl  est  le  Calcul 

I  probabilités.  D'AIcmberl,  personne  ne  l'ignore,  n'a  jamais 

Ltlu  eu  accepter  les  principes.  Ltigrange  n'aime  pas  les  discus- 

rni.  En  recevant  le  Volume  des  Opuscules,  où  d'Alembert  con- 

iflleslluiories  les  mieux  démontrées,  il  se  bornée  lui  répondre  : 

J'ai  reçu  les  exemplaires  du  cinquième  Volume  de  \os  AfiHariges 

t  TOUS  m'avez  annoncés...   A  l'égard  de  vos  diflicullés  sur  le 

■leul  des  probabilités,  je  conviens  qu'elles  ont  quelque  chose  de 

[bit  spécieux,  qui  mérite  l'attention  des  philosophes  plus  encore 

e  Celle  des  géomètres.   » 

Le  refus  de  s'expliquer  est  très  clair.  Lagrange,  quelque  temps 
ft|)rè4,  à  l'occasion  d'un  programme  de  concours  pbilosuphiquc, 
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écrivait:  «  Vous  avez  raison  de  croire  f|ue  je  n'ai  eu  aucune  part 
au  programme  métaphysique.  Cette  science,  si  c'en  est  une,  n'est 
nullement  de  mon  gibier. . .  »  La  question,  il  est  vrai,  était  singu- 
lière. Lagrange,  qui  ne  s'émeut  pas  facilement,  en  parle  sans  s'in- 
digner et  sans  rire  :  «  Dans  toute  la  nature  on  observe  des  effets  : 
il  y  a  donc  des  forces.  Mais  ces  forces,  pour  agir,  doivent  être  dé- 
terminées. Cela  suppose  qu'il  y  a  quelque  chose  de  réel  et  de  du- 
rable, susceptible  d'être  déterminé,  et  c'est  ce  réel  et  ce  durable 
qu'on  nomme  force  primitive  et  substantielle.  En  conséquence, 
l'Académie  demande  :  Quelle  est  la  notion  distincte  de  cette  force 
primitive  et  substantielle  qui,  lorsqu'elle  est  déterminée,  pro- 
duit V effet,  ou,  en  d\tutres  termes,  quel  est  le  fundamentum 
virium?  Or,  pour  concevoir  comment  cette  force  peut  être  dé- 
terminée, il  faut  ou  prouver  qu'une  substance  agit  sur  l'autre  ou 
démontrer  que  les  forces  primitives  se  déterminent  elles-mêmes. 
Dans  le  premier  cas,  on  demande  en  outre  :  Quelle  est  la  notion 
distincte  de  la  puissance  passive  primitive?  Comment  une  sub- 
stance peut  agir  sur  l'autre?  Et  enfin  comment  celle-ci  peut 
pâtir  de  la  première?  Dans  le  second  cas,  il  faudra  expliquer  dis- 
tinctement :  D'oit  viennent  à  ces  forces  les  bornes  qui  limitent 
leur  activité?  Et  pourquoi  la  même  force  peut  tantôt  produire 
un  effet  et  tantôt  ne  le  peut  pas?  Comment^  par  exemple,  quel- 
qu'un peut  concevoir  distinctement  ce  dont  un  autre  l'instruit, 
et  qu'il  n'a  pas  pu  inventer  lui-même?  Pourquoi  on  ne  peut 
pas  reproduire  des  qu'on  le  veut  les  idées  qu'on  a  oubliées 
quoiqu'on  ait  pu  les  produire  autrefois,  et  que  l'axiome  sub- 
siste toujours  :  que  du  pouvoir  et  du  vouloir  réunis  l'action 
doit  suivre?  Ou  enfin,  quelle  différence  réelle  il  y  a,  si  la  force 
primitive  tire  tout  de  son  propre  fonds,  entre  se  représenter 
distinctement  une  musique  savante  d' un  grand  compositeur  à 
laquelle  on  assiste,  la  solution  d'un  problème  difficile  trouvée 
par  un  géomètre  de  premier  ordre,  et  être  soi-même  l'auteur 
de  cette  musique,  de  cette  solution,  ou  du  moins  être  capable 
de  composer  une  musique,  de  résoudre  un  problème  de  la  même 
force,  dès  qu'on  le  voudra  bien  sérieusement?  » 

Frédéric,  partageant,  comme  presque  toujours,  l'avis  ded'Alem- 
bert,  fit,  d'après  son  conseil,  remplacer  la  question  par  une  autre 
fort  différente,  suggérée   par  le    géomètre   philosophe  :   «    Est-il 
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ulile  au  peuple  d'élre  trompe^,  soîl  qu'on  Finduise  dans  de  nou- 
velles erreurs  ou  qu'on  rentrclienne  dans  celle  où  il  est?  »  Cette 
question,  plus  facile  à  comprendre,  n'appartenait  pas  non  plus  au 
gibier  de  Lagrange.  Il  n'y  ajoute  qu'une  seule  réflexion  :  «  On 
s'attend  à  recevoir  bien  du  verbiage.  »  Le  verbiage,  pour  lui,  est 
un  grand  défaut;  il  le  reproche  à  Daniel  BcrnouIIi  et  regrette  de 
le  rencontrer  jusque  dans  la  Mécanique  d'Euler,  où  il  y  a,  dit-il, 
d'excellentes  choses. 

Fontaine  est  beaucoup  plus  maltraité  par  les  deux  amis  que 
Daniel  Bernoulli.  D'Alembert  cependant,  au  moment  de  la  mort 
du  Confrère  dont  il  estime  fort  peu  les  Ouvrages,  le  signale  comme 
un  grand  génie.  Le  jugement,  après  la  lecture  des  lettres  qui  l'ont 
précédé,  est  fait  pour  surprendre  quelque  peu  Lagrange,  mais  il 
^ccompagne  un  bon  mot,  dont  la  médiocrité  de  Fontaine  émousse- 
rait  la  pointe  :  a  M,  Fontaine  est  mort  le  21  du  mois  dernier,  dans 
un  état  fort  misérable,  accablé  de  dettes  et  même  ruiné,  le  tout 
par  sa  faute,  et  pour  avoir  eu  la  vanité  de  vouloir  être  seigneur  de 
paroisse  et  d'avoir  acheté  pour  cela  une  terre  qu'on  lui  a  vendue 
un  prix  fou  et  qu'il  n'a  pas  pu  payer.  C'était  un  homme  de  génie, 
mais  d'ailleurs  un  fort  vilain  homme  :  la  société  gagne  à  sa  mort 
encore  plus  que  la  Géométrie  n'y  perd.  »  La  vérité,  pourrait-on 
ajouter,  quand  on  fait  de  Fontaine  un  homme  de  génie,  perd 
encore  plus  que  n'y  peut  gagner  Tépigramme. 

Boscowich  n'était  pas  sans  mérite;  mais  il  était  jésuite  et  intri- 
gant, deux  raisons  pour  déplaire  a  d'Alembert:  «  J'admire  et  je 
respecte,  mon  cher  ami,  écrit  d'Alembert  à  Lagrange,  la  modestie 
avec  laquelle  vous  parlez  de  vos  excellentes  productions,  tandis 
que  nous  avons  ici  le  jésuite  Hoscowich,  qiii,  à  force  de  parler  aux 
femmes  de  la  cour  des  belles  choses  qu'il  a  faites  et  que  nous 
ignorons  tous  deux,  s'est  fait  donner  déjà  8000  livres  de  pension, 
en  attendant  mieux,  pour  avoir,  dit-il,  un  carrosse,  dont  il  ne  sau- 
rait se  passer.  Il  prétend  de  plus  forcer  les  portes  de  l'Académie 
et  s'y  faire  recevoir  incessamment,  quoiqu'il  n'y  ait  pas  même  de 
place  vacante.  C'est  ce  qu'il  faudra  voir.  Vous  et  lui  êtes  une 
preuve  bien  sensible  de  ce  (|ue  vous  me  disiez  il  y  a  quelque  temps, 
que  les  prétentions  sont  en  raison  imerse  du  mérite,  » 

Ce  ihéorùnie  de  morale  satirique  a  été  en  effet  énoncé  par  La- 
grange. 
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Lagrangc  fait  des  réserves  sur  la  médiocrité  de  Boscowich  :  a  Ce 
que  vous  me  dites  du  P.  Boscowich,  répond-il  à  d'Alembert,  ne 
me  surprend  pas,  je  connais  depuis  longtemps  la  brigafratesca; 
il  n'est  sûrement  pas  indigne  d'être  de  votre  Académie,  dont  tous 
les  membres  ne  sont  pas  des  d'Alembert,  mais  il  le  deviendrait  s'il 
prétendait  y  entrer  d'une  manière  irrégulière.  » 

D'Alembcrt  associe  au  nom  de  Lalande  des  épithètes  que  l'édi- 
teur remplace  par  des  points.  Nous  imitons  sa  réserve.  Quant  au 
secrétaire  perpétuel,  Grand-Jean  de  Fouchy,  il  se  contente  de 
l'appeler  imbécile  et  viédase.  Quand  d'AIembert  se  réconcilie  avec 
Lalande,  Lagrange  en  témoigne  quelque  étonnement.  «  A  propos 
de  Lalande,  lui  répond  d'AIembert,  il  est  vrai  que  nous  nous 
sommes  raccommodés,  parce  qu'il  en  a  témoigné  un  grand  désir  et 
qu'au  fond  je  suis  bon  diable.   » 

Le  nom  d'Euler  revient  souvent  dans  la  Correspondance.  Les 
deux  amis  en  parlent  toujours  avec  déférence,  mais  d'AIembert 
sans  grande  sympathie.  J'oserai  même  relever  dans  ces  documents 
authentiques  un  tort  assez  sérieux  de  d'AIembert  envers  l'illustre 
et  vénérable  doyen  des  géomètres.  Les  prix  académiques,  fondés 
par  M.  de  Meslay,  avaient  un  grand  attrait  pour  les  plus  illustres 
savants.  Euler,  les  frères  de  Bemoulli,  leur  neveu  Daniel  et  La- 
grange se  présentaient  presque  à  chaque  concours  sans  cacher 
aucunement  leur  désir  de  recevoir  la  somme  promise,  égal  au 
moins  à  la  satisfaction  de  l'emporter  sur  leurs  rivaux.  Lagrange 
avait  obtenu  déjà  cinq  prix  et  Euler  douze  au  moins;  on  n'en  don- 
nait alors  qu'un  seul  tout  au  plus  chaque  année.  Quand  la  question 
proposée  n'était  pas  résolue,  l'Académie  accordait  un  délai  et  le 
prix  était  doublé.  L'Académie  avait  proposé  la  théorie  de  la  Lune; 
aucune  pièce  ne  fut  envoyée.  Le  prix  ayant  été  remis,  on  reçut  un 
Mémoire  d'Euler,  sans  signature,  c'était  la  règle;  mais,  en  le  re- 
cevant de  Saint-Pétersbourg,  d'AIembert  devina  qu'il  était  d'Euler; 
le  Mémoire,  fait  à  la  hâte,  était  fort  incomplet;  le  prix  n'étant  pas 
donné,  la  question  fut  remise  au  concours;  mais  Lagrange  hési- 
tait, par  un  sentiment  de  déférence  et  de  modestie,  à  disputer  le 
prix  au  vieil  Euler,  dont  les  encouragements,  avant  même  ceux 
de  d'AIembert,  avaient  salué  ses  débuts  dans  la  Science.  D'AIem- 
bert l'y  invile  avec  insistance  :  «  Quoique  le  peu  de  succès  du  tra- 
vail de  M.  Euler,  répond  Lagrange,  dut  plutôt  me  décourager  de 


vous  envoyer 
i  donner  une 
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^concourir  que  nj'^  inviler,  j'espère  quojt;  |ioiirrui  a 
tonibre  parmi  les  concurrents  et  je  vous  promets  du 
lelquectiosc  de  ma  foçon,  ne  fill-ce  que  pour  v 
DiDrtjiie  de  ma  déférence.  »  D"AlemIierl,  pour  le  décider  complèie- 
Bient,  lui  envoie  l'auntvse  détaillée  de  la  pièce  d'EuIer.  n  Voilà,  mon 
cr  et  illoslreaini,  ajouLe-t-il.un  précis  assez  fidèle  de  ce  Mémoire 
je  vous  laisse  H  juger  si  l'Académie  aété  injuste  dans  le  parti  quVIIe 
f  a  pris;  elle  aurait  plutôt  à  se  reprocher  trop  d'indulgence  que  trop 
<  de  rigueur.  •>  L'îadulgeace  cunsîstsiit  à  remettre  la  question  au 
I  concours,  eu  donnant  à  Euler  la  moitié  du  prix  ;  ce  qui  réduisait  le 
I  prix  nouveau  à  un  prix  double  au  lieu  d'être  triple.  La^rauge,  mis  ou 
»  courant  des  idées  et  des  tentatives  il'£ulcr,se  décida  à  lui  disputer  le 
I  firix double,  car  rinfatigable  vieillard, complètement  aveugle  déjà, 
\  VQuIut  concourir  de  nouveau  ;  il  partagea  le  prix  avec  Lagrange. 
Le  procédé  de  d'Aleuibert  est  d'autant  moins  correct  qu'il  dé- 
lit en  réalité  prononcer  à  lui  seul  les  jugements.  Claîraut  était 
on  et  d'Aleniberl  écrivait  à  Lagruoge  en  lui  envoyant  l'extrait 
j  Mémoire  d'Euler:  <•  Je  vous  demande  le  secret  parce  que  je 
Buis  un  des  juges,  et  même,  entre  nous,  le  seul  des  cinq  commis^ 


BBires  qui  puis 


:  apprc 


r  le  travail.  •>  —  «  Je  ne  i  laJns  pas,  écrit 

quelque  temps  après  d'Alenibert,  de  vous  constituer  en  frais  de 

rport  de  lettre  pour  vous  apprendre  une  nouvelle  qui  sûrement  ne 

\  vous  fera  pas  plus  de  plaisir  qu'à  mol;  c'est  quevousavez  partagé 

I  Bvec  M.  Euler  le  prix  double  de  Soco'' proposé  pour  cette  année. 

I  Nous  avons  cru  devoir  celte  justice  à  la  belle  analjse  du  problème 

1  des  trois  corps  que  votre  pièce  renferme,  quoique  vous  n'avez  pas 

I  donné  les  formules  du  mouvement  de  la  Lune  comme  M.  Euler, 

qui,  à  la  vérité,  n'a  sur  vous  que  ce  seul  avantage  et  qui  vous  est 

I  bien  inférieur  par  la  profondeur  des  recherches,  n   Lagrange  lui 

[■répond:    «Je   vous   prie  de  vouloir  bien    remercier  de  ma  part 

I  MM.  Cassini,  Lcmonnier,  de  Condorcet  et  Bossut  de  ce  qu'ils  ont 

I  jogé  ma  pièce  digne  de  leurs  suffrages,  el  de  leur  dire  combien  je 

'   suis  sensible  à  l'honneur  qu'ils  m'ont  fait  de  m'associer  au  triomphe 

de  M.   Euler.  Sans  vanité,  Je  regarde  cette  circonstance  comme 

beaucoup  plus  avantageuse  pour  moi  que  si  j'avais  remporté  le 

prix  tout  seul,  surtout  étant  le  successeur  de  M.  Euler,    qui  a 

I   laissé  dans  ce   pays  beaucoup  d'admirateurs    el  peut-être  même 


L  plus  qii 


'Il  était  il 
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Le  nom  de  Condorcet  est  toujours  prononcé  avec  de  grands 
égards.  On  ne  soupçonnerait  pas,  à  la  lecture  de  la  Correspon- 
dance, la  médiocrité  de  ses  travaux  mathématiques.  On  a  fait 
plus;  Arago,  qui  avait  pu  consulter  les  lettres  inédites  de  d'Alem- 
bert,  y  a  vu  la  preuve,  suivant  lui  décisive,  des  grands  talents  de 
Condorcet  comme  géomètre.  «  Le  premier  Ouvrage  de  Condorcet, 
son  Calcul  intégral,  dit  Arago,  fut  examiné  par  une  Commission 
académique  ;  le  Rapport,  rédigé  par  d'Alembert,  se  terminait  ainsi  : 
((  L^Ouvrage  annonce  les  plus  grands  talents  et  les  plus  dignes 
d'être  excités  par  l'approbation  de  l'Académie.  »  L'Ouvrage  est 
envoyé  à  Lagrange,  qui  répond  :  «  Le  Calcul  intégral  de  Con- 
dorcet m'a  paru  bien  digne  des  éloges  dont  vous  l'avez  honoré.   » 

11  n'est  pas  besoin  d'avoir  composé  d'éloges  académiques  pour 
trouver  tout  naturel  qu'autorisé  par  deux  déclarations  de  cette  im- 
portance, l'illustre  secrétaire  de  l'Académie  des  Sciences  ait  pré- 
senté le  premier  écrit  de  Condorcet  comme  un  chef-d'œuvre.  On 
peut  admettre  même,  sans  l'en  blâmer,  qu'à  l'abri  des  jugements 
de  d'Alembert  et  de  Lagrange,  il  se  soit  dispensé  de  le  lire.  Je 
croirais  volontiers  que  Lagrange  en  a  fait  autant,  car  il  remercie 
d'Alembert  pour  le  Traité  de  Calcul  intégral  de  M.  de  Con- 
dorcet, qui  n'est  nullement  un  traité  de  Calcul  intégral.  On  pour- 
rait reprocher  à  Arago,  qui  très  certainement,  lui,  ne  l'a  pas  lu, 
et  qui  l'appelle  aussi  le  Calcul  intégral  de  Condorcet,  un  peu 
trop  d'indignation  contre  les  esprits  légers,  superficiels,  qui,  sans 
avoir  jeté  les  yeux  sur  le  travail  de  Condorcet,  en  parlent  avec  un 
risible  dédain.  «  Peut-on  croire,  s'écrie-t-il,  en  s'appuyant  sur  le 
jugement  de  Lagrange,  que  le  rapporteur  de  l'Académie  l'a  traité 
avec  une  coupable  indulgence?  «  Si  l'on  veut  bien  effacer  le  mot 
coupable,  évidemment  beaucoup  trop  fort,  je  crois  très  certaine- 
ment, après  avoir  lu  le  livre  entier,  à  beaucoup  d'indulgence. 
Comment,  dira-t-on,  deux  grands  esprits  et  deux  grands  juges 
s'accordent-ils  à  louer  des  travaux  très  peu  dignes  de  leur  atten- 
tion? L'explication  est  bien  simple.  Condorcet  était  un  homme 
de  très  grand  mérite,  très  apprécié  par  les  esprits  les  plus  émi- 
nents,  ami  de  ïurgot,  ami  de  Voltaire,  philosophe  de  plus, 
quoique  de  grande  famille  et  marquis.  Ses  travaux  mathématiques 
n'étaient  pas  mauvais,  un  peu  faibles  seulement;  on  n'était  pas 
coupable  en  les  déclarant  pleins  de  promesses. 
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«    Je  voudrais,  écrit  d'Alenibert  à  Lagrangc,  dans  rinlimité  de 
leur  correspondance,  que  noire  ami  Condorcct,  qui  a  sûrement 
^^  génie  et  de  la  sagacité,  eut  une  autre  manière  de  faire.  Je  le  lui 
^  dit  plusieurs  fois;  mais  apparemment  la  nature  de  son  esprit 
^st  de  travailler  dans  ce  genre  ^  il  faut  le  laisser  faire.  »  Lorsque 
^Oudorcet,  né  en  i'j4^,  fut  nommé  membre  de  FAcadémie  des 
^^îences  le  8  mars  1769,  n'ajant  pas  vingt-six  ans,  d'Alembert 
^crit:  «  Vous  avez  appris  par  les  gazettes  que  nous  avons  enfin 
^^çuM.  de  Condorcet,  sa  famille  ayant  jugé  à  propos  de  ne  plus 
lettre  obstacle  à  ce  qu'il  fût  de  l'Académie,  car  beaucoup  de  nos 
gentilshommes  croient  que  le  titre  et  le  métier  de  savant  dérogent 
la  noblesse.  »   Il  semble  bien   certain  que  ce  jeune  marquis  de 
\ingt-six  ans,  qui,  pour  se  laisser  nommer  à  l'Académie,  n'a  à 
solliciter  que  sa  famille,  aurait  vu  la  porte  s'ouvrir  moins  facile- 
ment s'il  avait  été  trouvé  le  lendemain  de  sa  naissance  sur  le  parvis 
de  Saint-Jean-le-Rond. 

Deux  ans  après,  en  1771,  Voltaire  écrivait  à  Condorcet  :  a  II  faut 
que  vous  nous  fassiez  l'honneur  d'être  de  l'Académie  française.  » 
L'indulgence  de  Voltaire  n'a  rien  de  coupable,  mais  elle  est  grande. 
L'évaluation  d'un  mérite  catégoriquement  démontrée,  comme 
Ta  fait  souvent  Arago,  par  les  citations  empruntées  à  de  grands 
juges  peut  conduire  aux  plus  graves  erreurs.  La  correspondance 
de  d'Alembert  et  de  Lagrange  en  donne  plus  d'un  exemple.  Tous 
deux  assurément  peuvent  faire  autorité  quand  ils  jugent  un  Ou- 
vrage d'Euler.  Le  charmant  Livre,  traduit  dans  toutes  les  langues, 
et  qui  dans  toutes  a  eu  de  nombreuses  éditions,  les  Lettres  à  une 
princesse  d^ Allemagne,  est  annoncé  par  Lagrange  à  d'Alembert  : 
«  J'avais  compté  vous  envoyer  les  Lettres  d'Euler  à  une  princesse 
d^ Allemagne;  mais,  comme  elles  auraient  trop  grossi  le  paquet,  je 
les  remets  à  une  autre  occasion,  d'autant  plus  qu'elles  n'ont  d'autre 
mérite  que  d'être  sorties  de  la  plume  d'un  grand  géomètre.  » 

D'Alembert,  qui  déjà  s'est  procuré  les  Lettres  à  Paris,  lui  ré- 
pond :  «  Quant  aux  Lettres  d'Euler  à  une  princesse  d'Aile-- 
magne,  il  est  inutile  de  me  les  envoyer  à  moins  qu'elles  ne  soient 
déjà  parties;  en  ce  cas,  je  céderais  mon  exemplaire  à  quelque  ami 
cl  je  vous  ferais  remettre  le  prix  du  vôtre.  Vous  avez  bien  raison 
de  dire  qu'il  n'eût  pas  dû  faire  imprimer  cet  Ouvrage  pour  son 
honneur.  Il  est  bien  incroyable  qu'un  aussi  grand  génie  (|ue  lui 
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sur  la  Géométrie  et  TAIgèbre  soit  en  Métaphysique  si  inférieur  au 
plus  petit  écolier,  pour  ne  pas  dire  si  plat  et  si  absurde.  C'est  bien 
le  cas  de  dire  :  Non  oninia  eidem  DU  dedere.   » 

C'est  du  même  Livre  cependant  que  parle  en  ces  termes  leur 
ami  Condorcet  :  «  Ouvrage  précieux  par  la  clarté  singulière  avec 
laquelle  il  a  exposé  les  vérités  les  plus  importantes  de  la  Méca- 
nique, de  l'Astronomie  physique,  de  TOptique  et  de  la  théorie  des 
sons,  et  par  des  vues  ingénieuses,  moins  philosophiques,  mais  plus 
savantes  que  celles  qui  ont  fait  survivre  XdiPluralité  des  mondes  de 
Fontenelle  au  système  des  tourbillons.  Le  nom  d'Eu  1er,  si  grand 
dans  les  sciences,  l'idée  imposante  que  l'on  se  forme  de  ses  Ou- 
vrages, destinés  à  développer  ce  que  l'Analyse  a  de  plus  épineux 
et  de  plus  abstrait,  donnent  à  ces  lettres  si  simples,  si  faciles,  un 
charme  singulier:  ceux  qui  n'ont  pas  étudié  les  Mathématiques, 
étonnés,  flattés  peut-être  de  pouvoir  entendre  un  Ouvrage  d'Euler, 
lui  savent  gré  de  s'être  mis  à  leur  portée,  et  ces  détails  élémen- 
taires des  sciences  acquièrent  une  sorte  de  grandeur  par  le  rappro- 
chement qu'on  a  fait  avec  la  gloire  et  le  génie  de  l'homme  illustre 
qui  les  a  tracés.  » 

Il  ne  serait  pas  difficile,  pour  donner  un  autre  exemple,  de 
trouver,  dans  la  correspondance  des  académiciens  les  plus  émi- 
nenls,  des  appréciations  de  Grand-Jean  de  Fouchy,  médiocre  assu- 
rément, mais  judicieux  et  honnête,  qui  feraient  contraste  avec  ce 
mot  de  d'Alcmbert  :  «  Notre  imbécile  de  G.  Fouchy  s'est  enfin 
retiré.    » 

Un  géomètre  pourrait,  très  utilement  pour  lui-même,  pour  la 
Science  aussi,  j'en  suis  persuadé,  suivre  pas  à  pas  cette  Corres- 
pondance, pour  éclairer  par  les  jugements  donnés  de  si  haut,  en 
toute  liberté,  les  recherches  qui  y  sont  mentionnées.  Lagrange, 
par  exemple,  écrit  le  i*^*^  septembre  1766  :  «J'ai  fait  des  recherches 
sur  l'intégration  du  problème  des  trois  corps.  J'ai  trouvé  pour  cela 
une  assez  jolie  méthode,  laquelle  me  donne  tout  d'un  coup  la  va- 
leur du  rayon  vecteur  aussi  approché  que  je  veux,  sans  que  je  sois 
oblige  do  substituer  à  chaque  approximation  la  valeur  trouvée  par 
l'approximalion  précédente;  aussi  cette  méthode  donne  exacte- 
ment, suivant  le  degré  de  l'approximation,  le  mouvement  de 
l'apogée  et  la  valeur  des  autres  équations.  Je  vous  en  entretiendrai 
une  autre  fois.    » 
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Celui  qui  tiendrait  les  promesses  que  Lagrange  Taisait  II  y  a 
cent  vingt  ans,  avec  tant  de  précision,  passerait  à  bon  droit  pour 
un  grand  inventeur.  Y  a-t-il  illusion?  Quelle  est  la  part  de  la  vé- 
rité? La  question  est  d'un  grand  intérêt. 

D^Alembert  répond  assez  singulièrement  :  «  Ne  me  mandez  pas 
ce  que  vous  avez  fait,  je  veux  m'y  essayer  a  loisir.  »  C'est  ainsi  que, 
soixante  ans  plus  tard,  Gauss,  recevant  de  Schumacher  la  com- 
munication d'un  admirable  Mémoire  inédit  de  Jacobi,  le  priait  avec 
mécontentement  de  ne  plus  faire  de  tels  envois;  il  ne  voulait  ni 
les  voir,  ni  qu'on  pût  croire  qu'il  les  avait  vus.  Il  réservait,  comme 
d^AIembert,  toute  liberté  à  son  esprit  inventif. 

Les  notes  qui  précèdent  ont  été  prises  rapidement  pendant  la 
lecture  très  attachante  d'un  Livre  qui  contient  bien  d'autres  pas- 
sages de  grand  intérêt.  Elles  suffiront,  je  l'espère,  pour  inspirer  le 
désir  d'étudier  cet  excellent  Volume,  dont  la  publication  fait  grand 
honneur  à  l'érudition  et  au  zèle  du  savant  sous-bibliothécaire  de 
l'Institut,  M.  Ludovic  Lalanne.  J.   Brrtkamo. 
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SUR  L'ÉQUATION   D'EULER; 
Par  m.  T.-J.   STIELTJES,  à  Toulouse. 


1.   L'intégrale  générale  de  Téqualion 


dx 


dy  _ 


v/x- 

w   "• 

X 

=  a^x^ 

-H  4«i^'-t-  6aja7*-4-  ^a^x  -h  «4, 

Y: 

=  ao7^ 

-^4«ir' 

H-6a,72-h4«sJ^-+-«k, 

peut  se  mettre  sous  la  forme  élégante 


(a) 


o 


X  H-  ^V 
'2 

xy 


«0 


ai 


aj —  7.  m 


x^y 


ai 


ai -h  m 


«3 


xy 
ai  —  2  m 

«3 


=  o, 


m  étant  la  constante  arbitraire. 

Cette  formule  est  nouvelle  peut-être,  du  moins  nous  n'avons 
pas  réussi  à  la  retrouver  dans  les  nombreux  travaux  sur  ce  sujet. 

Toutefois  elle  découle  très  facilement  d'un  Mémoire  de  Ri- 
clielot  (Journal  de  Crniir,  l.  4i,  p.  2^7),  mais  elle  ne  se  trouve 
pas  explicitement  dans  ce  travail.  L'analyse  suivante  diffère  très 
peu  de  ce  qu'on  peut  lire  dans  le  Mémoire  de  Richelot. 

2.  Considérons  une  forme  quadratique  ternaire 

cp  =  aX2_H  ^,Yî-f-  cZ^-^'xdYZ  -+■  ieZ\  -f-  ';'/XY 

et  la  forme  adjointe 


,  =  A\2-hBY2-hCZ*-f-2DYZ-h2EZX-h'2FXY, 
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atiB 


qui  peut  s'écrire  aussi 


?i  =  — 


o  X  Y  Z 

\     a  f  e 

\  f  b  d 

Ta     e  d  c 


]\ous  suivons  maintenant  la  méthode  à*Euler  :  ainsi  nous  pre- 
nons pour  point  de  départ  une  équation  doublement  quadratique 
et  symétrique  à  deux  variables  x  et  y. 

Pour  cela,  nous  annulons  la  forme  cp  après  y  avoir  effectué  les 
substitutions 


(I)  X  =  i, 

Il  vient  ainsi 


Y=  — 


x-^y 


Z  =  xy. 


(a)        a -4-  {à{x  H-^)'-t-  cx^y^ —  dxy(x-\-y)  -t-  2exy  —f{x-\-y)  = 

ce  qu'on  peut  écrire  aussi 

o  =  Xo-4-  \iy  -4-  X,7«  =  Yo-h  Y,  ar  -^  Y, ar», 
Xo=  a  —fx  -¥■  \bx^^ 
Xi=— /-h  {ie  -\-\b)x  —  dx^y 
Xj  =  j  6  —  dx  -+-  cx^y 

Y|,,  Y|,  Y2  étant  les  mêmes  fondions  de  r. 
On  en  tire  l'équation  différentielle 


o, 


dx 


dy 


A?-4XoX,       /YÎ-4Y0Y, 
ety  si  Ton  effectue  maintenant  l'identification 


=  o, 


X}  —  4X0 Xj=  aQx''-\-  \aiX^->r  6ajar*-H  ^a^x-^  a^j 


on  trouve 


(3) 


00  =  d^ —  bc, 
ai  =  c/—de, 
6aj=  4(e* —  ac) 
«3  =  ad  —  efj 
a^=   /"'  —  ab. 


2(b€^d/), 


Il  s'agit  maintenant  d'exprimer  a^  />,  c,  r/,  e,  f  à  l'aide  de  r/„. 


^ 


(î) 
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<^i>  ^2n  «3i  «4  et  d'une  quantité  indéterminée  m  qui  sera  la  con- 
stante arbitraire. 

Pour  cela,  nous  remplaçons  la  troisième  des  relations  (3)  par 
celles-ci 

be  —  df  =  ax  —  2  m. 

On  a  donc  maintenant  les  six  équations 

bc  —  c^î  =  A  =  —  ao, 

ac  —  e*  =  B  =  —  a, —  m, 

ab  —  f^  =  C  =  —  a^, 

e/ —  ad  =  D  =  —  «3, 

df  —be  —  E  =  —  a  j  -h  2  m, 

c^e  —  cf  —¥  =  —  «1. 

Or  la  détermination  de  rt,  &,  c,  rf,  e,  /*  par  ces  relations  n'offre 
aucune  difficulté  :  en  effet,  on  sait  que  la  forme  adjointe  de  3|  est 
simplement  égale  à  A'^,  A  étant  le  déterminant  de  cp;  donc 

Aa  =  BG— D»,  A6  =  AG  — E«,  Ac  =  AC  -  F«, 

Arf  =  EF-AD,         Ae  =  DF— BE,         A/=DE  — CF. 

On  obtient  maintenant  l'intégrale  générale  cherchée  en  substi- 
tuant ces  valeurs  de  A<^2,  ...  dans  l'équation  (2),  qu'on  multipliera 
d'abord  par  A. 

Il  est  clair  par  là  que  la  relation  cherchée  s'obtient  simplement 
en  annulant  la  forme  adjointe  de  '^i  et  en  effectuant  les  substitu- 
tions (i).  Dans  la  relation  ainsi  obtenue 

o  X  Y  Z 

X  A  F  E 

Y  F  B  D 

Z  E  D  G 

il  sulTit  de  reslihier,  au  lieu  de  A,  B,  ...,  leurs  valeurs  (4)  pour 
obtenir  le  n'sullat  annoncé  (a). 

3.  Supposons  que  Ton  détermine  la  constante  m  par  l'équation 
cubique 


=  o, 


«0  ax         flj — im 

Oi —  2  m         n^  a^ 


=  —  4''*'-+"Sm-+-T  =  0, 
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->:).  1 


OÙ 


et 


S  =  ao  (^4  —  4  ^1  ^3  ~*~  3  «? 


T  = 


au     a\     ai 

«1        «î       ^3 

a^     «2     «v 


sont   les  invariants  de  X  =  «o*^*  -H  4ûfj^'H--  •  .-f-  cr^. 

Alors  on  sait,  d'après  une  propriété  connue  des  déterminants 
(ou.  des  formes  quadratiques),  que  le  premier  membre  de  (a)  est 
un  carré  parfait.  Ainsi  la  relation  entrer  et  j^  se  réduit  dansée 
cas  à  une  équation  de  cette  forme 


p  -4-  q{^x  -»-^)  -h  rxy  =  o 


ou 


7  = 


__      P  "^  9^ 


q  -\-  rx 


relation  qui  doit  toujours  satisfaire  à  l'équation  différentielle. 

On  obtient  ainsi,  correspondant  aux  trois  valeurs  de  m,  trois 
substitutions  linéaires  qui  transforment  en  elle-même  la  différen- 

tielle  elliptique -Tir  •  On  voit  que  cette  détermination  n'exige  pas 

la  résolution  de  Téquation  X  =  o. 

Pour  m  =00,  Téquation  (a)  se  réduit  à  (j: — j')2=o  et  l'on 
obtient  ainsi  la  quatrième  substitution  linéaire  x — j^  =  o,  qui 
transforme  en  elle-même  la  différentielle  elliptique.  Les  trois 
autres  peuvent  s'écrire 


xy 


«0  ^1 

a,  Att-f-zn 

«2  —  •!  m         «3 


=  o. 


m  étant  une  racine  de  l'équation  cubique. 

4.  Considérons  encore  le  premier  membre  de  (ri).  En  posant 
x  =  ^  et  changeant  de  signe,  on  trouve  facilement 


o 

1 

—  X 

x» 

I 

«0 

«1 

flj  —  9.  m 

—  X 

«1 

rt,-f-/?i 

«3 

X» 

aj  —  'km 

«3 

C^4 

=  H-h/?iX, 
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H  =  (ao«2  —  a';)^*H-...    étant   le  hessien   de   X.    [Voir   aussi 
Darboux,  Journal  de  Uouville,  2*  série,  t.  XVIII,  p.  a20  (').] 
Si  l'on  détermine  encore  m  par  Téquation  cubique,  \\ -\-  m\ 
devient  un  carré  parfait,  et  Ton  a,  par  exemple. 


v/H-r-mX  = 


v/ao«î —  a\-i-  «0 


m 


I  «0  ai 

—  X  aj  «jH-  m 

j**      aj —  2  m         an 


Il  est  clair  par  ce  qui  précède  qu'on  peut  énoncer  cette  propo- 
sition : 


Soit 


aa:*-+-  'l'^x  -\-  ^ 


un  polynôme  du  second  degré,  qui  ne  diffère  que  par  un  fadeur 
constant  de  y^H  4-  mX. 

Alors,  en  posant 

on  aura  une  substitution  linéaire  qui  transforme  en  elle-même  la 

dx 
différentielle  elliptique  -— • 

/X 

o.  D'après  ce  qui  précède,  le  premier  membre  de  (a)  changé 
de  signe  devient  égal  à  Il4-/?iX  en  posant  j:  =  >'.  Or  soient 
h  et/ les  secondes  polaires  de  H  et  de  X  respectivement,  h  -r-  nif 
sera  une  expression  doublement  quadratique  et  symétrique  en  x 
et  r,  et  qui  se  réduit  à  II  -f-  /;/X  pour  x  =y- 

Mais,  d'après  une  remarque  due  à  M.  Halphen  et  qu'on  vérifie 
directement,  deux  expressions  doublement  quadratiques  et  symé- 
triques en  X  Gly^  qui  sont  égales  pour  x  =y,  ne  peuvent  différer 
que  par  un  terme  \{x  — >)-. 

Dès  lors,  un  calcul  facile  montre  que  Ton  peut  écrire  la  relation 


(')  Nous  profitons  de  celte  occasion  pour  signaler  les  corrections  suivantes  : 
dans  les  valeurs  de  H  el  de  K,  formule  (7)  page  221  :  Il  faut  remplacer  partout  Y 
par  —  Y,  et  page  223,  ligne  7  en  descendant,  il  faut  faire  le  même  changement. 
Ces  corrections  ont  aussi  une  légère  influence  sur  les  art.  V  et  VI  du  Mémoire 
<Ii'  M.  harhoux. 
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(a)  sous  celte  forme  : 

/n-  m/H-  (  ï^2  S  —  /w« )  ( r  — 7 )»  =  o. 

Celte  forme  de  l'intégrale  de  l'équation  d'Euler  esl  due  à 
M.  CayJey;  Laguerre  Ta  retrouvée  de  son  côté  dans  le  Bulletin 
de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  I. 


SUR  UNE  PROPRIÉTÉ  DES  SÉRIES  SIMPLEMENT  CONVERGENTES; 

Par  m.  Joseph  BAGNERA, 
Etudiant  à  l'Université  de  Palernie. 

Étant  donnée  une  série  divergente  a i  -+-  Wj  +  W3  -+-... ,  dont 
les  termes  sont  positifs  et  ne  croissent  pas,  détachons-en  une  nou- 
velle série  u^  4-  i/p  4-  Wy  +  . . . ,  sans  altérer  Tordre  des  termes. 
Supposons  que,  parmi  les  n  premiers  termes  de  la  série  donnée, 
il  y  en  ait  /?„  qui  appartiennent  à  la  nouvelle  série.  Leur  somme 
peut  être  mise  sous  la  forme  suivante  : 


n 


^  (/?/  —  Pi-X  )  U,  =  pn  Un^i  -h  ^  (  Ui  —  M/^i  )/?|. 
1  1 

Si,  pour  /î  >>  V,  le  rapport—  fînissait  par  surpasser  h  ^  o,   la 

dernière  somme  surpasserait  h(uy^i  4-  Wv+2  4-  •  •  •  H-  '^/i)-  Consé- 
quemment,  pour  que  la  série  ««+ wp  + Wy  -♦-•••  ^o\l  convergente, 

il  faut  que  —  tende   vers  zéro,  au  moins  pour  une  succession 

spéciale  de  valeurs  de  n.  Cette  condition  est  nécessaire  :  pour 
se  convaincre  qu'elle  n'est  pas  suffisante,  on  remarquera  qu'elle 
peut  être  vérifiée  lorsque  Un  ne  tend  pas  vers  zéro.  Cela  posé, 
considérons  une  série  simplement  convergente,  dont  les  termes 
ne  croissent  pas  en  valeur  absolue.  Supposons  que,  parmi  les 
n  premiers  termes,  il  y  ait  un  excédent  de  /?«  termes  positifs,  el 
que  cet  excédent  se  conserve  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n. 
Nous  pouvons  même  supposer  que  cela  arrive  dès  le  premier 
terme,  en  supprimant  un  nombre  convenable  de  termes  initiaux, 
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iaa-*  Inûnenr^  4iir  le  caract»*re  de  la  série.  Dès  lors,  chaque  ter 
né^arif  peut  t^tre  aecoaplé  a^ec  on  des  termes  positifs,  qui  le  p 
r^^^^fH.  en  donnant  lîen  à  on  terme  unique,  positif  ou  nul. 
«H'jmm»*  de^  n  premier*  termes  de  la  série  donnée  se  compose  do 
de4  ^  /»  — p^    terme*,  qoi  résoltent  des  accouplements  indiqu 
^î.  •te'»  />,  premieri  terme*  d^une  série  ii,  -^  "^  -h  i/y  -h  . . .,  néceas. 
4,*ir»îment  ^.onyi^r^^nte,  contenue  dans  la  série  des  valeurs  abs 
hié'%  Il  y  —  «i  -r-  «j  — ....  qui.  en  vertu  des  hypothèses,  est  dive 
S'^nté^.  I>'ioe  il  eiiite  une  succession  de  valeurs  de  n  qui  renden 

—  aa:r§i  petit  qo'oa  le  désire.  Le  même  raisonnement  est  appli 
cable  ao  ca.*  de  —  constamment  inférieur  à  quelque  nombre  né 


gatif.  Eoiin.  il  ne  peut  exister  un  intervalle  ( — A,  A)  tel  que  — 

snrpas^se  k  oa  soit  inférieur  à  — /t,  suivant  la  valeur  de  n;  cai 
oo  derrait  a^oir.  poor  des  valeurs  de  /i,  arbitrairement  grandes. 


'  Pm  Pn-\ 


,A<i^- 


n        n  —  I 


n 


ce  qui  devient  impossible  lorsque  n  croît  à  Tinfini.  On  arrive 
ainsi  à  la  proposition  sui%'ante  :  Il  existe,  pour  toute  série  sim- 
phmt^nt  *y}ny:er sente,  dont  les  termes  ne  croissent  pas  en  va- 
fi^ur  ^ibiolue.  une  succession  de  valeurs  de  n,  telles  que  l'excès 
de  l'.i  fréquence  des  termes  positifs,  parmi  les  n  premiers 
termes  de  la  série,  sur  la  fréquence  des  termes  négatifs,  ait 
zéro  pour  limite.  Autrement  dit  :  les  termes  négatifs  tendent  à 
dewnir  aussi  fréquents  que  les  positifs,  au  moins  pour  une 
succession  spéciale  de  valeurs  de  n.  Ce  théorème  est  dû  à  M.  Ce- 
saro.  La  démonstration  que  nous  venons  d'en  donner,  bien  que  ne 
dinéranl  pas  au  fond  de  celle  de  M.  Ccsaro,  nous  a  semblé  plus 
propre  à  mettre  en  évidence  la  raison  du  fait  curieux  que  le  théo- 
rème exprime. 
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lATHlEC.  —  TiiÉoBiB  DB  LÈLECTRODrNAMiQue.   I    vol.  in-i°.  x-^gS  pages. 
Paris,  GaulLier-Villars  ei  Fils,  iSSS. 

M.  Emile  Mathieu  a  cnlrcprîs  la  publication  d'un  Cours  général 
de  Physicjue  niaiiiémati((uc,  et  il  mel  cette  entreprise  à  exécution 
a\ec  une  extraordinaire  iiclivité.  Après  avnir  donné  en  quelques 
anaécï  un  Volume  sur  la  Théorie  de  la  capidarité  (i^fii)  et  deux 
Volumes  sur  la  Théorie  du  polentiel  fl  ses  applications  à  l'Elec- 
trosUiUqiie  et  au  Magnétisme  {i885-i886),  M.  Malliicu  vient  de 
faire  parailrc  une  Théorie  de  l' Electrodynamique.  Comme  les 
volumes  précédeuts,  celui-ci  ne  renferme  pus  seulement  l'exposé 
des  résultats  déjA  connus  :  il  contient  en  outre  beaucoup  de  vues 
,  BOUvelIcB  et  de  résultats  dus  aa\  travaux  de  l'Auteur. 

Pour  renilrc  compte  de  cet  Ouvrage,  nous  suivrons  l'ordre 
m£iT)c  adopté  par  r.\nleur,  ordre  d'ailleurs  1res  simple  et  très 
hJc^ique;  nous  glisserons  rapidement  sur  les  Chapitres  consacrés  à 
1  l*élude  des  travaux  des  devanciers  de  M.  Matliîeu,  pour  insister 
K'Atirtout  sur  ceu\  (jui  rcnfertnent  les  recherches  personnelles  de  ce 
(^omëire. 
XjB  Chapitre  I  est  consacré  aux  Principes  généraux  sur  le 
^ttaouvement  de  l'k'lectn'i-ité  dans  l'intérieur  d'un  corps  conduc- 
T  teur.  M.  Mathieu  y  dénnil  les  éléments  qui  entrent  en  considëra- 
I  lion  dans  l'étude  de  tout  mouvement  de  l'électricité  à  l'intérieur 
P-nfun  conducteur  à  trois  dimensions  :  flux  électrique,  résistance, 
rforce  électromotricc.  H  envisage  ensuite  les  courants  jiermanenls, 
rsur  lesquels  il  se  réserve  d'ailleurs  de  revenir  daus  un  autre  Cha- 
Ifitre;  il  démontre  ce  théorème  de  KirchholT,  que  ta  densité  de 
1  rdectricité  libre  est  nulle  à  l'intérieur  de  tout  conducteur  liomo- 
f  gèoe  traversé  par  des  courants  permanents.  Il  indique  comment  se 
I  .propagent  les  courants  électriques  dans  un  conducteur  hétérogène 
'  formé  de  deux  métaux  en  contact.  Enlin,  il  détermine  d'une  manière 
L  générale  le  travail  de  l'électricité  mise  en  mouvement  par  des  cou- 
^  rants  permanents  et  arrive  ainsi  à  la  loi  de  Joule,  en  suivant  à 
I  peu  près  la  marche  indiquée  autrefois  par  Clausius. 

Au  Chapitre  II,  M.  Miillneu  étudie  les  Lois  ffànérales  des  cou- 
Butl.  dei  ScUncci  mathim..  r  sirk.  l,  Xlt.  (  Oc  lui)  m:  i88fi.)  i.| 
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rants  linéaires  permanents.  Il  commence  par  exposer  la  loi 
d^Olim  sous  la  forme  que  lui  a  donnée  KirchhofT,  en  la  déduisant 
des  principes  généraux  posés  au  Chapitre  I  ;  après  avoir  dit  quelques 
mots  du  phénomène  de  Peltier,  M.  Mathieu  résout  complètement, 
en  se  servant  des  principes  de  KircbhofT,  le  problème  de  la  distribu- 
tion des  courants  permanents  dans  un  réseau  de  (ils  conducteurs. 
La  seconde  Partie  du  Chapitre  II  renferme  Tétude  des  actions 
des  courants  linéaires  permanents  entre  eux  et  sur  les  aimants.  La 
voie  suivie  par  M.  É.  Mathieu  dans  cette  étude  nous  semble  assez 
nouvelle  pour  mériter  de  fixer  Fattention  des  physiciens;  essayons 
de  marquer  ici  le  tracé  général  de  cette  voie,  inspirée  en  partie  par 
Kiemann. 

Le  point  de  départ  de  Tanalyse  de  M.  Mathieu  est  le  suivant  : 
Un  courant  linéaire  C,  fermé  et  uniforme,  exerce  sur  une  masse 
magnétique  égale  à  Tunité,  située  au  point  (jr,  y^  z)^  une  action 
dont  les  composantes  ont  pour  valeur 

A  =  —     -r—  >  I  =  — -  »  £,  = —  > 

ox  ày  dz 

la  fonction  P  et  ses  dérivées  partielles  des  deux  premiers  ordres 
étant  supposées  finies,  continues  et  uniformes,  sauf  sur  une  sur- 
face d  ayant  pour  contour  le  courant  C,  et  les  dérivées  secondes 
étant  supposées  vérifier  l'équation  de  Laplace 

AP  =  o. 

M.  Mathieu  démontre  en  premier  lieu  que  la  fonction  P  est 
déterminée  lorsqu'on  connaît  la  différence  B  des  valeurs  qu'elle 
prend  sur  Tune  et  Tautre  face  de  la  surface  cr. 

Puis,  il  prouve  que  Ton  a 


di 


- = ^  s  «'*• 


4 

N  étant  la  normale  à  Pélément  d^r  de  la  surface  a-,  et  r  la  distance 
da  point  (x,  y^  z)  i  un  point  de  Télément  dtr. 
On  tnive  ainsi  i  celle  proposition  d'Ampère  : 

J  %  eourant  linéaire,  fermé  et  uniforme  sur  une 

tifue,  équivaut  à  l'action  d'un  feuillet  magné- 
mrani  pour  contour. 
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Les  actions  mutuelles  d'un  courant  linéaire,  fermé  et  uniforme, 
et  d'un  système  magnétique  quelconque,  peuvent  être  dès  lors 
déduites  des  seules  lois  du  magnétisme. 

II  s'agit  alors  de  passer  aux  lois  des  actions  mutuelles  des  cou- 
rants, et  voici  comment  raisonne  M.  É.  Mathieu. 

Envisageons  deux  courants  C,  C,  et  les  feuillets  d,  o^  qui  leur 
correspondent. 

Le  feuillet  o-  et  le  courant  C  exercent  même  action  sur  le 
feuillet  ^  et  en  reçoivent  même  action. 

Le  feuillet  ^  et  le  courant  (7  exercent  même  action  sur  le 
feuillet  (T  et  en  reçoivent  même  action. 

M.  É.  Mathieu  fait  implicitement  rhvpothèse  suivante  : 

Les  deux  courants  C  et  C  exercent  les  mêmes  actions  mutuelles 
que  les  deux  feuillets  d  et  ^ , 

Cette  hvpothèse  faite,  il  suffit  de  calculer,  d'après  les  lois  du 
Magnétisme,  le  potentiel  des  deux  feuillets  o-  et  o^  pour  obtenir 
l'expression  du  potentiel  électrodynamique  de  deux  courants. 

Ayant  l'expression  du  potentiel  de  deux  courants  fermés  et 
uniformes,  M.  Mathieu  en  déduit  Taction  de  deux  éléments  de 
courants  par  Thypothèse  que  cette  action  doit  être  soumise  à  la 
loi  de  l'égalité  entre  l'action  et  la  réaction.  Il  remarque  d'ailleurs 
que,  si  l'on  n*adoptait  pas  cette  hypothèse,  on  pourrait  admettre 
pour  l'action  mutuelle  de  deux  éléments  de  courants  une  infinité 
d'expressions  autres  que  celle  qu'a  donnée  Ampère. 

Une  fois  ces  résultats  fondamentaux  obtenus,  M.  Mathieu 
expose  les  théorèmes  les  plus  importants  auxquels  sont  parvenus 
Ampère,  Savary,  Biot  etSavart  et  Laplace,  dans  l'étude  des  actions 
d'un  courant  fermé  sur  un  élément  de  courants,  des  solénoïdes 
entre  eux  et  avec  les  courants,  enfin  d'un  courant  sur  un  pôle 
d'aimant. 

Le  Chapitre  III  a  pour  objet  \ Induction  produite  dans  les 
courants  linéaires.  M.  Mathieu  établit  les  lois  fondamentales  de 
l'Induction  en  s'appuyantsur  la  loi  de  la  conservation  de  l'énergie, 
comme  Helmhollz  l'a  fait  le  premier.  La  formule  obtenue  sert  à 
démontrer  quelques-uns  des  résultats  que  F.-E.  Neumann  avait 
trouvés  auparavant  par  une  voie  directe,  bien  préférable,  selon 
nous  et  selon  M.  Hclmholtz  lui-même,  à  celle  qui  part  du  premier 
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principe  de  la  Théorie  mécanique  de  la  chaleur.  Puis,  M.  Mathieu 
développe,  d'après  Maxwell,  la  théorie  de  Taclion  mutuelle  des 
courants  électriques,  théorie  fondée  sur  l'emploi  de  formules  ana- 
logues à  celles  par  lesquelles  Lagrange  met  en  équation  tout  pro- 
blème de  Dynamique.  Enfin  l'auteur  montre  comment  on  peut, 
en  suivant  les  idées  de  Weber,  réunir  les  lois  de  l'Électrostatique, 
de  rÉlectrodjnaniique  et  de  l'Induction  en  une  formule  unique 
qui  fait  dépendre  Faction  mutuelle  de  deux  particules  électriques 
de  leur  distance  et  de  leurs  vitesses. 

Nous  regrettons  que  M.  Mathieu  n'ait  pas  joint  à  ce  Chapitre 
Texposé  et  la  discussion  des  formules  qu'on  a  proposé  de  substituer 
à  celle  de  Weber,  formules  qui  ont  donné  lieu  dans  ces  derniers 
temps  à  de  si  importantes  controverses.  M.  Mathieu  avait  pris  part 
à  ces  controverses  et  avait  marqué  sa  place  dans  ce  débat  par  un 
important  Mémoire  intitulé  :  Réflexions  sur  les  principes  fonda-- 

m 

mentaux  de  V Electrodynamique;  nous  espérions  retrouver  dans 
le  Livre  de  M.  Mathieu  les  parties  principales  de  ce  Mémoire  ;  mais 
l'auteur,  très  modeste,  s'est  borné  à  en  rappeler  le  point  de  départ 
et  les  conclusions. 

Le  Chapitre  IV  est  consacré  à  la  Théorie  des  courants  perma- 
nents dans  des  conducteurs  de  forme  quelconque.  C'est  un  de 
ceux  qui  intéresseront  le  plus  les  physiciens;  il  débute  par  l'exposé 
d'une  idée  propre  à  M.  E.  Mathieu  sur  la  nature  de  la  couche  élec- 
trique qui  produit  le  mouvement  de  réleclricilé  dans  les  courants 
permanents.  Essayons  de  donner  un  aperçu  exact  de  cette  idée. 

Dans  un  conducteur,  dont  la  résistance  spécifique  est  A",  les 
trois  composantes  w,  r,  w  du  flux  électrique  sont  données  par  les 
formules 

__i^r)V  __1^  -_1^ 

k  Ox  k  Oy  k  dz 

V  étant  la  fonction  potentielle  de  réicctricilé  libre  répandue  sur  le 
conducteur. 

La  condition 

f)u       t)v        ôw 

Ox        Oy        Oz 

qui  exprime  que  le  courant  est  uniforme,  entraîne  alors  la  condi- 
tion 

AV  =  o. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  233 

et,  comme  la  densité  p  de  l'électricité  libre  est  donnée  par  la  for- 
mule 

AV  =  -47:p; 

on  voit  qu'à  l'intériciir  d'un  conducteur  homogène  traversé  par 
des  courants  uniformes  il  n'j  a  pas  d'électricité  libre;  il  y  a  en 
tout  point  autant  d'électricité  positive  que  d'électricité  négative. 
Tel  est  le  résultat  important  obtenu  autrefois  par  G.  KirclihoiT. 

G.  Kirchhoffen  avait  conclu  que,  dans  un  conducteur  parcouru 
par  des  courants  permanents  comme  dans  un  conducteur  sur  lequel 
l'équilibre  électrique  est  établi,  l'électricité  est  distribuée  unique- 
ment sur  la  surface  du  conducteur,  de  manière  à  avoir,  en  chaque 
point  de  cette  surface,  une  densité  superficielle  finie  a*.  Seulement 
la  distribution  de  cette  couche  n'est  pas  la  même,  suivant  que 
l'équilibre  électrique  est  établi  sur  le  conducteur  ou  que  ce  con- 
ducteur est  traversé  par  des  courants  permanents. 

Dans  ces  idées  de  G.  Kirchhoff,  adoptées  aujourd'hui  par 
presque  tous  les  physiciens,  voyons  quelle  est  la  marche  à  suivre 
pour  étudier  complètement  le  problème  du  mouvement  électrique 
sur  un  conducteur. 

Nous  imaginons  que  ce  conducteur  G  soit  un  espace  fermé  dont 
la  connexité  de  première  espèce  soit  du  second  ordre,  analogue  à 
un  tore.  Une  section  SS'  le  transforme  en  un  espace  dont  la  con- 
nexité de  première  espèce  est  du  premier  ordre.  Nous  admettons 
que  cette  section  représente  la  pile,  supposée  très  mince. 

La  fonction  potentielle  V  de  l'électricité  doit  être  finie,  continue 
et  uniforme  dans  tout  Tespace,  excepté  sur  la  surface  SS'.  D'un 
côté  à  l'autre  de  la  surface  SS',  V  varie  d'une  quantité  constante 
E  qui  est  la  force  électromolrice  de  la  pile  en  unités  électrosta- 
tiques. V  s'annule  à  l'infini. 

Les  dérivées  partielles  du  premier  ordre  de  V  sont  finies,  con- 
tinues et  uniformes  dans  tout  l'espace,  sauf  sur  la  surface  s  qui 
limite  le  conducteur  et  sur  la  surface  SS'.  Aux  divers  points  de  la 

surface  5,  on  a 

d\ 

Aux  divers  points  de  la  surface  SS',  on  a 

dV       à\_  _ 
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N  et  N'  étant  les  deux  directions  de  la  normale  en  ce  point. 

Les  dérivées  du  second  ordre  sont  finies  dans  tout  Tespace, 
sauf  sur  les  surfaces  s  et  SS',  et  elles  vérifient  l'équation  de  La- 
place. 

Il  est  très  facile  de  voir  que  ces  conditions  ne  déterminent  pas 
entièrement  la  fonction  V.  Mais,  si  l'on  désigne  par  U  une  quel- 
conque des  fonctions  qui  satisfont  à  ces  conditions,  la  forme  la 

plus  générale  de  V  sera 

V  =  U  -h  w, 

W  étant  une  fonction  uniforme,  finie  et  continue  dans  tout  l'es- 
pace, même  sur  la  surface  SS',  dont  les  dérivées  du  premier  ordre 
sont  finies  et  continues  dans  tout  l'espace,  sauf  sur  la  surface  Sj 
dont  les  dérivées  du  second  ordre  satisfont  dans  tout  l'espace  à 
l'équation  de  Laplace,  et  qui,  enfin,  se  réduit  à  une  constante  à 
l'intérieur  du  conducteur  C. 

La  fonction  W  représente  la  fonction  potentielle  d'une  couche 
électrique  en  équilibre  sur  le  conducteur  C.  L'indétermination  de 
V  signifie  donc  que  l'on  peut,  sans  modifier  le  mouvement  de 
l'électricité  à  Tinlérieurdu  conducteur,  déposer  à  la  surface  de  ce 
conducteur  une  couche  électrique  en  équilibre,  et,  sous  cette 
forme,  on  voit  que  cette  indétermination  était  évidente  a  priori. 
Celte  indétermination  sera  levée  par  une  condition  accessoire, 
par  exemple  par  la  connaissance  de  la  quantité  totale  d'électricité 
libre  que  renferme  le  conducteur  C. 

On  voit  maintenant  que  la  résolution  du  problème  que  nous 
étudions  est  ramenée  : 

1®  A  déterminer  une  quelconque  des  fonctions  U  qui  répondent 
au  problème; 

2"  A  déterminer  une  distribution  d'équilibre  sur  le  conducteur 
C,  ce  qui  fait  connaître  la  forme  générale  de  W. 

Ces  deux  fonctions  étant  en  efiet  connues,  nous  avons 

V  =  U  -+-  W. 

W  étant  constant  à  l'intérieur  du  conducteur  C,  les  composantes 
du  flux  électrique  sont 

I  ^  __  i^  dV_ 
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A  la  surface  s^  on  a 

au  d\\ 

la  densilé  superficielle  de  réleclrîcilé  a  donc  pour  valeur 

L/^      ^\ 

Enfia,  les  composantes  de  Taction  que  rélcctricité  libre  exerce 
à  l'extérieur  sur  une  masse  électrique  égale  à  l'unité  ont  pour 
valeur 


Ainsi,  pour  résoudre  le  problème,  il  est  nécessaire  et  suffisant 
^c  Connaître  la  forme  générale  de  la  fonction  W  et  la  forme  de  la 
fonction  U  aussi  bien  à  Vextérieur  qiCù  V intérieur  du  conduc- 

-L*a  solution  du  problème  devient  plus  simple  si  Ton  adopte  les 
•JéesdeM.  É.Mathieu. 

Soient  SS'elS|S'|  les  deux  faces  du  feuillet  SS'.  Soit  Uo  la 
^«eur  de  la  fonction  U  en  un  point  des  surfaces  Sy  SS',  S,  S',.  En 
^'^  pioint  intérieur  au  conducteur  C,  nous  aurons,  en  vertu  d'une 
'^**rnule  connue, 

s  SS-  S,  s; 

s  SS'  S,  s', 

^lais  : 

à'- 

»• 
*  **  Aux  points  correspondants  de  SS'  et  de  S|  S', ,  tït  a  des  va- 

^^rs  égales  et  de  signe  contraire,  et  les  valeurs  de  U©  diffèrenl  de 
^  •     Si  donc  N  est  la  normale  du  coté  où  la  fonction  potentielle  a 
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la  valeur  la  plus  grande,  on  a 

ss'  s,  s;  ss* 

2"  Aux  points  correspondants  de  SS'  et  de  S|  S',,  ^  a  des  va- 
leurs égales  et  de  signes  contraires;  on  a  donc 

-  -rp  as  -h  \  -  ^~  as  =  o. 

SS'  s,  s; 


3*^  Aux  divers  points  de  s,  on  a 


On  a  donc 


§i^rf,  =  o. 


r  dN, 


De  toutes  ces  égalités,  il  résulte  que  Ton  a 

s  SS' 

On  voit  par  là  que  la  valeur  de  U  à  l'intérieur  du  conducteur 
C  peut  être  regardée  comme  la  fonction  potentielle  d^une  couche 
électrique  double  recouvrant  la  surface  SS'  avec  la  puissance 

constante  -r-  ?  et  la  surface  s  avec  la  puissance  variable  -j^  • 

La  forme  la  plus  générale  de  V,  à  l'intérieur  du  conducteur 

C,  demeure 

V  =  U  -+-  W, 

W  étant  la  fonction  potentielle  d'une  couche  électrique  en  équi- 
libre sur  le  conducteur  C. 

Au  lieu  d'admettre  avec  Kirchhoffque  le  mouvement  de  l'élec- 
tricité dans  le  conducteur  C  est  déterminé  par  une  simple  couche 
d'électricité  recouvrant  la  surface  S,  M.  Mathieu  admet  que  cette 
surface  renferme  à  la  fois  une  simple  couche  en  équilibre  et  une 
double  couche  analogue  à  celle  qui  vient  d'être  définie. 
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Dès  lors,  il  est  nécessaire  et  suffisant,  pour  résoudre  le  pro- 
blème du  mouvement  de  Télectricité  dans  un  conducteur,  de  savoir 
déterminer  : 

1"  La  fonction  W; 

2"  La  valeur  de  Tune  des  fonctions  U  à  V intérieur  seulement 
du  conducteur  C. 

Ces  éléments,  en  eflct,  étant  connus,  les  composantes  du  flux 
électrique  seront  données  par 

k  ùx  k  ôy  k  Oz 

la  puissance  de  la  double  couche  en  un  point  de  la  surface  S  aura 
pour  valeur 

la  densité  de  Félectricité  libre  en  un  point  de  S  aura  pour  valeur 

et,  comme  la  fonction  potentielle  de  la  double  couche  est  égale  à  o 
en  tout  point  extérieur  au  conducteur  C,  les  composantes  de  Fac- 
tion électrostatique  extérieure  auront  pour  valeur 

X=----  Y  =  -— ,         z  =  -— . 

dx  ùy  Oz 

Ainsi,  l'avantage  de  la  théorie  de  M.  Mathieu  est  de  ne  pas 
exiger  la  détermination  de  la  valeur,  à  l'extérieur  du  conducteur 
C,  d'une  fonction  U  satisfaisant  au  problème  de  Kirchhoff. 

Le  problème  est  parfois  ainsi  notablement  simplifié.  Ainsi 
M.  Mathieu  est  parvenu  à  déterminer  la  fonction  U  pour  Tinté- 
rieur  d'un  conducteur  formé  de  fils  et  d'un  parallélépipède  rec- 
tangle, et  la  détermination  de  la  valeur  extérieure  de  la  même 
fonction  serait  exlrémemcnt  difficile. 

«  Ainsi,  dit  M.  Mathieu,  cette  théorie  doit  être  considérée 
comme  plus  simple  que  l'ancienne,  et  je  ferai  remarquer,  sans 
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que  je  veuille  pourtant,  trop  insister  sur  cette  raison,  que  l'histoire 
des  Sciences  physiques  montre  que,  de  deux  théories  qui  sem- 
blent d'abord  satisfaire  également  à  l'expérience,  la  plus  simple 
est  celle  qui  a  le  plus  de  chances  d'être  vraie.  » 

Nous  ignorons  l'accueil  que  les  physiciens  feront  à  l'idée  nou- 
velle émise  par  M.  É.  Mathieu  ;  mais  elle  ne  peut  manquer  d'atti- 
rer leur  attention;  peut-être  quelqu'un  d'entre  eux  cherchera-t-îl 
à  décider  par  l'expérience  entre  cette  idée  et  celle  de  M.  Kirch- 
holT,  ce  qui  semble  possible,  puisque  les  actions  électrostatiques 
extérieures  ne  sont  pas  les  mêmes  dans  les  deux  théories. 

Nous  ne  voulons  pas  terminer  ce  sujet  sans  une  dernière  re- 
marque. 

Dans  la  théorie  de  KirchhoiT,  le  problème  comporte  une  indé* 
termination  qui  peut  être  levée  au  moyen  d'une  condition  accès- 
soire,  par  exemple  la  connaissance  de  la  quantité  totale  d'électri- 
cité que  renferme  le  système.  Dans  la  théorie  de  M.  É.  Mathieu, 
chacune  des  deux  fonctions  U  et  W  comporte  une  indétermina- 
tion. La  dernière  indétermination  se  lève  comme  dans  la  théorie 
de  Kirchlioff,  mais  il  n'y  a  aucun  moyen  de  lever  la  première.  11 
en  résulte  que,  dans  la  théorie  de  M.  É.  Mathieu,  les  courants 
sont  complètement  déterminés,  mais  la  couche  double  ne  l'est 
pas  complètement.  On  peut  lui  superposer  une  couche  double 
quelconque  de  puissance  uniforme. 

Après  avoir  ainsi  étudié  la  constitution  de  la  couche  électrique 
qui  détermine  un  courant  permanent  à  l'intérieur  d'un  conduc- 
teur,  M.  E.  Mathieu  donne  les  formules  générales  relatives  à  l'ac- 
tion magnétique  des  courants  traversant  des  conducteurs  à  trois 
dimensions.  Puis  M.  E.  Mathieu  étudie  d'une  manière  toute 
particulière  un  important  problème  abordé  en  premier  lieu  par 
Helmholtz  :  le  mouvement  permanent  de  l'électricité  à  l'intérieur 
d'un  conducteur  sphériquc  où  le  courant  est  amené  par  deux 
électrodes.  M.  Mathieu  insiste  spécialement  sur  le  cas  important 
où  les  électrodes  se  trouvent  aux  deux  extrémités  d'un  diamètre. 
Enfin  le  Chapitre  se  termine  par  l'étude  du  mouvement  perma- 
nent dans  un  ellipsoïde  planétaire. 

J^c  Chapitre  V  est  intitulé  :  Exemple  de  courants  permanents 
dans  des  conducteurs  homogènes  et,  en  particulier,  dans  des 
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claques,  M.  É.  Mathieu  y  étudie  le  mouvement  permanent  de 
A 'électricité  dans  diverses  plaques  planes  ou  courbes.  Plusieurs 
des  cas  qu'il  traite  avaient  déjà  été  examinés  par  KirchhoiT,  mais 
IM.  Mathieu  ne  s'est  pas  borné  à  reproduire  les  calculs  de  Tillustre 
physicien,  il  en  a  ajouté  beaucoup  d'autres  qui  lui  sont  propres. 
^insi  G.  KirchhotT  avait  déterminé  l'action  exercée  sur  un  pôle 
^*aimant  infmiment  voisin  par  une  plaque  circulaire  que  traver- 
sent des  courants  permanents;  ce  calcul  lui  avait  permis  de  com- 
parer l'expérience  à  la  théorie.  M.  Mathieu  est  parvenu  à  déter- 
jniner  l'action  exercée  par  la  plaque  sur  un  pôle  d^aimant  situé  en 
un  point  quelconque. 

M.  Mathieu  démontre  ensuite  que  le  problème  du  mouvement 
de  l'électricité  dans  une  plaque  courbe  peut  se  résoudre  lorsque 
l'on  sait  eflecluer  la  représentation  conforme  de  la  plaque  courbe 
sur  une  plaque  plane  dans  laquelle  le  mouvement  de  l'électricité 
est  connu.  M.  Mathieu  applique  ce  théorème  à  la  coquille  sphé- 
rique  et  étudie  quelques  autres  exemples  de  plaques  courbes 
donnés  par  G.  KirchhofT. 

Enfin,  M.  Mathieu  donne^  en  terminant  ce  Chapitre,  une  solu- 
tion complète  de  deux  problèmes  inabordés  avant  lui  :  le  mouve- 
ment de  l'électricité  dans  une  plaque  rectangulaire  et  dans  un 
parallélépipède  rectangle. 

Les  courants  permanents  ayant  été  étudiés  d'une  façon  aussi 
complète,  M.  Mathieu  aborde  un  dernier  ordre  de  questions  sus- 
ceptibles d'être  traitées  par  le  seul  emploi  des  principes  relatifs 
aux  courants  permanents.  Ces  questions  font  l'objet  du  Cha- 
pitre VI,  qui  est  intitulé  :  Problèmes  particuliers  relatifs  à  des 
courants  d^ induction  produits  dans  des  plaques  ou  des  conduc- 
teurs de  révolution. 

Lorsqu'une  plaque  de  révolution  ou  un  corps  de  révolution 
tourne  autour  de  son  axe,  en  présence  d'un  système  inducteur,  il 
se  développe  dans  sa  masse  des  courants  induits  qui,  grâce  à  la 
symétrie,  sont  uniformes.  M.  Mathieu  montre,  avec  beaucoup  de 
soin,  comment  l'étude  de  semblables  courants  découle  des  prin- 
cipes posés  pour  les  courants  linéaires;  il  développe  cette  étude 
cl  en  fait  l'application  à  la  célèbre  expérience  d'Arago  sur  le  Ma- 
gnétisme de  rotation. 
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Le  Chapitre  VII  de  l'Ouvrage  de  M.  Mathieu  est  consacré  aux 
Unités  électriques. 

Le  Chapitre  VIII  étudie  le  Mouvement  variable  de  V Électri- 
cité dans  les  conducteurs  de  forme  quelconque.  M.  Mathieu 
reproduit  la  très  importante  théorie  donnée  par  Helmholt^;  il  la 
modifie  seulement  en  ce  point  qn*il  suppose  la  surface  des  con- 
ducteurs recouverte  à  la  fois  d'une  simple  couche  d'électricité  et 
d'une  couche  double;  il  y  a  ajouté  un  exposé  succinct  de  la  marche 
que  l'on  aura  à  suivre,  en  général,  pour  intégrer  les  équations  du 
mouvement  de  l'électricité. 

Enfin,  au  Chapitre  IX,  M.  Mathieu  traite  des  Fils  télégraphia 
ques.  Après  avoir  développé  d'une  manière  très  complète  le 
problème,  déjà  attaqué  par  KirchhoflT  et  Helmholtz,  du  mouve- 
ment varié  de  l'électricité  dans  un  conducteur  cylindrique  infini- 
ment long,  M.  E.  Mathieu  fait  l'application  des  résultats  trouvés 
aux  lignes  télégraphiques  sous-marines  et  aériennes.  Citons  ce 
que  M.  Mathieu  dit  lui-même  de  celte  partie  de  son  Ouvrage  : 
«  J'ai  consacré  beaucoup  de  temps  à  cette  recherche.  M.  W. 
Thomson  a  obtenu,  par  des  raisonnements  empiriques,  une  for- 
mule relative  à  l'intensité  du  courant  dans  les  fils  télégraphiques 
sous-marins.  Par  une  analyse  rigoureuse,  j'étudie  toutes  les  cir- 
constances du  mouvement  et  je  calcule  toutes  les  quantités  qui  en 
dépendent;  de  la  sorte  j'obtiens,  en  particulier,  pour  le  courant 
longitudinal,  une  formule  plus  compliquée  qUe  celle  de  M.  Thom- 
son, mais  qui  donne  des  résultats  peu  différents,  surtout  quand 
le  courant  a  duré  assez  longtemps  pour  qu'on  puisse  réduire  dans 
les  deux  formules  les  séries  de  termes  variables  avec  le  temps  au 
premier  terme.  On  sait  que  déjà  l'expérience  avait  montré  l'utilité 
(le  l'emploi  de  la  formule  de  M.  Thomson  dans  la  télégraphie 
sous-marine.    » 

«  La  propagation  de  Télectricité  dans  les  fils  sous-marins  est 
extrêmement  rapide;  mais  elle  l'est  encore  bien  davantage  dans 
l(îs  lils  aériens  ;  il  en  résulte  que  les  expériences  sur  ces  derniers 
fils  sont  plus  difficiles  que  sur  les  premiers.  Néanmoins,  de  Ten- 
MMnble  des  recherches  faites  par  les  physiciens,  il  semble  résulter 
(|U(r  la  durée  de  rétablissement  du  courant  dans  un  fil  aérien, 
estimée  avec  un  appareil  donné,  varie  avec  la  longueur  du  fil  dan^ 
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un  rapport  très  analogue  aux  carres  de  cette  longueur.  Après 
avoir  retourné  la  question  dans  tous  les  sens,  je  n'ai  pu  arriver  à 
ce  résultat  qu'en  tenant  compte  de  la  perte  de  l'électricité  par  les 
poteaux  qui  soutiennent  le  fil.  Je  précise  alors  la  manière  dont  la 
durée  de  l'établissement  du  courant  varie  avec  la  longueur  du  fil.» 
Le  compte  rendu  que  l'on  vient  de  lire  ne  donne  qu'une  idée 
bien  incomplète  du  grand  nombre  de  problèmes  que  traite  le  nou- 
veau Livre  de  M.  Mathieu.  A  des  résultats  épars  dans  une  foule 
de  Mémoires,  qu'il  réunit  d'une  manière  systématique,  il  joint 
l'exposé  d'une  foule  de  recherches  personnelles.  Aussi  ce  Livre 
nous  semble-t-il  tout  à  fait  digne  de  ceux  qui  l'ont  précédé.  Espé- 
rons que  l'œuvre  considérable  que  M.  Mathieu  a  entreprise,  et 
dont  il  a  déjà  réalisé  une  si  grande  part,  contribuera  à  relever  en 
France  le  goût  des  travaux  de  Physique  mathématique,  si  néces- 
saires et  pourtant  si  délaissés.  P.  Duhem. 


A  Trbatise  on  Hydrodynamics,  with  numbrous  examples;  by  A.-B.  Basset, 
M.  A.  of  Lincoln's  Inn,  barrister  al  lavv,  follow  of  ihe  Cambridge  philo- 
sophical  Society  and  formerly  scholar  of  Trinity  Collage,  Cambridge. 
Vol.  I,  264  p.  Cambridge,  Deighton,  Bell  and  C^  London,  George  Bell  and 
Sons,  1888. 

Le  Traité  d'Hydrodynamique  de  M.  Basset  aura  deux  Volumes; 
le  premier,  paru  il  y  a  quelques  mois,  contient  les  généralités  et, 
parmi  les  applications,  celles  pour  lesquelles  il  existe  un  potentiel 
des  vitesses;  le  second  Volume,  qui  doit  paraître  avant  la  fin  de 
l'année,  sera  consacré  principalement  aux  tourbillons  reclilignes 
et  circulaires,  aux  mouvements  d'un  ellipsoïde  liquide  sous  l'in- 
tluence  de  sa  propre  attraction,  aux  ondes,  enfin  aux  liquides  vis- 
queux. 

Depuis  Slokes,  l'étude  de  l'Hydrodynamique  n'a  pas  cessé  d'être 
en  honneur  à  TUnivcrsité  de  Cambridge;  il  s'est  formé  autour  de 
lui  un  groupe  de  mathématiciens,  s'intéressant  aux  problèmes 
eux-nu'mcs  indépendamment  de  leurs  applications  physiques,  à 
la  recherche  des  cas  particuliers  qu'il  est  possible  de  traiter  com- 
plctemenl,  collaborant  ainsi  à  une  cruvre  dont  les  Bulletins  de  la 
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Sociélf.'  philosophique  de  Cambridge  nous  montrent  le  dévelop- 
pement progressif.  Depuis  la  publication  du  Traité  de  M.  Lamb, 
en  1878,  Tactivité  de  l'Ecole  de  Cambridge  n'a  fait  que  croître; 
ses  travaux,  tiennent  une  grande  place  dans  le  Traité  de  M.  Basset. 

«  J^ai  voulu  essaver  de  grouper  toutes  ces  recherches  (anglaises 
et  étrangères),  qui  sont  du  plus  grand  intérêt  pour  le  mathémati- 
cien, et  de  les  condenser  sous  une  forme  convenable  pour  un 
Traité  ».  C'est  donc  un  Traité  mathématique  du  mouvement  des 
liquides  que  Fauteur  a  voulu  faire;  son  Ouvrage  se  recommande 
par  de  très  remarquables  qualités  didactiques;  chaque  choae  est 
exposée  à  sa  place  naturelle,  là  où  elle  est  presque  évidente,  el 
n'exige  que  quelques  lignes  d'explications.  Pourtant,  à  force  de 
condenser,  l'auteur  a-t-il  peut-être  omis  de  place  en  place  une 
phrase  ou  deux  qu'il  est  nécessaire  de  dire  à  un  étudiant,  de 
mettre  en  évidence,  de  répéter  au  besoin. 

Les  propositions  cinématiques  sur  le  mouvement  des  fluides 
sont  établies  dès  le  premier  Chapitre  par  rapport  à  des  axes  fixes, 
ou  mobiles  d'une  manière  quelconque,  en  coordonnées  rectilignes, 
cylindriques  el  sphériques,  ainsi  que  les  diverses  formes  de  l'équa- 
tion de  continuité  et  des  rotations  élémentaires.  Les  lignes  deyZox, 
qui,  à  une  époque  déterminée,  ont  pour  tangente  en  chaque  point 

la  direction  de  la  vitesse  (  —  =  -^  =  — J,  sont  bien  distinguées 

des  lignes  de  mouvement,  ou  de  courant,  que  suit  un  point  du 

liquide  mobile  (-j-=Uj-~=:v^-^=  ivj.  Ces  deux  systèmes  de 

lignes  ne  coïncident  que  dans  le  cas  particulier  où  les  lignes  de  flux 
ne  changent  pas  avec  le  temps,  pour  le  mouvement  permanent  par 
exemple,  et  pour  certaines  lois  particulières  de  mouvement  varié. 
Dans  le  second  Chapitre  sont  établies  rapidement  les  équations 
dynamiques  d'Euler  pour  le  mouvement  des  fluides  parfaits  par 
rapporta  des  axes  fixes  ou  mobiles,  la  conservatioa  du  potentiel 
des  vitesses  quand  il  existe  à  un  moment  quelconque,  la  significa- 
tion physique  des  rotations  élémentaires.  Ici  une  observation  : 
Pourquoi  l'auteur  dit-il,  p.  22,  «  Puisque  p  est  une  fonction  de 
p,  ...)>,  et  p.  24»  «  Si  donc  par  suUe  d'une  CLCiion  chimique  la 
pression  cessait  d'être  une  fooelion  de  la  densité  ...  »?  Il  n'est 
pas  besoin  d'une  actioo  chiinîmiey  il  suffit  qu'il  y  ait  échange  de 
chaleur  entre  les  éléiiK"  le  voisins  en  même  temps  que 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  243 

variation  de  tempéra  tu  rc*dc  chaque  élément  pour  que  la  transfor- 
mation ne  soit  ni  isotherme  ni  adiabatique  et  que  la  pression  ne 
soit  plus  une  fonction  de  la  densité  seule.  Ce  n'est  que  par  des 
précautions  spéciales  ou  pour  certains  mouvements  particuliers 
qu'on  peut  regarder  la  pression  comme  une  fonction  de  la  densité 
seule. 

Viennent  ensuite  les  équations  de  Lagrange,  la  transformation 
de  Weber,  les  intégrales  de  Cauchy  et  la  transformation  de 
Clebsch;  enfin  les  diverses  formes  d'équations  relatives  au  mou- 
vement permanent  et  au  mouvement  produit  par  une  impulsion. 

Le  Chapitre  III  contient  la  théorie  des  images  hydrodynamiques 
dans  le  plan  et  dans  l'espace,  théorie  développée  par  M.  liicks,  et 
qui  joue  un  rôle  important  dans  l'étude  du  mouvement  de  deux 
cylindres  et  de  deux  sphères,  objets  des  Chapitres  X  et  XI. 

Le  Chapitre  IV  est  encore  consacré  à  des  généralités  impor- 
tantes :  les  propriétés  des  tourbillons,  des  surfaces  de  discontinuité, 
des  mouvements  cycliques,  les  relations  analytiques  avec  les  pro- 
priétés des  courants  électriques  et  des  aimants,  y  sont  exposées 
sous  leurs  divers  aspects,  d'une  manière  très  complète.  A  la  suite 
viennent  les  conséquences  du  théorème  de  Green  relativement  à 
l'énergie  cinétique  d'un  liquide.  Une  partie  de  ces  conséquences 
est  énoncée  sous  une  forme  due,  je  crois,  à  Sir  W.  Thomson  :  «  Un 
liquide  dont  le  mouvement  est  acyclique  et  sans  rotation  élémen- 
taire est  entièrement  ramené  au  repos  quand  on  immobilise  la 
surface  limite  ». 

Les  Chapitres  V  et  VI  sont  consacrés  au  mouvement  à  deux  di- 
mensions; le  Chapitre  V  contient  de  nombreux  et  intéressants 
exemples  dus  principalement  à  MM.  Basset,  Ferrers,  Greenhill, 
Hicks,  etc.,  du  mouvement  sans  rotation  d'un  liquide  à  l'intérieur 
ou  à  l'extérieur  de  cylindres  de  diverses  formes,  soit  immobiles, 
soit  animés  d'un  mouvement  quelconque  de  translation  ou  de  ro- 
tation. Je  ferai  observer  seulement  que  dans  un  cylindre  tournant 
le  mouvement  d'un  liquide  naturel  ne  peut  être  doué  de  potentiel 
qu'au  commencement,  et  que  les  solutions  données  dans  ce  Cha- 
pitre ne  sont  applicables  dans  la  réalité  qu'à  l'état  initial  produit 
par  une  mise  en  mouvement  brusque  du  cylindre,  mais  nullement 
à  l'état  permanent. 

L'étude  des  mouvements  discontinus,  préparée  par  une  intéres- 
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santé  citation  de  Stokes(p.  99),  est  préscfntée  exactement  sous  la 
forme  que  lui  a  donnée  KirchhoflT  dans  son  Traité  de  Physique 
mathématique. 

Avec  le  Chapitre  VII  nous  arrivons  au  mouvement  des  solides 
plongés  dans  un  liquide  lorsqu'il  y  a  un  potentiel  des  vitesses 
uniforme  et  sans  surface  de  discontinuité  :  sphère,  ellipsoïde,  ca- 
vités ellipsoïdes,  calotte  sphérique  (*). 

Le  Chapitre  VIII  contient  la  théorie  .générale  du  mouvement 
des  solides  pleins  ou  perforés  dans  un  liquide  indéfini,  lorsqu'il  y 
a  un  potentiel  des  vitesses,  avec  ou  sans  mouvement  cyclique  à 
travers  les  ouvertures  ;  c'est  une  exposition  précise  du  mode  d'ap- 
plication des  équations  de  Lagrange  pour  le  mouvement  des 
systèmes  développé  par  Thomson  et  Tait  dans  la  seconde  édition 
de  leur  Philosophie  naturelle  sous  le  nom  de  Ignoration  of  the 
coordinates.  Le  Chapitre  se  termine  par  quelques  indications  re- 
latives au  mouvement  des  cylindres  parallèles  indéfinis. 

La  discussion  du  mouvement  d'un  seul  solide  abandonné  à  lui- 
même  est  exposée  dans  le  Chapitre  IX,  sur  plusieurs  exemples; 
les  plus  intéressants  sont  le  cylindre  indéfini,  avec  circulation  du 
liquide  autour  de  lui,  et  le  tore  doué  d'un  plan  de  symétrie,  per- 
pendiculaire à  son  axe,  avec  circulation  à  travers  l'ouverture  cen- 
trale; les  conditions  de  stabilité  des  mouvements  rectiligne,  cir- 
culaire et  hélicoïde  y  sont  examinées  avec  soin.  Le  Chapitre  se 
termine  par  quelques  propositions  générales  sur  les  mouvements 
permanents  hélicoïdes. 

Enfm  les  Chapitres  X  et  XI  contiennent  l'étude  détaillée  du 
mouvement  de  deux  cylindres  avec  ou  sans  circulation  du  liquide, 
et  celle  du  mouvement  de  deux  sphères  de  diamètres  différents. 
Dans  le  cas  où  Tune  des  sphères  se  réduit  à  un  plan  fixe,  il  y  a  at- 
traction ou  répulsion  apparente  entre  ce  plan  et  la  sphère  mobile 
suivant  que  la  direction  du  mouvement  de  la  sphère  fait  avec  la 
normale  au  plan  un  angle  plus  grand  ou  plus  petit  qu'un  certain 

angle  critique.  Cet  angle  critique  a  pour  valeur  -  dans  le  cas  d'un 
plan  fixe  et  d'un  cylindre  mobile. 


(  *  )   Le  tore  récemment  traité  nav  iff.   Hieks  exige  remploi  de  fonctions  nou- 
velles. 
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^f  S\  l'une  des  sphrros  A  oscille  comme  un  pendule,  Tînilre  B  se 

V  /iicfltra  à  oscdier  avec  la  même  période;  en  outre,  si  la  densité  de 

m  la    sphère  B  est  plus  «grande  que  celle  du  liquide,  elle  sera  toujours 

r  attirée  par  la  sphère  A:  il  en  sera  de  même  si  la  sphère  B  est  moins 

dense  que  le  liquide,  mais  seulement  à  petite  distance  de  la  sphère 

A.  y    plus  loin  l'attraction  cessera  et  sera  remplacée  par  une  répul- 

sioriL  .  Enfin  tout  le  monde  connaît  les  résultats  relatifs  aux  attrac- 

liom:is  ou  répulsions  des  sphères  puisantes  y  chanj^^eant  périodique- 

nm€^wrM  t  de  volume. 

C!^  uelques  notes  terminent  le  Volume.  Chaque  Chapitre  est  suivi 

d'c5>c.^rcices  nombreux  et  intéressants,  qui  se  rapportent  j^énérale- 

nm€3  ir»  i  bien  aux  questions  exposées  auparavant;  il  n'y  a  d'exce})tion 

^•-a^     pour  le  Chapitre  relatif  aux   mouvements  discontinus.  Dans 

UT^^      lecture,  rapide  à  la  vérité,  je  n'ai  aperçu  qu'un   très  petit 

no>  WTrmbre  de  fautes  d'impression  très  faciles  à  corriger.  J'espère  que 

l'«^  n  silysc  toute  sèch<î  des  matières  exposées  dans  ce  Livre  indique 

SI  »  fTfîsammenl  quelle  lacune  considérable  il   vient  combler;  il   n'y 

^"V'-ia.i  td*analogue,  en  langue  anglaise,  que  le  Traité  beaucoup  moins 

à^-m:^  r^du  de  Lamb;  je  ne  crois  pas  (ju'il  en  existe  aucun  équivalent 

s^»  K^     le  continent.  M.   h. 


lÉ   (E.).  —  TnviTK  ni:  Cinkmvtiqie   a   i/isack  des  c\M)n)ATs  a  ia 
—  ^CENCEETA   LAC.RKGVTioN.    1    \ol.    iu-S";    viii-'>75    p.    l^uls,   Gauthior- 
UarsclFils,  1888. 

Livre  de  M.  Villié  est  un  Livre  (rc^nseignemenl  ;  par  la  façon 
it  il  est  composé,  comme  par  la  simplicité  des  démonstrations, 
Ipond  aux  besoins  des  candidats  à  la  licence,  auxquels  il  rendra 
^  ^contestables   services.   Il   se  comi)Ose    de  six  Cha])itres.    I^es 

^~  ^-^x  premiers  contiennent  les  notions  et  les  formules  essentielles 
clives  à  la  vitesse  et  à  l'accélération  d'un  point  :  le  second  se 
'  snine  par  l'élude  cinémati(|ue  du   uïouvcment  elliptique.  Trois 


^^"^apilres  sont  ensuite  consacrés  au  mouvement  d'un  solide  inva- 

*  ^^  l)lc.  L'étude,  tant  au  point  de  vue  des  vitesses  que  des  accélé- 

'^  ^ions,  est  faite  avec   les   détails  (pii  conviennent,  et  l'auteur  a 

^-^  ^eloppé  avec  mesure  les  plus  importantes  des  |>ropositions  géo- 

BulL  (les  Sciences  mathëm.y  1*  série,  l.  XII.  (Octobre  1S8S.)  yo 
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métriques  qu'on l  suggérées  les  belles  découvertes  de  Chasles;  il 
a  même  introduit  quelques-unes  des  propriétés  que  MM.  Appell 
et  Picard  ont  données  dans  leurs  thèses  sur  les  courbes  ou  les 
surfaces  dont  les  tangentes  ou  les  génératrices  appartiennent  à  un 
complexe  linéaire. 

Le  dernier  Chapitre  se  rapporte  aux  mécanismes;  il  est,  dit 
Fauteur,  extrait  en  grande  partie  du  cours  fait  par  M.  Poincaré  à 
la  Sorbonne,  en  1886.  On  y  traite  des  engrenages,  des  joints,  de 
la  vis  sans  fin,  des  bielles  et  des  manivelles,  des  excentriques,  de 
la  coulisse  de  Stephenson,  du  parallélogramme  de  Watt  et  de 
l'inverseur  Peaucellier.  J.  T. 


MÉLANGES. 


REMARQUE  SUR  LA  DÉCOMPOSITION  DES  FONCTIONS  DOUBLEMENT 

PÉRIODIQUES  EN  ÉLÉMENTS  SIMPLES  ; 

Par  m.  Éd.  WKYR. 
(Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  Ilermite.) 

...  Peut-être  y  aurail-il  quelque  intérêt  à  établir  de  la  manière 
suivante  la  nouvelle  formule  de  décomposition  que  vous  venez  de 
publier  dans  la  Note  Remarques  sur  la  décomposition  en  élé- 
ments simples  des  fonctions  doublement  périodiques  {Annales 
de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse  y  t.  II;   1888). 

Soit  f{z)  une  fonction  du  second  ordre,  aux  périodes  w,  lù' 
et  aux  infinis  a,  p,  de  sorte  que 

/(a -+-p-^)  =/(;;). 

Soit  F (5)  une  fonction  niéromorphe  doublement  périodique, 
aux  mêmes  périodes  w,  w'  et  aux  n  infinis  a,,  aa,  .  .  . ,  a^,.  Suppo- 
sons ces  infinis  simples  et  appelons  A,,  A2,  ...,  A„  les  résidus 
de  F(5)  relatifs  à  ces  points. 


MÉLANGES.  247 

Envisageons  la  fraction  -^^-^ 77 — -;  elle  possède  les  deux  seuls 

infinis  aj  et  a  4-  3  —  ai ,  aux  résidus  respectifs  --, et ^r^ —  • 

•^  ^        ^  /  (ai)  /  («i) 

T>     •  •  •  fis) 

Puis,  envisageons  la  fraction  ^  /__*// — \  ^^^  ^^t  du  quatrième 

ordre,  car  elle  possède  les  infinis  aj ,  a  -f-  p  —  «n  a>  P-  Les  résidus 
relatifs  aux  deux  premiers  sont  égaux  à  1;  les  résidus  relatifs  à  a 
et  P  sont  tous  les  deux  égaux  à  —  1 . 

Envisageons  mam tenant  la  somme  ^,  ^  >., — r  4-  ^,  /  \p7— x; 
elle  est  du  quatrième  ordre  et  elle  possède  les  infinis  :  ai  au  ré- 
sidu jj^  4.  g^;  a  4-  p  —  ai  au  résidu  —  j^^  +  5^;  a  au  résidu 

—  g'  ei  enfin  p  au  résidu  — g'. 

Déterminons  maintenant^  et  g'  de  telle  manière  qu'on  ait 

c'est-à-dire  prenons 


é'=iA,/(«,)        Cl        „-'=^A,; 


alors  notre  somme   ^, — ,    •^^;    [  possédera  Tinfini   «i    au   résidu 

A|,  tout  comme  F{z)]  elle  aura  outre  cela  les  infinis  a  et  ^  aux 
résidus  —  g^. 

Posons  maintenant 


n 


ou 


?(-)  -2,  [/(-)-/( «A)  ^  /(^)-/(«/.)J  ' 

/l  =  1 

gh—  -^hf'{^h)  et  gh=  -^h' 


Cette  fonction  «p(:î)  aux  périodes  w,  w'  aura  évidemment  les 
infinis  ai,  ...,  a,,  aux  résidus  respectifs  A|,  ...,  A;,;  quant  aux 
points  a  et  fi,  ce  ne  seront  plus  des  infinis  de  ?(^),  car  les  résidus 
des  'f  (3)  en  ces  points  sont 
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On  a  donc,  (ra|)rùs  le  théorème  cl(;  Lioiiville, 

V(  z)  —  ':>(z)  =  consl., 
de  sorte  que 


h  =  ï 


Si  l'on  suppose  à  la  fonction  de  second  ordre  /{z)  uu  infini 
double  a,  on  parvient  à  la  même  formule;  en  effet,  dans  ce  cas,  la 
fonction 


y{z)-f(7.n) 


possède  les  trois  infinis  simples  ayj,  'àt.  —  ol^,   a  aux  résidus  res 
pectifs 


-^ L_    r/ ?_ ,       „'  _  o    rr' 


ce  qui  montre  que  la  conclusion  reste  la  même. 
Or,  en  prenant  dans  ce  cas 

on  tombe  sur  votre  formule,  relative  à  des  infinis  simples, 

sn  c  rn  3  du;;  -h  sna  cna  dna 


F(;;)  =  G-4-SA 


sn^;;  —  sii^a 


SUR  L'IMPOSSIBILITÉ  DE  FRANCHIR  PAR  LA  FORMULE  DE  TA7L0R  LES 
CERCLES  DE  CONVERGENCE  DE  CERTAINES  SÉRIES  ENTIÈRES; 

v\i\  M.  Cii.  MÎ:irvv, 

rrofesscur  à  la  Facullc  des  Sciences  de  Dijon. 

Toutes  les  fonctions  auxquelles  les  théorèmes  j^énéraux  de 
1  Analyse  inlinitcsiiuale  sont  a|)plicablcs  j)cuvent  être  engendrées 
par  le  raccordement  de  développements  successifs  effectués  au 
jnoyen  de  la  formule  de  Tavlor,  chacun  de  ces  développements 
c'onduisant  par  lui-même  et  par  ses  dérivées  aux  coenicienls  de 
celui  qui  lui  succède.   Le  plus  ordinairement  cette  marche  pro- 
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gressivc  jieuls'eflccluer,  sinon  d'une  manière  tout  à  fait  arbitraire, 
du  moins  dans  des  aires  illimitées. 

Mais  il  peut  en  être  autrement,  assertion  à  l'appui  de  laquelle 
M.  É.  Picard  cite,  dans  son  Cours  d'Analyse,  la  proposition  sui- 
vante de  M.  Weierstrass  : 

En  posant 

série  entière  en  x  dont  le  rayon  de  converfi^ence  maximum  est 
évidemment  i,  et  en  appelant  a  une  quantité  quelconque  de 
module  <^i,  /<?  développement  de  f {a -\' h)  par  la  série  de 
Taylor  a  toujours  i  —  mod  a  pour  rayon  de  convergence  maxi- 
mum. D'où  il  suit  immédiatement  que  la  formule  de  Taylor 
appliquée  au  calcul  des  valeurs  de  f{x)  ne  permet  jamais  de 
sortir  du  cercle  de  rayon  i  ayant  V  origine  pour  centre. 

Cette  remarque  de  M.  Weierstrass  est  une  contribution  très 
intéressante  à  la  théorie  des  fonctions,  dont  on  peut  donner  la 
démonstration  élémentaire  que  voici  : 

I.  Si  les  exposants  positifs  en  nombre  illimité 

vont  sans  cesse  en  croissant,  cas  auquel  la  série  entière 

admet  1  pour  rayon  de  convergence  maximum,  sa  somme  est 
infinie  quand  x  tend  vers  i  en  ne  prenant  que  des  valeurs  po- 
sitives croissantes. 

D'une  part,  il  est  évident  que  ^(x)  croît  sans  cesse;  d'autre 
pari,  le  polynôme  x^'-hx^*-{-  , . .  +  x^*"  4-  x^*^-^'  ayant  pour  limite 
G  +  I ,  il  existe  pour  x  quelque  valeur  positive  et  <  1  au  delà  de 
hiqu(îlle  ce  polynôme  el^(x)^  à  plus  forte  raison,  restent  supérieurs 
à  l'entier  G,  si  grand  qu'il  soit. 

II.  Si,  dans  la  suite  d'entiers  positifs 

A'Ij     A'2 '*"a' '     ■  •  •  • 
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kg  est  toujours  compris  entre  K^  et  K^^.!  et  si  l'on  pose 

on  a 

quand  X  tend  vers  i  £fe  /a  manière  indiquée  ci-dessus  (I). 
A  cause  des  înégalllés  évidentes 

♦  (x)  -  JC*.  <  o(x)<  ♦(X), 
oo  a 

■       ♦ix)^4.(x)^'' 

ce  qui  entraîne  la  relation  (2)  parce  que  ^(x),  étant  infinie  (I), 
on  a 

♦  (X) 

III.  Soient  y>  =  2îx  -f-  I  un  nombre  premier  quelconque  >  1 
et  H  une  racine  primitii^e  p^^'^^  de  l'unité.  Si  Von  fait  dans  la 
série  (i)x  =  B^,  ^  désignant  une  quantité  positive  tendant  vers 
I  en  croissant j  on  aura 

où  l'on  a  représenté  par  /*, ,  r^,  ....  Tj^  /e5  p-  =  •^-; — ^   résidus 

quadratiques  positifs  et  <ip  de  ce  nombre  premier,  par  £,, 
îj,  .  . .,  c.j.  des  quantités  injiniment  petites  et  ou  l'on  a  posé 

Eq  sommant  séparément  dans  la  série  (i)  les  termes  dont  les 
racines  carrées  des  exposants  sont  divisibles  par  p^  puis  ceux 
pour  lesquels  la  di\  Ision  de  ces  racines  par  p  donne  les  restes  i , 
2^  ...,  p  —  I ,  on  obtient  les  séries  partielles 

puis 

j\{^x\=    X»*    H-    x>^r*   -T-...-T-    x«-^P*   —.... 

Mr\=    x^'    -^   x*-r*   ^...-i-  x's-^r'  -+-..., 
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et  Ton  a  évidemment 

(4)  /(^)=/o(^)H-/i(iP)-H...-+-/,,_,(a?). 

Maintenant,  si  r^y  /*2,  ...,  r^  sont  les  résidus  positifs  minime, 
suivant  le  module  />,  des  carrés  i  ^  et  (/?  —  i )^,  2^  et  (/>  —  a)^,  . . . , 
|jl'  et  ([X  4-  1)',  il  vient  évidemment,  en  outre,  d'abord 

puis 

■  ••••••••• ••••••f 

• ....» 

/p-.(«î)  =«-••//.-«(«). 

relations  dont  la  combinaison  avec  (4)  donne  la  formule  (3) à  cause 

deHmM)^lZez£(l)=2,(lI). 

yo(ç) 

IV.  On  ne  peut  avoir 

I  -+-aO''i-f-  26'*»-+-. .  .-ha6''j»=  o. 

Effectivement  cette  équation  étant  de  degré  p  —  i  au  plus  et 
ayant  pour  coefficients  des  entiers  égaux  i  à  i,  — à  2  et  au- 
tant à  o,  son  premier  membre  ne  peut  avoir  aucun  diviseur  com- 
mun avec  celui  de  Téquation 

à  laquelle  satisfait  aussi  la  racine  6,  parce  que  cette  dernière  équa- 
tion est,  comme  on  sait,  irréductible. 

V.  La  quantité  f{h\)  est  donc  infinie ^  puisque,  en  vertu  de  la 
relation  (3),  elle  est  le  produit  de  deux  facteurs  dont  le  premier 
estinfmi  (I)  et  dont  le  second  tend  vers  une  limite  non  =0  (IV). 

VI.  Eq  d'autres  termes,  f{x)^  somme  de  la  série  considérée  (1), 
est  toujours  infinie,  quand  x  tend  vers  une  racine  primitive  de 
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runilé  d'indice  premier  quelconque  (!>'>•)  en  suivant  la  droil  <? 
qui  conduit  de  l'origine  à  celte  racine.  Le  rayon  de  convergence 
du  dé\'eloppement  de  f{a-\-  h)  ne  peut  donc  surpasser  la  dis- 
tance niinima  du  point  a  aux  racines  de  cette  espèce;  or,  à  cause 
de  l'indétermination  du  nombre  premier  y>,  cette  distance  nii- 
nima est  évidemment  i  —  mod  a. 

Le  raisonnement  ci-dessus  s'applique  évidemment  à  une  infinité 
d'îiutres  séries  entières,  en  particulier  à  toutes  celles  où,  comme 
dans  (i),  les  coefficients  se  réduisent  à  i  et  les  exposants  aux  puis- 
sances semblables  des  nombres  entiers  naturels. 


LUMl'TKS  UKNUUS   li T  ANALYSES. 


COMPTES   KENDUS   ET   ANALYSES. 


IIA!J*IIEN.  —  Thaitk  o&s  ro?iGTiu>s  elliptiques  et  uk  LRi'ns  «.i>i-Lir*TroN8. 
Ikuxiéme  Partie  :  Apiilioations  d  la  Miicaniqno,  fi  In  Physique,  â  la  GâodtiaJe, 
à  [a  G^métrio  ot  an  Calcul  intégral,  t  vol.  iii-S";  Gi>)  p.  Pails,  Gauthier- 
Villa  rs  et  (■'ils;  18K8. 


Les  lecteurs  de  M.  Malplien  liociveinnl  iissiirriiicnt,  dans  cette 
deuxième  Partie  de  son  Trtn'ti}  ries  /onctions  elliptiques,  loul  ce 
que  le  iiremlèrc  Partie  pouvait  leur  faire  espérer  ;  les  problèmes 
classiques,  élueîdëa  par  des  maîtres  illustres,  et  devcuiis  presque 
insèpurahlfs  d'une  Tht'orie  des  fonctions  elliptiques,  sont  repris 

ce  une  notation  uniforme,  compléti*»  sur  bien  des  points,  poussés 
auMi  loin  que  possible;  les  formules  aonlpriîles  pour  l'application 
numérique;  les  divers  cas  qui  peuvent  se  pr<5senter  sonl  discutés 
Bvec  la  dernière  précision.  Le  travail  auquel  M.  Iliitphen  s'est 
livré  sprccs  problèmes  aurait  pu  contenter  un  encellenl  géomètre; 
mais  à  ces  problèmes  il  eu  a  ajouté  d'autres  :  ceux  qui  ont  suivi, 
dsD)  le»  Comptes  rendus  de  ces  dernières  années,  ses  belles 
Communications  à  l'Académie  des  Sciences  seront  heureux  de 
retrouver  dans  son  Livre,  avec  tous  tes  développements  et  les 
éclBircisseinenls  qu'ils  désiruienl,  des  résultais  dont  ils  n'avaient 
pas  manqué  d'admirer  l'élégance  et  l'origioalilé.  Tout  cela  fait  en 
«omme  une  (l'iivre  ronsldèrable.  qu'on  ne  peut  avoir  ici  la  préten- 
tion d'analyser  en  détail;  il  suffira  d'indiquer  rapidement  quelles 
Hont  les  principales  matières  traitées,  et  ce  sera  un  peu  au  basard 
qae  l'on  insistera,  çà  et  là,  sur  un  point  plutûi  que  sur  un  autre. 

Ciui'.  I  :  Porniulps  elliptiques  pour  In  rotation  des  corps.  — 
L'auieur  commence  par  introduire  des  formules,  contenant  deux 
arguments  elliptiques  et  une  constante,  qui  peuvent  servir  à  repré- 
senter les  angles  qu'une  direction  fait  avec  trois  directions  rectan- 
gulaires. Ces  formules  contiennent  en  évidence  une  demi-période  ; 
quand  on  prend  pour  cette  demi-période  successivement  les  trois 
demi-périodes  distioclcs,  on  obtient  trois  directions  rectangulaires; 
Ift  position  d'un  tiièdrc  Irîrectangle  se  trouve  ainsi  définie,  par 
mppori  il  un  autre  Irièdre  irii'cctangle,  au  moyen  de  trois  para- 

llull,  tiet  STiV'/cci  mtillifm..  T  s..'rip.  l.  XII.  (N'ovrinblT  |S«S.)         :.i 
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mètres.  Les  angles  d'Euler  s'expriment  au  moyen  de  ces  para- 
mètres, et  Ton  a,  tant  pour  ces  angles  que  pour  les  neuf  cosinus, 
dMmportants  développements  en  série,  donnés  en  partie  par  Jacobi. 
L'introduction  de  ces  paramètres  permet  encore  de  donner  une 
forme  simple  aux  composantes  p^  q^  r  d'une  rotation  quelconque. 

Chap.  II  :  Mouvements  à  la  Poinsot,  —  Il  s'agit  des  mouve- 
ments qui  sont  la  généralisation  immédiate  du  mouvement  que 
prend  un  corps  solide,  qui  a  un  point  Gxe  et  qui  n'est  soumis 
à  aucune  force  extérieure;  M.  Darboux,  dans  ses  Notes  au  Traité 
de  Mécanique  de  M.  Despeyrous,  a  fait  l'étude  géométrique  de 
ces  mouvements  auxquels  il  est  bien  naturel  d'attacher  le  nom  de 
Poinsot.  M.  Halphen  avait  antérieurement  fait  cette  étude  au 
point  de  vue  de  la  représentation  du  mouvement  par  les  fonctions 
elliptiques,  de  manière  à  embrasser  les  résultats  obtenus  par 
Jacobi,  par  M.  Hermite  et  divers  auteurs;  tous  les  éléments  du 
mouvement  sont  ici  donnés  sous  forme  explicite,  développés 
en  série  de  manière  à  permettre  le  calcul  numérique  ;  les  diverses 
formes  de  l'herpolhodie  sont  discutées  avec  détail.  Une  intéres- 
sante étude  des  mouvements  à  la  Poinsot  concordants,  c'est- 
à-dire  tels  que  les  fonctions  elliptiques  correspondantes  aient 
un  même  invariant  absolu  et  que  les  périodes  de  temps  soient  les 
mêmes,  termine  ce  Chapitre. 

Chap.  III  :  Rotation  dUin  corps  grave  de  révolution  suspendu 
par  un  point  de  son  axe,  La  courbe  élastique  gauche.  —  Après 
avoir  donné  les  éléments  du  mouvement  d'un  corps  grave  de 
révolution  suspendu  par  un  point  de  son  axe,  Fauteur  établit  cette 
belle  proposition  de  Jacobi,  qu'un  tel  mouvement  peut  s'obtenir 
par  la  composition  de  deux  mouvements  à  la  Poinsot,  qui  sont 
concordants,  proposition  dont  il  fait  une  étude  très  approfondie. 
Le  pendule  conique  est  traité  comme  cas  particulier  du  corps 
grave  de  révolution.  Pour  la  courbe  élastique  gauche,  M.  Halphen 
reproduit  la  belle  analyse  de  M.  Hermite  dans  son  Mémoire  Sur 
quelques  applications  des  fonctions  elliptiques. 

Chap.  I"  -  d'un  corps  solide  dans  u n  liquide  indé- 

fini  ei  9S  (iccélératrices.  —  Ce  mouvement, 
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étudié  par  KirchhofTel  Clebsch,  dépend  de  quadratures  elliptiques 
dans  un  cas  particulier  qui  comprend  celui,  signalé  par  KirchhofT, 
où  le  corps  est  homogène  et  de  révolution.  M.  Halphen  traite  avec 
détail  de  ce  cas  particulier  et  montre  comment  le  mouvement  de 
rotation  peut  se  décomposer  en  deux  mouvements  à  la  Poinsot,  en 
y  joignant  une  rotation  variée,  qui  s'effectue  toujours  autour  de  la 
même  droite.  Cette  dernière  rotation  disparaît  si  le  corps  est  homo- 
gène et  de  révolution.  On  a  ainsi  une  proposition  toute  pareille  à 
celle  de  Jacobi  sur  le  corps  pesant,  et  qui  donne  lieu  à  une  étude 
analogue. 

Chap.  V  :  La  courbe  élastique  plane  sous  pression  normale 
uniforme,  —  Il  s'agit  de  la  forme  d'équilibre  d'une  verge  élastique 
dans  le  cas  suivant  :  i  **  la  verge  est  supposée,  dans  son  état  naturel, 
de  forme  circulaire  (ou  droite);  2"  outre  des  forces  ou  couples 
quelconques  agissant  à  ses  extrémités^  dans  le  plan  de  la  fibre 
moj^enne,  elle  supporte  une  pression  uniformément  répartie  sur 
cette  fibre,  normale  à  cette  courbe  et  dans  son  plan,  et  lui  restant 
toujours  normale  dans  les  déformations.  L'étude  de  cette  forme 
d'équilibre,  faite  pour  la  première  fois  par  M.  Maurice  Lévy(*), 
a  été  reprise  ensuite  par  M.  Halphen  (*^);  elle  est  traitée  ici  avec 
tous  les  détails  désirables  ;  les  diverses  formes  que  la  courbe  peut 
affecter  sont  décrites  et  dessinées. 

Chap.  VI  :  Lignes  géodésiques  des  surfaces  de  révolution  du 
second  degré,  —  L'étude  de  ces  lignes  conduit  à  un  grand  nombre 
de  propriétés  intéressantes.  Tout  d'abord,  elles  se  classent  suivant 
six  espèces  différentes.  Sur  une  surface  d'un  type  déterminé,  il  n'y 
a  en  général  qu'une  seule  espèce  de  lignes  géodésiques  ;  il  y  a  excep- 
tion pour  la  surface  gauche  de  révolution,  sur  laquelle  elles  se  ré- 
partissent d'une  façon  très  simple.  Sur  une  même  ligne  géodésique, 
deux  points  variables,  répondant  à  des  arguments  dont  la  somme 
ou  la  différence  est  constante,  sont  liés  l'un  à  l'autre  par  des  rela- 
tions purement  algébriques,  non  seulement  entre  leurs  coordonnées. 


(')  Journal  de  Liouvillc^  3'  série,  l.  \. 

(')  Journal  de  l'Kcn/c  Polytechnifjue,  XWIV'  Cahier. 
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mais  ausdi  entre  les  arcs  qui  aboutissent  à  ces  points.  I^  surface 
développalilc  qui  a  pour  arête  de  rebroussement  une  ligne  géodé- 
>ique  est  coupée  par  les  surfaces  confocales  à  la  surface  du  second 
degré  suivant  deu\  courbes  distinctes,  égales  entre  elles,  qui  dit- 
irrent  de  position  par  une  simple  rotation,  et  qui  sont  homogra- 
phiques  à  la  géodésique.  La  considération  des  points  corres- 
pondants sur  ces  deux  courbes  donne  lieu  à  des  théorèmes  très 
élégants  sur  les  arcs  de  la  géodésique.  Il  n\  a  point  de  lignes  géo- 
désiques  qui  soient  algébriques;  mais  des  équations  ayant  une 
forme  toute  pareille  peuvent  représenter  des  courbes  algébriques; 
en  particulier,  il  y  a  des  berpolbodies  algébriques. 

(In\p.  Vil  :  Problèmes  de  Géodésie.  —  Ce  Chapitre  contient 
l'application,  au  cas  d*un  ellipsoïde  légèrement  aplati,  des  for- 
mules du  Chapitre  précédent.  On  y  trouvera  les  formules  appro- 
chées relatives  au\  coordonnées  géographiques  et  à  la  distance 
î^éodésique,  qui  peuvent  servir  dans  les  problèmes  de  Géodésie. 

Ch\p.  VIII  :  Aitraction  d'un  anneau  sphérique,  —  Gauss  a 
remarqué  que  les  variations  séculaires  qui,  pour  les  éléments 
d'une  orbite  planélaire,  résullenl  de  la  perturbation  causée  par 
une  aulre  planète,  sont  indépendantes  de  la  position  (|u'occupe 
cette  dernière  dans  son  orbite;  en  sorte  que,  en  imaginant  la 
masse  de  cette  planète  répartie  dans  son  orbite  proportionnelle- 
ment au  temps  qu'elle  emploie  à  parcourir  chaque  élément,  on 
trouverait,  par  cette  livpothèse,  les  mêmes  perturbations.  De  là 
rinlérèt  que  présente  le  calcul  de  l'attraction  sur  un  point  quel- 
conque d*nn  anneau  elliptique  constitué  comme  on  vient  de  Tex- 
|)liquer:  les  formules  que  Gauss  a  données  pour  cet  usage,  et  que 
M.  Halphen  commence  par  re|)roduire,  exigent  la  résolution  de 
réqualion  du  troisième  degré  dont  dépendent  les  axes  d'une  sur- 
face du  second  ordre;  M.  Halphen  montre  comment,  avec  rem- 
ploi (les  fonctions  de  M.  Weierslrass,  on  peut  éxiter  cette  réso- 
lution. La  solution  du  problème  donne  alors  lieu  à  d'intéressants 
dévelC|»pcnienls  algébrlt,ues. 

Chvt.  IX  '•  liqiKftinn  d' Enlev.  —  L'auteur  établit  d'abord  que 
toute  équation  du  second  degré,  par  rapport  à  deux  variables  se- 
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parement,  traduit  la  relation  entre  deux  fonctions  elliptiques,  du 
même  argument,  c'est-à-dire  deux  fonctions  rationnelles  de  pu  et 
de  p' u.  Si  Téquation  est  doublement  linéaire,  c'est  que  les  deux 
fonctions  elliptiques  sont  à  deux  pôles,  et  que  les  sommes  des 
infinis  coïncident  entre  elles.  Si  l'équation  est  doublement  qua- 
dratique et  symétrique,  c^est  que  les  deux  fonctions  sont  de  la 
forme /(w)  et /(^^  4- U), /(w)  étant  une  fonction  elliptique,  à 
deux  pôles,  d'argument  //,  et  U  une  constante.  Le  cas  général 
se  ramène  à  celui-là  par  une  substitution  linéaire,  mais  il  est  in- 
dispensable de  l'étudier  directement  :  dans  cette  étude  apparais- 
sent les  invariants  de  l'équation  doublement  quadratique  F  =  o, 
invariants  qui,  réciproquement,  définissent  sans  ambiguïté  cctle 
équation,  à  des  substitutions  linéaires  près.  Après  ces  prélimi- 
naires, qui  mettent  en  lumière  des  faits  algébriques  très  intéres- 
sants, M.  Halphen  aborde  Pintégration  de  l'équation  d'Euler 

dx        dy 

-7=  -+-  -i  =  o, 

v/X        /Y 

où  les  polynômes  du  quatrième  degré  X,  Y  diffèrent  seulement 
parle  nom  de  la  variable.  L'intégrale  algébrique  de  cette  équation 
est  obtenue  d'abord  sous  diverses  formes  irrationnelles,  où  la  con- 
stante d'intégration  est  mise  en  évidence  et  pour  lesquelles  l'au- 
teur lève  les  ambiguïtés  relatives  aux  signes.  On  obtient  ensuite 
la  forme  doublement  quadratique  de  l'intégrale.  Le  problème  de 
la  réduction  d'une  fonction  elliptique  à  la  forme  normale,  dans  sa 
forme  générale,  ne  diffère  pas,  au  fond,  de  l'intégration  de  l'équa- 
tion d'Euler.  Toutefois,  l'auteur  le  traite  directement.  Le  Cha- 
pitre se  termine  par  l'examen  de  diverses  propriétés  algébriques 
des  polynômes  du  quatrième  degré  et  des  équations  doublement 
quadratiques. 

Chap.  X  :  Les  polygones  de  Poncelet.  —  L'équation  double- 
ment quadratique,  qui  jouait  un  rôle  essentiel  dans  le  Chapitre 
précédent,  n'en  joue  pas  un  moindre  dans  cette  théorie.  Symé- 
trique, elle  définit  une  relation  entre  deux  points  d'une  même 
conique  et,  par  suite,  un  polygone  inscrit  dans  cette  conique,  par- 
faitement déterminé  quand  on  donne  un  de  ses  sommets;  dans  le 
cas  général,  clic  définit  une  correspondance  entre  deux  points  de 
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deux  coniques  distinctes  et  un  polygone  inscrit  dans  Tune,  cir- 
conscrit à  Tautre.  Les  invariants  de  cette  équation  sont  les  rap- 
ports anharmoniques  des  quatre  points  communs  aux  deux  co- 
niques, pris,  dans  le  même  ordre,  sur  Tune  ou  sur  l'autre.  La 
condition  pour  qu'un  polygone,  inscrit  à  la  première  conique, 
circonscrit  à  l'autre,  se  ferme  est  d'abord  étudiée  géométrique- 
ment, puis  au  moyen  de  la  représentation  elliptique  des  équations 
doublement  quadratiques  développée  dans  le  précédent  Chapitre. 
Les  conditions  de  fermeture  s'expriment  simplement  au  moyen 
des  deux  rapports  anharmoniques;  elles  sont  aussi  obtenues  au- 
trement, en  particulier  sous  la  forme  si  curieuse  qu'a  donnée 
M.  Cayley.  Toute  cette  théorie  se  relie  ensuite,  de  la  façon  la  plus 
belle,  à  la  multiplication  de  l'argument,  ainsi  que  M.  Moutard 
l'avait  montré  dans  un  Mémoire  inséré  dans  les  Applications 
cT Analyse  et  de  Géométrie  de  Poncelet. 

Chap.  XI  :  Les  courbes  du  premier  genre;  la  cubique  plane. 
—  M.  Halphen  nous  offre,  dans  ce  Chapitre,  un  résumé  des 
recherches  les  plus  importantes  faites  sur  ces  courbes  à  partir  de 
Clebsch,  recherches  dont  une  large  part  lui  revient  d'ailleurs 
{Mathematische  Annalen,  t.  XV);  il  y  traite  de  la  représentation 
des  cubiques  planes  au  moyen  des  fondions  elliptiques,  de  la 
forme,  en  coordonnées  homogènes,  de  l'intégrale  elliptique  de 
première  espèce,  de  l'expression  elliptique  des  polaires,  de  Tex- 
pression  des  fonctions  elliptiques  par  des  covarianls,  de  la  multi- 
plication de  Targument,  enfin  de  Tapplication  à  la  biquadratiquo 
gauche  de  considérations  analogues  à  celles  qui  servent  à  rélude 
des  cubiques  planes. 

Chaf.  XII  :  Equation  de  Lamé,  —  L'auteur  commence  par 
introduire  les  coordonnées  elliptiques  d'un  point  de  l'espace.  Un 
tel  point  peut  être  regardé  comme  l'intersection  de  trois  surfaces 
confocales  du  second  degré;  ses  coordonnées  s'expriment,  par  des 
formules  bien  connues,  au  moyen  des  trois  paramètres  qui  défi- 
nissent les  trois  surfaces;  à  chaque  système  de  valeurs  de  ces  para- 
mètres répondent  huit  points;  on  obtient,  au  contraire,  des  for- 
mules univoques,  en  substituant  à  ces  paramètres  des  arguments 
ollipliqucs. 
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Dans  ce  nouveau  système  de  coordonnées,  Téqualion  des  po- 
tentiels, ou  l'équation  d^équilibre  de  la  chaleur,  prend  une  forme 
très  simple.  M.  Halphen  explique  comment  le  problème  de  Lamé, 
relatif  à  Téquilibre  de  la  chaleur  dans  un  ellipsoïde  homogène 
dont  la  surface  est  entretenue  à  une  température  fixe,  mais  va- 
riable d'un  point  à  un  autre,  se  ramène  à  l'intégration  de  Téqua- 

tion 

j'— f /i(/i -+- i)pM  H- B]7  =  o, 

par  des  fonctions  entières  du  degré  n  des  quantités 

V^)a  — Ca         (a  =  ^a,  3); 

pour  qu*il  en  soit  ainsi,  il  faut  que  la  constante  B  soit  racine  d'une 
équation  du  (a/i  -|-  iy«ra«  degré,  laquelle,  d'ailleurs,  se  décompose 
en  plusieurs  autres,  qui  correspondent  à  trois  types  possibles  de 
solutions.  Les  diverses  espèces  de  solutions  (fonctions  de  Lamé) 
sont  étudiées  avec  détail  et  obtenues  de  diverses  façons,  et  Ton 
montre  comment  elles  conduisent  à  la  solution  du  problème  con- 
cernant l'équilibre  des  températures.  Après  une  courte  digression 
relative  à  l'attraction  des  ellipsoïdes,  l'auteur  aborde  l'intégration 
de  l'équation  de  Lamé  dans  le  cas  où  B  est  une  constante  et  dé- 
veloppe la  belle  méthode  que  Ton  doit  à  M.  Hermite.  Il  termine 
en  s' occupant  de  Téquation  de  Riccati,  qui  peut  être  regardée 
comme  un  cas  dégénéré  de  l'équation  de  Lamé;  il  en  traite  d'abord 
à  ce  point  de  vue,  puis  directement. 

Chai».  XIII  :  Equations  différentielles  linéaires,  —  Les  re- 
cherches de  M.  Ilermite  sur  l'équation  de  Lamé  ont  été  le  point 
de  départ  de  travaux  très  importants  sur  les  équations  différen- 
tielles linéaires  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  elliptiques 
et  qui,  pour  ce  qui  est  des  points  critiques,  rentrent  dans  le  type 
simple  sur  lequel  M.  Fuchs  a  appelé  l'attention.  M.  Picard  a  con- 
sidéré celles  de  ces  équations  dont  l'intégrale  générale  est  uni- 
forme, ce  que  les  méthodes  de  M.  Fuchs  permettent  de  reconnaître 
aisément.  Une  telle  équation  admet  toujours  au  moins  une  inté- 
grale doublement  périodique  de  seconde  espèce,  et  l'intégrale 
générale  est  un  polynôme  entier  en  u  et  Cm  à  coefficients  double- 
ment périodiques  de  seconde  espèce.  M.  Halphen,  dans  son  Mé- 
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moire  sur  la  réduction  des  équations  différentielles  aux  formes 
intégi*ables('),  a  étudié  la  répartition  de  ces  intégrales  en  groupes 
et,  d^autre  part,  a  considéré  les  équations  linéaires  à  coefficients 
doublement  périodiques  dont  les  intégrales  ont  des  rapports  uni- 
formes, ce  que  l'on  sait  encore  reconnaître.  A  la  vérité,  ces  équa- 
tions, par  un  changement  convenable  des  variables,  se  ramènent  à 
celles  de  M.  Picard;  mais  il  est  préférable  de  les  traiter  directe- 
ment. L'étude  de  ces  diverses  classes  d'équations  est  reprise  ici 
avec  détails.  Des  exemples  intéressants,  empruntés  en  partie  au 
Mémoire  de  l'auteur  que  l'on  vient  de  rappeler,  éclaircissent  la 
théorie. 

Chap.  XIV  :  Fractions  continues  et  intégrales  pseudo-ellip- 
tiques, —  Le  beau  Chapitre  qui  termine  le  Volume  est  consacré 
à  l'une  des  plus  curieuses  et  des  plus  importantes  questions  de 
la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  Dans  une  courte  Note  sur  une 
nouvelle  application  de  V analyse  des  fonctions  elliptiques  (-), 
Jacobi  a  montré  comment  la  question  du  développement  en  frac- 
tion continue  de  la  racine  carrée  d'un  polynôme  du  quatrième 
degré  se  reliait  à  la  multiplication  de  l'argument  dans  les  fonctions 
elliptiques  et  donne  l'expression  simple,  au  moyen  de  ces  fonc- 
tions, d'un  quotient  complet  quelconque.  D'autre  part,  dans  son 
célèbre  Mémoire  Sur  l'intégration  de  la  formule  différentielle 

^  dor 

L__-  ...  ('),    Abel  avait  montré  comment,  en   supposant   que   R 

est  un  polynôme  entier  en  x,  la  recherche  du  cas  où  l'on  pouvait 
trouver  pour  p  une  fonction  entière  telle  que  l'on  eût 


/ 


en  désignant  par  >*  une  fonction   rationnelle  de  Xj  dépend  de  la 

périodicité  de  la  fraction  continue  qui  représente  yfK,  et  il  en  a 
déduit,  dans  le  cas  où  R  est  du  quatrième  degré,  des  moyens  de 


(  ')  Recueil  des  Savants  et  rangers,  t.  XXV  lïî. 
{*)   U'erke.  t.  I,  p.  33o. 
\*)  Œuvres,  \.  î.  p.  iO|. 
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former  des  intégrales  pseudo-elliptiques.  M.  Halphen  reprend  la 
question  en  Télargissant  quelque  peu.  Au  lieu  du  développement 

de  ^X,  il  traite,  en  effet,  du  développement  en  fraction  con- 
tinue de 

x—y 

X  et  Y  étant  le  même  poljnôme  du  quatrième  degré,  Tun  avec  la 
variable  x^  l'autre  avec  la  variable  y^  et  parvient  à  l'expression 
elliptique  des  divers  éléments  de  la  fraction  continue.  De  plus,  il 
arrive,  sur  la  convergence  de  cette  fraction,  à  des  résultats  très 
nets  et  très  curieux.  Cette  difficile  question  n'avait  pas  été  abor- 
dée avant  M.  Halphen.  Il  traite  en  dernier  lieu  des  intégrales 
pseudo-elliptiques  :  il  montre  comment,  en  se  restreignant  au  cas 
où  R  est  un  polynôme  du  quatrième  degré,  le  problème  posé  par 
Abel  peut  être  résolu  en  supposant  seulement  que  p  est  une  fonc- 
tion rationnelle  et  termine  par  quelques  indications  un  peu  dé- 
courageantes sur  la  question  de  savoir  si,  p  et  R  étant  donnés, 

/o  clx 
'—-=-.  est,  ou  non,  pseudo-elliptique.  J.  T. 
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iii-8°;  x-170  p.  Turin,  Bocca  frères;  1888. 

M.  Peano,  en  écrivant  le  petit  Livre  que  nous  annonçons,  a 
voulu  familiariser  le  lecteur  avec  les  procédés  de  raisonnement 
qui,  employés  déjà  en  partie  par  divers  auteurs,  ont  été  systéma- 
tisés et  généralisés  par  Grassmann;  il  caractérise  exactement  ces 
procédés,  en  les  désignant  comme  des  opérations  analogues  à  celles 
de  TAIgèbre,  effectuées  sur  les  êtres  géométriques  eux-mêmes,  et 
non  pas  sur  des  nombres  qui  déterminent  ces  êtres;  son  exposi- 
tion, nouvelle  sur  beaucoup  de  points,  est  claire  et  facile  ;  M.  Peano, 
comme  il  convenait  dans  un  Livre  de  ce  genre,  a  renoncé  aux  con- 
cepts trop  généraux  et  trop  abstraits,  et  le  lecteur  qui  voudra  bien 
commencer  par  Ir  (  omnienccment  le  suivra  sans  peine.  Les  six 
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premiers  Chapitres  coDlieonent,  à  propremenl  parler,  les  élémenls 
du  calcul  géométrique,  à  savoir  la  déCnition  des  formations 
géométriques  des  quatre  espèces,  c'est-à-dire  des  ensembles  de 
points,  de  segments,  de  triangles,  ou  de  tétraèdres,  respectivement 
aflectés  de  coefTicients  numériques,  la  réduction  de  ces  formations 
géométriques,  ce  qui,  pour  les  deux  premières  espèces,  comprend 
le  calcul  barycenlrique  et  la  réduction  d'un  système  de  forces,  la 
théorie  des  opérations  effectuées  sur  les  formations  géométriques, 
en  particulier,  la  théorie  de  la  projection  et  de  Tintersection. 

Le  Chapitre  VII  concerne  les  propriétés  infinitésimales  des  for- 
mations géométriques;  le  Chapitre  VIII  et  dernier  traite  des 
systèmes  linéaires.  Enfin  une  intéressante  Introduction,  d'une 
vingtaine  de  pages,  se  rapporte  aux  opérations  de  la  logique  dé- 
ductive.  J.  T. 


MELANGES. 


EXTRAIT  DUNE  LETTRE  ADRESSÉE  A  M.  HERMITE; 

Par  m.  PTASZVCKI, 
Prival-Docenl  à  l'iniversilé  de  Saint-Pétersbourg. 


!.   Désignons  par  \  R  le  radical 


<ï,,  f7, <7>  élan!  des  nombres  difTérents.  /?i,  /?,,  n^,  . .  .,  n\  des 

nomhn^s entiers  positifs,  tels  que  leur  plus  grand  commun  diviseur 
est  1   el  /*/<C  m\  désignons  eneore  par 

Fx.  TR 

une  fonelion  rationnelle  de  x  el  de  \  R.  Cela  posé,  on  demande 
quel  doit  èlre  le  radieal  \  R,  pour  que  l'intégrale 

/  F  X.  "^lî  'e/x. 
pour  toules   les   Xv^lonr^  d«"   F.    -'«^it   exprimable  sous  forme   (inie 
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( c^esl-à-dire  en  indiquant  sur  la  variable  un  nombre  limité  d^opé- 
ratîons  algébriques  et  logarithmiques).  On  a  le  théorème  suivant  : 

Pour  que  V intégrale 

pour  chaque  valeur  de  la  fonction  rationnelle  F,  soit  expri- 
mable sous  forme  finie,  il  faut  et  il  suffit  que  le  radical 'y K 
ait  Vu  ne  des  deux  formes 

2.  On  s'assure  aisément  que  les  conditions  indiquées  sont  suffi- 
santes. En  effet,  à  l'aide  de  la  substitution  x  —  ai  =  w'",  dans  le 

cas  de  v/'R=  ^{-^  —  ai)"i,  et  àl'aide  de  la  substitution —^^^ — -  =  z'"^ 

X  —  Clf 

dans  le  cas  de  "\/R  =  '\/{x  —  ai)"«(x  —  «a)"'"""'»  on  ramène  la  dif- 
férentielle F(j:,  "^K)  dx 'd  la  forme  rationnelle. 

3.  Pour  démontrer  que  nos  conditions  sont  nécessaires,  il  suffit 
d'indiquer  les  intégrales,  de  forme  /F(  x,  "v/R)  rfj:,  qui  ne  s'ex- 
priment pas  sous  forme  finie,  toutes  les  fois  que  le  radical   v'^l^ïi^^'t 

ni  de  la  forme  ^{x — ^/|)"«,  ni  de  la  forme  '\/{x  — ai)"t(j:  —  «a)'"""'- 
Je  vais  démontrer   ici   Timpossibilité  sous  forme  finie  de  ces 
trois  intégrales 

(A)  /•-_  _-_,..__i^,:.^- -.  , 

où  /i|  +  /I2-+--  ••4-  f^l^  f^^'^ 

r x^-^dx 

J   'Vïx  —  a\Yx (x—~a\ )«i77. ( X ^âi)"\ ' 

où  ^ I  H-  /ia  -f- . . . 4-  /î).  =  m,  a  >►  a  ; 

J     )/{x  —  «1  )«.  (.r  —  «2  )«i.  .  .(ar  —  rtx  >"> 
où  W|  -h  /'j-r- .  .4-  /^>  '<  ffl*  /.^  ?.. 
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4.  La  démonstration  de  rimpossibilitë  des  intégrales  (A),  (B), 
(C)  sous  forme  finie  repose  tout  entière  sur  le  théorème  connu 
d'Abel  concernant  l'intégration  finie.  D'après  ce  théorème,  si  Tin- 

/P  dx 
— — =  (P,  Q  étant  des  polynômes  entiers  en  ^r)  est  ex- 
primable sous  forme  finie,  on  pourra  lui  donner  la  forme 


X 


y7r 


..-h  SA  iog[o(';yK)9»(a';^)<p«K«*7H). ..<?*-'-'(«'«-» 'v^)], 


X,  Y  étant  des  polynômes  entiers,  A  une  constante,  a  une  racine 
primitive  de  l'équation  x"^ — i  =  o,  '^(a''vlï)  une  fonction  ra- 
tionnelle de  X  et  de  a'  y^R. 

C'est  l'expression  de  cette  forme  que  M.  Tchebjcheff  a  prise 
pour  point  de  départ  dans  ses  recherches  sur  l'intégration  des 
différentielles  irrationnelles  {Journal  de  Liomille,  t.  XVIII). 

Je  me  propose  de  démontrer  succinctement  quelques  propriétés 
de  cette  expression,  qui  me  seront  indispensables. 

5.  La  dérivée  de  la  fonction 

X 


Y  7k 

se  réduit  à 

L 

M  Vu' 

L,  M  étant  des  polynômes  entiers.  Nous  supposerons  les  fractions 
^ ,  ~  irréductibles. 

Soit  (.r  —  cii)  un  facteur  du  polynôme 

K  —  {x  —  a^Yy{x  —  ai)"2.  .,{x  —  ax)«^, 

et  Pi  l'exposant  de  x  —  <7/  dans  le  premier  terme  du  développe- 

ment  de  y  suivant  les  puissances  croissantes  de  ce  binôme,  il  est 

X 

clair  que   le  premier  ternK^  du   développement  de     ^^        sera   en 

Y  \/R 

Pi ■  .  L 

(x  —  Oi)      "\  et  le  premier  terme  du  développement  de  — J_:  sera 
en   (.r  —  oi)      '"      ;  par  conséquent,  le   premier  terme  du  déve- 
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ioppement  de  ^  >*-ra  f n  -x  —  ci, ■'  "•.  Soit,  en  stvoiid  lieu,  t-r  —  /*- 

un  fadeur,  premier  avec  R.  du  |H>lvnôme  ^,  et  y  Fexposunt  a\ec 
lequel  ce  fadeur  se  trouve  dans  Y:  il  e>l  clair  que  ce  fadeur  >e 
trouvera  dans  le  polvnôme  M  avec  l'exposant  ^  -f-  i  • 

Il  résulte  de  ces  remarques  que  si  le  jH>lvniVme  M  n'a  ni  fac- 
teurs multiples,  ni  facteurs  appartenant  à  K.  alors  Y  est  «'gai  à 
une  constante,  et  le  poh-nôme  X  est  dixisible  par  tous  les  a  fac- 
teurs {X  —  fli),  \x  —  rtj  t.  ...,  yx  —  ir,*:  donc,  dans   ce  cas.  le 

degré  de  la  fonction     ^^  _  n'est  pas  inférieur  au  nombre 

Y  I  R 

/Il  —  #!♦  — ... —  n\ 
A = -' 


ni 


Remarquons  encore  que  ce  nombre  suq>asse  zéro,  car  ~  <^  i 
0.  La  dérivée  de  la  fonction 

se  réduit  à 


I\,  Q0  étant  des  polvnùmes  entiers.  Pour  rexaminer,  je  présen- 
terai la  fonction  logW  sous  une  autre  forme. 

Soit  |JL  le   degré  de    l'équation  irréductible,  à  coeÉlicients  ra- 
tîonnelSf  dont  x  est  racine;  on  auni 

c  désignant  des  nombres  entiers  rationnels;  à  l'aide  de  celle  for- 
mule, nous  trouverons 

•i/(  v^R  )  étant  des  fonctions  ralioiinelles  de  x  et  de    (  U.  On  a 
donc 

7.   Proposons-nous  deIrouMT  le  premier  lerine  dans  le  dévolop- 
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p 

li^m^nt  d^  .    J-  î-ui%aDl  le*  puissances  décroissanles  de  x.  Dési- 

OT«>o5  par  «--*  l>^p>«ant  de  x  dans  le  premier  terme  du  dévelop- 
pement de  i,'  %  R   :  alor*.  on  |ieul  dire  que  le  terme  cherché  sera 


«>a 


P* 


en  cooctut  que  le  «le^  de  — ^-=  n'est  pas  supérieur  à  —  i . 


8^   St  <yt  de:rre  est  tnférîear  à  —  i .  alors  on  a 

X'^  =  o. 

cest-j-dir»?. 

«  *  =  *  *  — =  «'  ji-i  =  o. 

P 
Il  en  n»itlte  que,  si  le  de^ré  de  — ^^  est  inférieur  à  —  i ,  toutes 

les  foactîoas  i.'  %R  lestenl  finies  pour  x  =  oo;  et  celte  pro- 
priété itira  liea  p*>«r  looles  les  m  significations  du  radical  "s/Vk^ 
cir  la  denifière  ffc*>ftlite  do  n'  6  entraîne  encore  la  suivante   : 

^     FV;o:soîLS-^»:u>   !nA.Eitenant   de   trouver   le    premier   terme 

.    ,        Fi           dUzW      .  . 

.:tr^  >;    t'.*^  •  •;ccvair':i:  *:-'  — -^7-=  =  — ^ suivant  les  puissances 

^r>:»^:^\:^  i  ^i  Ci^  ■-'A'tr  •:ju»:lconque  x  —  b.  Désignons  par  s\\  Tcx- 
ix.^v.:  i-:  c-.:  icv^oi';-  ims  le  prvmier  terme  du  développement  de 
\  K    .  1  .NT^  :*-  v« :-:t  iirv  vjue  le  terme  cherché  sera 

X-  •*'  »  —  *'•>  31  —  »»  •  x'  — ...  —  *»'{!-!  al'-'"' 

P 

l^tt  ."  c\-*c*,/,    ^ut.  il-:-  i  Impression — ;|^*  le  polynôme  Q^ 


:"iv'. ;   r>  vV.viItîpUs.  ni  facteurs  apparlenanl  à  R. 


10    S^  ^  l'V-  '.-    :  —   ■  " -:>:  pa<  dixiseur  de  Qo,  on  a 
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c'est-à-dire, 

H  en  résulte  que,  si  le  binôme  x  —  b  n'est  pas  diviseur  de  Qo, 

toutes  les  fonctions  t{^,(  v^)  restent  finies  pour  x=.b]  et  cette 

propriété  aura  lieu  pour  toutes  les  m  significations  de  \/R  :  c'est 
ce  qu'on  vérifie  en  remarquant  que  la  dernière  égalité  du  n®  6  en- 
traîne toujours  la  dernière  du  n"  8. 

H.  Maintenant  il  est  aisé  de  reconnaître  que  la  fonction        ° 


ne  peut  être  d'un  degré  inférieur  à  —  i  en  même  temps  que  Qo=  i  • 
En  effet,  en  vertu  des  propositions  des  n®'  8,  10,  on  voit  que 
le  contraire  aurait  lieu  seulement  dans  le  cas  où  toutes  les  fonc- 
tions tj^i(  ylvî  pour  toutes  les  m  significations  de  v^R,  resteraient 
finies  pour  chaque  valeur,  finie  et  infinie,  de  x.  Or  cela  est  impos- 
sible ;  en  effet,  des  pareilles  fonctions  ^j;/!  VR)  se  réduiraient  à  des 
constantes,  comme  on  le  prouve  dans  la  théorie  des  fonctions. 
Ceci,  du  reste,  se  démontre  facilement,  en  remarquant  que,  si 
l'on  pose 

on  a 

12.   Examinons  enfin  la  fonction 
SA  logW  =  SA  log[cp(  Vr)  o«(a7R)  o**(a«7R). . .  cp«'"-'(a'«-i 7r)], 

qui  figure  dans  l'expression  du  n"  4.  Nous  supposons,  ce  qui  est 
permis,  que  l'on  a  réduit  au  moindre  nombre  possible  les  loga- 
rithmes contenus  dans  la  somme  SAlogW. 
On  trouve 

ri  P  l> 


le  degré  de  — y^^  ne  surpasse  pas  —  1 ,  et  le  polynôme  Qi  n'a  ni 
Q,  V  H 

facteurs  luulliplcs,  ni   facteurs  appartenant  à  R. 
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P 
Il  est  facile  de  voir  que  la  fonction  — ,]—  ne  pcul  être  d'un  degré 

Qi  V  *^ 

inférieur  à  —  i  en  même  temps  que  Q,  =  i . 

En  effet,  le  contraire  aurait  lieu  seulement  dans  Tun  de  ces  deux 

P 
cas  :  i"  chacune  des  fonctions  — ^—l  est  d'un  decré  inférieur  à 

Qo  7h  ^ 

—  I  en  même  temps  que  Qo=  *  î  2"  les  coefficients  A  de  la  somme 
SAlogW  sont  liés  par  les  relations  de  la  forme  SAdô  =  o,  OTi  dé- 
signant des  nombres  complexes  définis  dans  les  n®'  7,  9.  Nous 
avons  déjà  prouvé  que  la  première  supposition  est  impossible;  la 
seconde  doit  être  de  même  considérée  comme  inadmissible.  En 
effet,  la  relation  SA;)Î>  =  o  permettrait  de  diminuer  d'une  unité  le 
nombre  de  termes  entrant  dans  la  somme  SAlogW;  ce  qui  est 
contraire  à  l'hypothèse  posée  au  commencement  de  ce  numéro. 
Les  propositions  contenues  dans  les  n°"  7,  9  sont  établies  par 
M.  Tchebycheff  dans  le  Mémoire  cité  plus  haut;  on  y  trouve  aussi 
la  démonstration  des  propositions  des  n"*  8,  10,  H,  12  pour  le  cas 
de  m  premier  (  '). 

13.  En  s'appuyant  sur  les  propositions  des  n"*  o-12,  il  est  aisé 
de  reconnaître  que  les  intégrales  (x\),  (B),  (C)  du  n*^  3  ne  s'ex- 
priment pas  sous  forme  finie,  c'est-à-dire  que  Féqualion 

P  d.r  X 


/ 


//'/■r  ■»'  '"/rr  ^ 


Vu      Y  7h 


--T-SAlosW 


(')  A  l'occasion  de  la  proposition  ([ui  csl  ilt'inonlrcc  dans  le  n"  11,  pour  ni 
quelconque,  je  crois  ulilc  de  faire  la  remarque  suivanlc. 

Dans  son  Mémoire  cilé  plus  haut,  M.  Tchcbychefl"  a  établi  des  théorèmes  d'une 
grande  importance,  pour  Tintégralion  sous  forme  finie.  Sans  cnumérer  les  appli- 
«•ations  qui  s'en  déduisent,  je  rappellerai  cependant  que  c'est  en  s'appuyant  sur 
ces  théorèmes  que  l'illustre  géomètre  a  démontré  que  les  cas  connus  de  l'inté- 
grabilité  des  diflcrentielles  binômes 


/{ 


j7/'{  a  H-  bx'f  y"  dx,        (y>,  </,  «,  m  étant  des  nombres  entiers  ) 

sont  les  seuls  où   l'intégration  est  possible   par  des  signes  algébriques   et  loga- 
rithmiques, en  nombre  fini. 

Je  remarquerai  ici  que  la  démonstration  donnée  par  M.  TchebychclT  à  ses 
théorèmes  doit  être  C()m[)létée  sur  un  point  {voir  §  VI  du  Mémoire  cité),  et 
c'est  à  l'aide  de  la  proposition  du  n"  11  qu'on  peut  y  a[)porter  le  complément 
suffisant. 
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/P  dx 
—=r- par  les  Intégrales  (A), 

En  nous  servant  de  la  notation  adoptée  dans  le  numéro  précé- 
dent, nous  donnerons  à  cette  équation  la  forme  suivante  : 


P    __     P,      ^  d^  /     X    \ 

7r     Qi7r""^\y7r/ 


En  Pexaminant,  nous  remarquons   d'abord   que   son   premier 
membre  représente  une  fonction  — ^^j  où  M  est  un  polynôme 

qui  n'a  ni  des  facteurs  multiples,  ni  des  facteurs  appartenant  à  R; 
il  en  résulte  que  le  second  membre  doit  être  égal  ou  à  zéro,  ou 
(n®  5)  à  une  fonction  dont  le  degré  n'est  pas  inférieur  à 

.       /Il -4- 71» -4-... -4- /ix 

A  — ~  ■  ■"""  I  • 

m. 

Discutons  séparément  ces  suppositions  à  l'égard  de  chacune  de 
nos  trois  intégrales. 

14.  Prenons,  en  premier  lieu,  l'intégrale  (A);  alors  la  seconde 
équation  du  n**  13  s'écrit 

i  Pi 


7R       Qi'^/R 
on  a  ici 


R  =  (j?  —  ai)'»i(j?  — aj)''i. .  .(a?  —  «x)**^        et       /i|-+- /ij-h. .  .4- nx  >  m. 
On  voit  que  le  premier  terme  dans  cette  équation  est  du  degré 
/Il     /ij     . . . X  ^  —  j .  |g  degré  du  second  terme  est  ^  —  i  ;  il 


m 


s'ensuit  que  la  supposition  que  le  degré  du  troisième  terme  n'est 
pas  inférieur  au  nombre  \ î ? — '-^ —  i  doit  être  re- 
jetée, car  ce  nombre  est  > — i;  de  même,  ce  terme  ne  peut  être 

égal  à  zéro.  En  efiet,  dans  le  cas  contraire,  on  tomberait  sur  l'équa- 

I  P 

tion  — r  =  — ;^)  qui  est  impossible  (n**  12),  car  elle  suppose  le 

deerré  de  — -^rr^  éeal  à ^ ^ — -^ <  —  i  en  même  temps 

»  Q,7k    ^  m  ^  ^ 

que  Q,  =  I. 

Prenons,  en  second  lieu,  l'intégrale  (B);  alors  la  seconde  équa- 

BuU.  des  Sciences  mathém.,  a*  série,  t.  Xlï.  (Novembre  1888.)  12 
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lion  du  n**  13  s'écrit 


î_*  _      1*1      _  _^  /     X     \ 


on  a  ICI 

et 

/ii-h /ij-H. .  .-h /iX=  m,         X  >  2. 

On  voit  que  le  degré  du  premier  terme  de  celte  équation  est 
\  —  2  —  — LJlL!_! ^  ;>  —  I  ;  le  degré  du   second  terme  est 

< —  i;  il  en  résulte  que  le  troisième  terme  ne  peut  être  égala  zéro; 
la  supposition  que  le  degré  de  ce  terme  n'est  pas  inférieur  au 

nombre  \ ^ — '-^ —  i  doit  être  reietée  aussi.  En  effet, 

ce  nombre  surpasse  le  degré  du  premier  terme,  et  celui  du  second. 
Prenons  enfin  l'intégrale  (C);    alors  la  seconde    équation   du 
n*»  13  s'écrit 


7h      Qi'ï^î 
on  a  ici 

H  =  (a:  —  ai)''i(.r  —  aj)"». .  .(j?  —  ax)"^ 
et 

/ii-4- /ij-i-.  .-i-/ix<  m,        X^a. 

On  voit  que  le  degré    du   premier  terme  dans   Téquation   est 
A —  i >> — i;   le   (icgre   du  second  terme  est 


m 


^ — i;  il  en  résulte  que  le  troisième  terme  ne  peut  être  égal  ni  à 
zéro,  ni  à  une  fonction  dont  le  degré  n'est  pas  inférieur  à 

.         /li-f- /ïjH-. . .-+- /IX 


m 


—  i. 


Ainsi  Ton  a  complètement  démontré  la  proposition  du  n°  3,  et 
en  même  temps  le  théorème  énoncé  dans  le  n°  1. 


TABLEAU  DES  DÉRIVATIONS  GRISTALLOGRAPHIQUES 
DANS  LE  PREMIER  SYSTÈME  ; 


Par  m.  E.  CKSARO. 


Nous   croyons  répondre  à  un  besoin  de  renseignement  de  la 
Cristallographie  en  coordonnant  dans  un  tableau  les  dérivations 
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mutuelles  des  formes  crislallînes  simples  du  premier  système.  On 
sait  que  les  auteurs  français  considèrent  le  cube  comme  forme 
fondamentale,  tandis  que  les  auteurs  allemands  font  jouer  ce  rôle 
à  V octaèdre.  Notre  Tableau,  renfermant  toutes  les  dérivations 
possibles,  contient  aussi  les  deux  systèmes  de  dérivation  que  nous 
venons  de  rappeler;  mais  il  met  en  évidence  deux  faits  remar- 
quables :  i**  la  corrélation  parfaite  existant  entre  les  deux  systèmes 
de  dérivation  ;  2^  la  dépendance  mutuelle  des  opérations  cristallo- 
graphiques.  Chaque  opération  a  été  représentée  par  une  flèche, 
allant  de  la  forme  primitive  à  la   forme  dérivée.  La  flèche  est 


Fig.  I 


Iropésoêdre 


Trapézododccacdre 


OcCacdre 


Ociofrièdrc 


Tctraèdpc  < 


>  Té(raédre 


Téimlriédrc 


tHnàiytàrm 


Dodécalélraédre 


Téirahcxaèdre 


accompagnée  d'une   lettre,  indiquant  la  nature  de  l'opération  à 
effectuer.  Voici  la  signification  des  diflerentes  lettres  : 

/,  troncature  des  sommets; 

a,  troncature  des  arêtes; 

fe,  pointement  direct  (c'est-à-dire  reposant  sur  les  faces'»: 

Cy  pointement  double*; 

p^  biseautement  ; 

q^  pointement  indirect  (c'esl-à-dire  reposant  sur  le>  arêtes;. 

Si  Ton  convient  de  représenter  la  succession  dedcux  opéralious 
comme  étant  \c produit  (non  commutable)  de  ces  opéralion^,  on 
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on 
cl 


:  -.        :f'     .      r      .    .U     prCIld 

'  ....  -fr^;     •  ;    rr  tronca- 

i    ■il    ii«.::^2:-nt  tlircci 
|:  .      .      -    j  •..,».-     .  1  i.-.inlcnient 

■i     .    ?:::.?  .^ulenieul  : 

-    i'":  ;.^*.  suivie  d'un 

-  ■»:   ir.jlnjTuc  pour  le 

:-.  •n.f    fondamentales 

.    :  -  r  ■-.  'îroit  et  U'turhe^ 

:  :.i're  sonuiiet*    i! '.'?r- 

,}  ■    'crifsenir'es  '  ::   :7a ils 


I  ' . 


f 


Cf 


:-::onl^.  La  c  .  r.r'ruc- 

■     '^'xadiedriqH'^  n'est 

ifS  formes   simples, 

.    .  is  été  observées  sur 

-  =in  système  de  1  ormes 

--.  idoplé  par  les  erislal- 


•  _r^  _£22S2E  i  1.  HERMITE; 


'i^:s  qui  s  occu{.'.  .w    i- 
::•::  en  série   dr-i   :::t;.- 


(  ">•:  ioppcc  en  n  r.  •:  <  -.  r  i- 
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on  a 

pb  pb  pb  pb 

De  ce  ihéorème  on  tire  comme  corollaire  le  théorème  suivant  : 

B.  Si  ?(-p),  ^(-a:),  Mi,  u^^,  . . .  sont  des  fonctions  continues 
dans  rinten^alle  (a,  b)  et  si  o{x)peiU  être  déi'eloppée  en  une 
série  uniformément  convergente  dans  le  même  intervalle 

on  a 


£ 


9{x)^(x)  dx 


a 

b 


JpU                                                              pft                                                                                   p» 
f     Ux^i^x^dx  -\-  I    Ut^(x)dx  -^..  .-h  I    Un^{x)dx  -^ 

On  peut  aussi  commencer  par  établir  ce  théorème  et  ensuite 
en  déduire  le  théorème  (A)  en  posant  ^(j?)  =  i.  Mon  but  est  de 
vous  présenter,  Monsieur,  quelques  remarques  pour  démontrer 
qu'il  est  bien  préférable  d'établir  directement  le  théorème  (B) 
pour  profiter  de  quelques  circonstances  de  sa  démonstration  qui 
restent  cachées  dans  la  démonstration  du  théorème  (A). 

Si  l'on  représente  par  R,,  la  somme 


qui  est  une  fonction  continue  de  x,  ou  peut  écrire 


/ 


^{x^^(x)  dx 
b 


=   /    Ui^{x)dx-\-.,,-\-  I    Un^{x)  dx-^  I     R«4'(^)^^- 

Or  le  développement  de  '^{x)  étant  uniformément  convergent 
dans  l'intervalle  (rt,  6),  on  peut,  quelque  petit  que  soit  s,  déter- 
miner /i,  de  manière  que  |R„|<;  £  pour  n>  n^^  dans  Tintervalle 
considéré.  Nous  avons  donc 


u 


b 

]Xn^{x)dx 
a 
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et,  par  conséquent, 

Donc 

a 

J^b  pb  ph 

\    Ux^{x)dx-^  I    Ut^{x)dx-\-. , ,-+-  I    Un^{x)  dx 

Voici  maintenant  les  remarques  sur  ce  théorème  que  je  me  pro- 
pose de  vous  communiquer  : 

1°  Soient  Mla  plus  grande  valeur  de|R„|  dans  l'intervalle  (a,  6), 
et  L  la  plus  grande  valeur  de  |^(^)|  dans  le  même  intervalle.  La 
démonstration  du  théorème  (A)  fait  voir  que  la  valeur  absolue  de 
l'erreur  commise  quand  on  arrête  au  terme  d'ordre  n  de  la  série 
(2)  est  moindre  que  ML(6  —  a), 

La  démonstration  du  théorème  (B)  donne  cette  même  expres- 
sion de  l'erreur,  en  y  posant  (p(a:)  =  (p(^)A(x)  et  ^j;(a;)  =  i,  et 
encore  la  suivante  : 

M  Ç  \^{x)dx\, 
qui  est  préférable  quand  on  a 


f  \^{x)dx\<L{b  —  a). 


Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  considère  l'intégrale  elliptique 

dx 


i 


a    v/(i~a72}(i-A-3a:«) 

OÙ  o  <  rt  <;  6  <;  I ,  et  si  Ton  calcule  au  moyen  des  11  premiers 
termes  de  la  série 

r^'  dx 

X    y/{i-x^)(i-A-^x^) 
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on  a  les  deux  expressions  de  l'erreur 

JC^      dx 
f    -p=  =  M  [  arc  sin  h  —  arc  sin  a  ], 
a    /i  —  x^ 

OÙ 

_,    ^  1.3. ..(2/1  —  i) ,.    ,.         1 .3. .  .(2/1 -4-1) ,.     ...    .. 

•2.4.  ..2/1  2.4..  .(2/1 -4-2) 


c'esl-à-dîre 


-,   ^1.3. ..(2/1  —  1),.   ,. 

M  <    ^ 1  k^n.  (fin 


2.4- ••^/i  I  —  A:* 6* 


Si  6  =  1,  la  première  expression  de  Terreur  est  inapplicable, 
parce  qu^elle  donne  l'infini  ;  au  contraire,  la  seconde  donne 


M 


/tu  .        \ 

I  -  —  arc  sina  1. 


De  la  même  manière,  si  l'on  considère  l'intégrale 

'^e'dx 


r^é 


où  o  <  a  <  6,  et  si  l'on  calcule  au  moyen  des  n  premiers  termes 

de  la  série 

r^e'dx       ,      b       ,  6«  — a« 

/     =  loc — h  o  —  an h..., 

J        X  "a  1.2.2 

on  trouve,  en  posant  cp(x)=  —1  <J/(a:)  =  i,  l'expression  de  l'er- 
reur 

—  (6  — a) 
a 

et,  en  posant  cp(jr)  =  e^,  ^(^)  =  -  >  l'expression 


M 


/     —  =  M  lofî  - 
J      X  ^a 


Or  nous  avons 


<•; 


b  —  n 
donc  la  seconde  expression  est  préférable  à  la  première. 
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2**  Voici  maintenant  la  seconde  considération  pour  préférer 
l'établissement  direct  du  théorème  (B). 

En  analysant  la  démonstration  du  théorème  (B),  on  voit  qu'il 
est  applicable  quand  la  fonction  ^{x)  devient  infinie  ou  discon- 
tinue dans  un  nombre  limité  de  points  de  Tintervalle  (a,  6),  si 
les  intégrales 

J^%b  pb  pb 

f    \^(^x)\dx,       f    Q{x)^(x)dTy       I    f\f{x)uidxy     ... 

sont  finies  et  déterminées.  Au  contraire  le  théorème  (A)  n'est  pas 
alors  applicable. 

Ainsi,  par  exemple,  au  moyen  du  théorème  (A),  on  ne  peut  pas 
trouver  le  développement  de  l'intégrale 


/ 

«/a 


dx 


V^(i  — a7«)(i  — A«a7«)' 


au  contraire,  on  peut  l'obtenir  au  moyen  du  théorème  (B),  parce 
que  les  intégrales 


/dx  /•* dx^ /*'  xf^ù 


*  a?'"  dx 


sont  finies  et  déterminées. 

3**  Le  théorème  (A)  n'est  pas  applicable  quand  les  limites  a  et 
b  sont  infinies.  Au  contraire,  le  théorème  (B)  est  applicable,  si  les 
intégrales 

/^  nb  pb 

^{x)dXj       I    tf{x)^(x)dxj      I    ^(x)UidXy     ... 

sont  alors  finies  et  déterminées. 

Porto,  le  23  octobre  i888. 
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P.  OR  LAFITTE.  —  Essai  d'une  Théorie  rationnelle  des  Sociétés  de  se- 
cours MiTiELS.  I  vol.  in-H**,  xvi-i58  pages.  Paris,  Gaiilhicr-Villars  et  Fils, 
1888. 

Les  Sociétés  de  secours  mutuels  ont  pour  but  essentiel  :  de 
procurer  les  soins  du  médecin  et  les  médicaments  à  leurs  mem- 
bres participants  malades  ;  de  leur  payer  une  indemnité  journalière 
pendant  la  durée  de  leurs  maladies  ;  de  leur  faire  obtenir  une 
petite  pension  viagère  quand  ils  ont  un  âge  convenu;  de  leur  as- 
surer une  sépulture  convenable.  Elles  leur  accordent  encore  des 
secours  divers,  lorsqu'elles  ont  des  ressources  extra-sociales  suf- 
fisantes (cotisations  des  membres  honoraires,  dons,  legs,  subven- 
tions, etc.). 

Les  participants  payent  une  cotisation  mensuelle,  le  plus  sou- 
vent la  même  à  tout  âge.  Les  secours  promis  par  la  Société  et  la 
cotisation  des  participants  sont  déterminés  par  les  Statuts. 

Si  Ton  veut  qu'une  Société  puisse  faire  honneur  à  ses  engage- 
ments, il  faut  d'abord  que  la  cotisation  soit  proportionnée  aux 
secours  promis;  mais  cela  ne  suffit  point,  et  il  est  facile  de  s'en 
rendre  compte  :  la  pension  viagère  n'est  accordée  qu'après  que  la 
cotisation  a  été  payée  pendant  de  nombreuses  années,  et  il  faut 
savoir,  pendant  ce  temps,  prélever  sur  cette  cotisation,  mettre  en 
réserve  et  capitaliser  une  prime  annuelle  suffisante  pour  réaliser 
en  temps  utile  la  somme  que  coûtera  la  pension  du  vieillard.  D'un 
autre  côté,  pendant  la  jeunesse  et  Tage  mûr  des  sociétaires,  les 
maladies  ne  sont  pas  fréquentes,  les  décès  sont  peu  nombreux,  et 
il  faut,  comme  pour  les  retraites,  réaliser,  mettre  en  réserve  et 
capitaliser  de  petites  économies  annuelles  pendant  que  les  parti- 
cipants sont  jeunes,  pour  subvenir  à  des  dépenses  qui  deviendront 
plus  lourdes  aux  âges  avancés. 

Il  ne  suffit  donc  pas  qu'une  Société  de  secours  mutuels  tienne 
un  compte  exact  des  recettes  et  des  dépenses  de  chaque  exercice  : 
il  faut  qu'elle  sache  évaluer  exactement  ses  charges,  non  seule- 
ment dans  le  présent,  mais  encore  et  surtout  dans  l'avenir,  il  faut 
que  tous  les  ans  elle  établisse  un  ikvkntairk  de  lin  d^annéequi  lui 
Bull,  des  Sciences  mathéni.,  2*  scric,  l.  \ll.  (Décembre  i8biS. )  a3 


278  PHEMIÈRK  PARTIE. 

apprenne  si  ses  difFércnles  réserves,  accrues  du  produit  des  coti- 
salions,  ont  plus  ou  moins  qu'il  ne  faut  pour  faire  face  aux  besoins 
prévus  des  années  suivantes,  comme  à  ceux,  des  échéances  éloi- 
gnées. Pour  n'avoir  pas  compris  la  nécessité  de  ces  inventaires, 
dont  pas  une  Compagnie  d'assurances  n'oserait  s'affrancliir,  ou 
pour  n'avoir  pas  su  les  faire,  des  Sociétés  de  secours  mutuels  en 
sont  venues  à  ne  pouvoir  plus  remplir  leurs  engagements,  à  se 
dissoudre,  et  nombre  de  celles  qui  existent  aujourd'hui  paraissent 
dans  une  situation  difficile  qui  pourrait  faire  craindre  la  même 
fin. 

C'est  à  prévenir  ces  faillites  morales,  très  dangereuses  pour  la 
Mutualité  elle-même,  que  l'Auteur  a  employé  tous  ses  efforts. 

M.  de  Lafitte  prend  pour  base  de  la  théorie  les  mises  indivi- 
duelles des  sociétaires  dans  \e  fonds  commun,  La  mise  est,  en  tout 
temps,  le  produit  des  économies  réalisées  sur  les  cotisations  du 
participant.  Un  Chapitre  est  consacré  au  calcul  des  mises;  on  sup- 
pose d'abord  que  tous  les  sociétaires  sont  admis  quand  ils  ont 
i6  ans,  pour  passer  ensuite  en  quelques  lignes  au  cas  général, 
celui  où  les  membres  sont  admis  à  des  âges  divers. 

Cette  diversité  des  âges  d'entrée  est  pour  les  Sociétés  de  secours 
mutuels  la  bource  de  difficultés  très  grandes  :  si  l'on  n'admet  que 
les  jeunes  gens,  le  recrutement  devient  difficile;  si  l'on  accepte 
des  candidats  âgés  de  35  ou  de  /\o  ans,  comme  les  membres  admis  à 
16  ans  ont  déjà  une  mise  élevée  à  ces  mêmes  âges,  il  faut  exiger 
du  nouveau  venu  une  mise  égale,  que  le  plus  souvent  il  ne  pour- 
rait pas  verser.  Les  différents  systèmes  propres  à  concilier  tous  les 
intérêts  en  présence  :  droits  d'entrée,  retraites  proportion- 
nelles, COTISATIONS  proportionnelles,  sout  étudiés  d'uuc  manière 
approfondie  et  soumis  à  des  règles  précises. 

Les  cinquante  premières  pages  renferment  de  nombreuses 
Tables,  dont  la  construction  et  l'usage  sont  expliqués  avec  le  plus 
grand  soin;  et,  sans  exiger  du  lecteur  d'autres  connaissances  préa- 
lables que  celles  des  premières  règles  de  TArithmétique,  telles 
qu'on  les  enseigne  à  l'Ecole  primaire  aux  enfants  de  10  à  i3  ans, 
ces  Tables  permettent  d'établir  avec  exactitude  et  très  rapidement 
l'inventaire  de  toute  Société  dont  les  livres  sont  bien  tenus. 

Après  cette  question  vitale  des  inventaires,  celle  des  pensions 
de  retraite  est  particulièremenl  importante,  parce  que  le  service 
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èe  CCS  pensions  exige  des  réserves  plus  considérables  que  celles  des 
deui  autres  assurances  réunies.  Deux  systèmes  sont  en  présence  : 
dans  l'un,  les  capitaux  consacrés  aux  pensions  sont  versés,  pour 
la  majeure  partie,  à  un  fonds  de  retraites  collectif  où  ils  sont  im- 
nobîlisés;  les  fonds  de  retraites  sont  gérés  par  la  Caisse  des  Dé- 
piU  et  Consignations  ;  dans  l'autre  système,  que  la  législation 
\     eiîstanle  n'a  pas  prévu,  les  économies  réalisées  sur  les  cotisations 
et  sur  des  ressources  extra-sociales  seraient  réparties  annuellement 
entre  les  participants,  et  inscrites  à  leurs  noms  sur  des  livrets 
nroiviDUELs  de  la  Caisse  nationale  des  Retraites,  Trois  Chapi- 
tres sont  consacrés    à  cette  question,  qui  revient  à  son  heure, 
puisque  le  Projet  de  loi  sur  les    Sociétés   de   secours    mutuels 
arriyera   prochainement   en   discussion    à  la    Chambre   des   Dé- 
potés. 

Le  nombre  des  retraités  que  doit  prévoir  une  Société  de  secours 
motoels;  l'augmentation  des  cotisations,  opération  fréquente  et 
très  délicate  si  l'on  veut  ne  léser  aucun  intérêt  légitime;  la  mission 
elle  domaine  propre  de  la  Société  de  secours  mutuels,  et  ce  qui 
la  distingue  essentiellement  de  toutes  les  (Compagnies  d'assurance 
oonnues;  l'emploi  et  Tadministratiou  des  ressources  extra-sociales, 
et  eofia  l'application  pratique  de  la  théorie  à  deux  Sociétés 
cndstantes,  telles  sont,  avec  les  précédentes,  les  principales  ques- 
tions étudiées  dans  le  remarquable  et  consciencieux  Ouvrage  de 
M.  de  Lafitle. 

Une  Table  des  matières  très  développée  rend  les  recherches 
faciles  et  rapides.  Voici  les  titres  des  (Chapitres  : 

Chap.  I.  —  Préliminaires.  —  Le«î  misks  (G  paj;cs); 

CuAP.  II.  —  Calcul  (les  misks  (iG  paj^ces,  8  Tables); 

Chap.  III.  —  Droits  d'entrée,  retraites  proportionnelle»^,  eoti^^ations  pro- 
portionnelles (18  pages,  7  Table<); 

Chap.  IV.  —  Des  inventaires  (11  paj^es); 

Chap.  V.  —  Du  nombre  de  retraités  que  doit  prévoir  une  Société  de  se- 
cours mutuels  (11  pages,  2  Tables); 

GflAP.  VI.  —  De  l'augmentation  des  cotisations  (7  pages); 

GflAP.  VII.  —  La  mission  et  le  domaine  propre  de  la  Société  de  secours 
BUtuels  (10  pages); 

Chap.  VIII.  —  Des  ressources  extra-sociales  (8  pages); 

Gbap.  IX.  —  La  pension  viagère  immédiate  à  capital  réservé  en  faveur 
le  la  Société  de  secours  mutuels  (8  pages): 
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Chap.  X.  —  Les  fonds  de  retraite  subventionnés;  les  Sociétés  de  retraites 

(7  pag<^s)- 
CiiAP.  XI.  —  Le  livret  individuel  de  la  Caisse  des  Retraites  (6  pages); 

Chap.  XII.  —  Applications  (21  pages,  5  Tables). 


STURM  (Ch.)-  —  Cours  d'Analyse  a  l'École  Polytechnique,  revu  et  cor- 
rigé par  E.  Prouhet,  et  augmenté  do  la  Théorie  élémentaire  des  fonctions 
elliptiques  par  H.  Laurent;  neuvième  édition,  ro\^e  et  mise  au  courant  du 
nouveau  programme  de  la  Licence,  par  A.  de  Saint-Germain,  7.  vol.  in-8*, 
xxxii-563  p.;  x-ôS;  p.  Paris,  Gauthier-Villars  et  Fils,  1888. 

Nous  n'avons  pas  à  parler  ici  des  mérites  d'un  Livre  qui  est 
classique  depuis  trente  ans.  Malgré  les  progrès  accomplis  dans  la 
Science  et  dans  l'enseignement,  le  Cours  de  Sturm  garde  son 
mérite,  et  plus  d'un  étudiant  aurait  avantage  à  se  l'assimiler  avant 
de  pratiquer  des  Ouvrages  ou  des  Cours  d'un  ordre  plus  relevé. 
Toutefois,  quelques  améliorations  de  détail  se  faisaient  désirer  et 
quelques  compléments  étaient  indispensables,  si  l'on  voulait  qu'il 
pût  suffire  aux  candidats  à  la  licence.  Déjà,  dans  les  éditions  an- 
térieures, figurait,  outre  les  notes  de  MM.  Catalan,  Prouhet,  Bras- 
sine,  un  important  travail  de  M.  Laurent  sur  la  Théorie  élémen- 
taire des  fonctions  elliptiques;  M.  de  Saint-Germain  a  pourvu 
au  reste.  D'une  façon  très  discrète  et  très  sure,  il  a  retouché  çà  et 
là  le  texte  de  Sturm  et  de  Prouhet,  abrégé  et  même,  au  besoin, 
remplacé  quelques  démonstrations  un  peu  longues  ou  défectueuses  ; 
mais  il  n'a  rien  changé  à  Tesprit  et  à  l'ordonnance  ;   il  n'a  fait 
qu'ajouter  aux  qualités  maîtresses  du  Livre  :  la  clarté  et  la  sim- 
plicité. 

Il  a  ajouté,  en  outre,  quatre  Leçons  nouvelles  qui  feraient  aisé- 
ment corps  avec  le  texte  de  Sturm,  mais  que,  par  excès  de  discré- 
tion, il  a  voulu  rejeter  à  la  fin  des  Volumes  :  on  verra,  par  les 
sujets  qui  y  sont  traités,  qu'elles  étaient  indispensables. 

La  première  se  rapporte  aux  lignes  à  double  courbure;  on  v 
trouvera  les  premiers  termes  du  développement  des  coordonnées 
d'un  point  d'une  telle  courbe  en  séries  procédant  suivant  les  puis- 
sances de  l'arc,  les  formule»  de  Frêne t-Serret,  les  propriétés  les 
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plus  simples  de  la  surface  polaire  et  des  développées  et  la  théorie 
du  contact  d'une  courbe  et  tl'une  surface. 

La  deuxième  Leçon  se  rapporte  aux  propriétés  les  plus  simples 
des  courbes  unicursales  et  à  la  réduction  des  intégrales  ellip- 
tiques. 

La  troisième  est  consacrée  aux  surfaces  :  propriétés  élémen- 
taires des  surfaces  réglées,  des  lignes  asunptoliques;  indications 
relatives  au  contact  de  deux  surfaces. 

Enlin,  dans  la  dernière  Leçon,  M.  de  Sainl-Germain  traite  des 
séries  de  l.agrange  et  de  Fourier  dans  le  sens  de  la  théorie  des 
Tondions  d'une  variable  imaginaire.  J.  T. 


Mal'rice  LÉVY  (Membre  do  rinslilul).  —  La  Statiqi  k  ciiaphiq!  k  kt  ses 
APPLicJiTioNs  AUX  coNSTRicTioNs,  t.  IL  111  Cl  IV.  Paris,  Gaulhiep-Villars ; 
188G-1888. 

La  Statique  graphique  de  M.  Maurice  Lévy  est  aujourd'hui 
complètement  parue  :  elle  ne  comporte  pas  moins  de  quatre  Vo- 
lumes, accompagnés  chacun  d'un  Allas.  Nous  avons  rendu  compte 
précédemment  (*)  du  premier  ^^olume,  qui  est  consacré,  rappe- 
lons-le, aux  principes  de  la  Slatiipie  graphique  pure  et  à  leurs  ap- 
plications les  plus  immédiates.  Les  \  olumes  suivants  ont  pour 
objet  la  résistance  des  matériaux,  pour  hupielle  M.  Maurice  Lévy 
a  une  si  haute  compétence  et  qui  lui  doit  de  si  nombreux  perfec- 
tionnements. Ces  perfectionnements  avaient  leur  place  marquée 
dans  ce  Traité.  Nous  allons  rendre  compte  des  principales  inno- 
vations. 

Le  deuxième  Volume  contient  la  théorie  de  la  (lexion  plane  et 
celle  des  poutres  droites.  L'auteur  y  fait  des  applications  neuves 
des  lignes  dites  tV inflnence,  dont  la  découverte  est  due  à  M.  Fr.ïn- 
kel.  Supposons  qu'un  mobile  ///  parcoure  un  arc  ou  ime  poutre 
et  qu'on  veuille  représenter  la  tension  (|ue  fait  naître  à  chaque 
instant  le  mobile  dans  une  barre  déterminer.  On  porte  pour  cela. 


(•)  Voir  Bulletin,  l.  \,  p.  \\ù. 
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à  partir  de  //?,  un  segment  vertical  égal  à  la  tension  (dirigé  vers  le 
bas,  sMl  s'agit  d'une  véritable  tension,  et  vers  le  haut,  s'il  s'agit 
d'une  pression);  le  lieu  des  extrémités  de  ces  segments  est  la  Ligne 
d'influence,  M.  Maurice  Lévy  propose  une  représentation  ana  • 
logue  pour  les  moments  de  flexion. 

Les  problèmes  de  poutres  droites,  accessibles  à  la  Statique 
seule,  ont  été  traités  dans  le  premier  Volume.  Les  cas  étudiés  dans 
le  deuxième  Volume  sont  ceux  qui  relèvent  de  la  résistance  des 
matériaux.  M.  Maurice  Lévy  y  fait  usage  d'une  proposition  géné- 
rale dont  il  avait  déjà  fait  connaître  un  cas  particulier  dans  les 
Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences,  et 
qui  fournit  à  elle  seule  la  solution  de  la  plupart  des  problèmes 
de  poutres.  Ici  encore,  les  lignes  d'influence  jouent  un  rôle 
important,  notamment  dans  la  détermination  des  positions  dan- 
gereuses d'un  convoi. 

Le  Tome  III  expose  la  théorie  des  arcs,  des  ponts  suspendus  et 
des  surfaces  de  révolution.  A  propos  des  arcs,  l'auteur  introduit  la 
ligne  de  poussée,  dont  la  construction  se  ramène,  dans  certains 
cas,  à  celle  d'une  courbe  funiculaire,  et  qui  est  d'un  usage  ana- 
logue à  celui  des  lignes  d'influence.  Grâce  au  principe  de  super- 
position des  efforts,  cette  ligne  une  fois  connue  (elle  ne  dépend 
que  de  la  forme  géométrique  de  l'arc),  on  peut  calculer  immédia- 
tement la  poussée  produite  par  une  charge  quelconque,  continue 
ou  discontinue.  Ce  procédé  offre  Tavantage  de  ramener  le  pro- 
blème des  arcs  à  celui  des  poutres  droites,  à  la  condition 
d'adjoindre  la  poussée  précédemment  calculée  aux  forces  direc- 
tement appliquées. 

Le  Tome  IV  contient  Tétude  des  ouvrages  en  maçonnerie  et  des 
svstèmes  réticulaires  à  li«;nes  surabondantes. 

L'auteur  se  fonde  sur  le  principe  de  l'équilibre  limite,  qu'il  a 
autrefois  formulé  et  qui  s'énonce  ainsi  : 

*S'/  un  ouvrage  est  établi  de  faron  à  résister  aux  actions 
qu^il  éprouve  lorsqu^il  est  sur  le  point  d^être  renversé,  il  résis- 
tera à  celles  quil  éprouve  dans  tout  autre  état. 

Outre  l'exposé  de  sa  méthode  personnelle,  fondée  sur  ce  prin- 
cipe, M.  Maurice  Lévy  fait  succinctement  connaître  les  travaux 
de  M.  Durap  "  '  Peaucellier. 
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L'Ouvrage  se  termine  par  une  inlércssanle  élude  sur  les  sys- 
tèmes réliculaires  à  lignes  ou  conditions  surabondantes. 

Ajoutons  que  plusieurs  Notes  importantes  font  suite  au  corps 
même  de  l'Ouvrage.  Deux  d'entre  elles  sont  deux  Mémoires  origi- 
naux de  Fauteur. 

L'une  a  trait  à  l'étude  des  arcs  d'égale  résistance.  I^a  méthode 
de  l'auteur  est  directe,  et  la  construction  graphique  à  laquelle  il 
parvient  est  plus  simple  que  celle  que  l'on  connaissait  déjà. 

La  seconde  Note  dont  nous  voulons  parler  est  la  reproduction 
de  la  Note  II  de  la  première  édition;  elle  a  pour  litre  :  Recher- 
ches des  tensions  dans  les  systèmes  de  barres,  et  sur  les  systèmes 
quiy  à  volume  égal  de  matière,  présentent  la  plus  f^rande  ré- 
sistance possible.  Ce  Mémoire,  fort  important,  de  l'auteur  avait 
été  présenté  par  lui,  en  i8-3,  à  l'Académie  des  Sciences. 

Signalons  enfin,  en  terminant,  un  Appendice  relatif  aux  sys- 
tèmes articulés,  qui,  quoique  n'ayant  pas  de  lignes  surabon- 
dantes, ne  sont  pas  cependant  librement  dilatables.  Dans  une 
étude  géométrique,  pleine  d'intérêt,  l'auteur  recherche  les  carac- 
tères dislinctifs  de  ces  systèmes,  étudie  leur  équilibre  et  calcule 
leurs  tensions.  G.  R. 


IK  H.  WEISSENBORN.  —  Gerbert,  Beltràge  zitr  Kcnnlnis  der  Mathematik 
des  Mitteltdiers,  Mit  6  Figuren-Tufeln.  Berlin,  Mayer  uiid  M'ûller,  1888. 
In-8*,  vi-25i  pages. 

Pour  qui  rejette  la  prétendue  origine  néopythagoricienne  de 
nos  chiffres  modernes,  pour  qui  admet  que  l'Occident  latin  n'a 
pu  les  emprunter  qu'aux  Arabes,  il  restait  à  résoudre  une  dilïi- 
culté  passablement  embarrassante  :  comment  cet  emprunt  s'est-il 
loul  d'abord  borné  aux  chiffres  significatifs,  à  l'exclusion  du  zéro? 
Comment  les  procédés  de  calcul  de  \algorithme  ne  se  sont-ils 
pas  immédiatement  propagés,  en  même  temj)s  que  les  chiffres 
arabes?  Comment,  au  contraire,  a-t-on  été  conduit  à  employer 
tout  d'abord  ces  chiffres  sur  Vabacus,  inconnu  aux  Arabes,  et 
avec  des  modes  de  calcul  loul  particuliers,  dont  l'origine  ne  peut 
être  retrouvée? 
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Un  (les  érudits  qui  ont  le  plus  contribué  à  ruiner  la  croyance  à 
rauthcnlicilé  de  la  Géométrie  dite  de  Boèce ,  à  détruire,  par 
suite,  le  seul  fondement  sérieux  de  la  légende  sur  l'origine  néo- 
pythagoricienne,  vient  de  fournir  aux  questions  indiquées  ci-des- 
sus une  réponse  plausible  et  probablement  définitive  quant  au 
fond. 

Les  procédés  de  calcul  applicables  avec  l'emploi  du  zéro  suppo- 
sent que  Ton  soit  exercé  à  Técriture.  Avec  les  habitudes  que  nous 
contractons  à  cet  égard  dès  notre  enfance,  il  ne  nous  est  guère 
possible  de  nous  rendre  compte  des  difficultés  que  présentait  la 
propagation  de  ces  procédés  au  ix*  ou  au  x*  siècle,  à  une  époque 
où  ceux-là  même  qui  savaient  écrire  n'écrivaient  que  très  peu  et 
très  rarement.  Mais  on  doit  reconnaître  que  ces  difficultés  étaient 
très  considérables,  et  il  faut  y  voir  le  véritable  motif  du  compro- 
mis qui  fut  admis  à  l'origine,  lors  des  premières  tentatives  faites 
pour  améliorer  le  mode  de  calcul  dans  l'Occident  latin. 

Certainement,  on  n'a  jamais  calculé  avec  des  chiffres  romains 
en  écrivant;  on  se  servait  de  l'abaque  et  de  jetons  représentant 
les  unités  de  divers  ordres.  Le  calculateur  conserva  son  matériel 
et  la  plus  grande  partie  de  ses  habitudes;  le  seul  progrès  fut.  que 
les  jetons,  au  lieu  de  représenter  des  unités,  marquèrent  désor- 
mais, grâce  à  des  signes  empruntés  aux  Arabes,  les  groupes  d'unités 
de  chaque  ordre.  Ce  progrès,  toutefois,  entraîna  nécessaire- 
ment des  modifications  dans  les  procédés  de  calcul;  ces  modifica- 
tions furent  appropriées  à  la  faiblesse  du  développement  intellec- 
tuel général,  et  calculées  de  façon  à  exiger  le  moins  possible  du 
côté  de  la  mémoire.  Ainsi  s'introduisirent  des  procédés  comme 
ceux  de  la  mulhplication  ou  de  la  division  complémentaire,  pour 
lesquels  il  suffisait  de  connaître  les  produits  des  nombres  i  à  5. 
Sans  doute  ils  remplaçaient  des  procédés  encore  plus  élémen- 
taires, comme  ceux  que  permet  Tabacus  à  jetons-unités,  avec 
lequel  on  n'a,  à  la  rigueur,  besoin  de  rien  savoir  par  cœur. 

Si  je  m'attache  surtout  à  ces  conclusions,  c'est  qu'il  s'agit  d'une 
question  que  j'ai  posée  ici  même,  il  y  a  déjà  longtemps,  précisé- 
ment en  discutant  l'authenticité  de  la  géométrie  de  Hoèce;  mais 
le  lecteur  pourra  trouver  nombre  d'autres  discussions  intéres- 
santes, nombre  de  renseignements  exacts  et  précieux  dans  le  nou- 
vel écrit  du  D*"  Weissenborn. 
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Eu  deliur»  île  la  pn'ifuce  cl  d'un  résumi!  <>uLst;inliel.  cel  ikiiL  sit 
divise  en  fjualre  Chapitres  :  1.  IjU  Giomt-trie  de  Gerberl,  —  11.  l,cs 
anciens  procédés  et  in^truinciiliî  de  mesure.  —  ill.  La  inuUipliea- 
tioi)  r.innplénignlaire.  —  IV.  L'abacus  cl  le  ciilcul  d'après  Ger- 
Ijcrt.  —  Après  ce  que  j'ai  d^jù  dit,  je  n'ai  pas  à  revenir  sur  les 
deux  derniers  de  ces  Chapitres,  Les  deux  premiers,  ([iii  coneer- 
nent  un  olijet  tout  dîiTérenl,  mériieni,  au  ciinlraire,  imo  analyse 
parliculit-re. 

On  connait,  sous  le  nom  de  GéontiHrip  <lf  Gciliei-l,  un  t^crit 
latin  publié  pour  la  première  luis  en  i~9i,  par  le  bénédictin  \^^'- 
nard  l'ez,  d'après  un  manuscrit  du  couvent  de  Sainl-Picrrc  de 
Sal/,boiir^,  et  dont  on  ri-truuve  diverses  parties,  anonymes  de 
luit,  dans  dilTérenls  autres  manuserils. 

Ollcris,  r.'dileur  des  Œuvres  de  (lerhert  (Paris-Clcrmonl . 
1807),  a,  If  premier,  mis  en  doute  l'authenticilé  de  la  Géotm^trifr. 
et  son  opinion  a  éliJ  fortement  appuvéc  par  t'riedlcin.  ISL  (^inlur, 
au  contraire,  a  défendu  l'authenticité  de  cet  Ouvrage,  et  il  a  cm 
pouvoir  émblir  qu'il  avait  été  composé  par  Gerbert  lors  de  son  sé- 
jour au  monastère  de  Bobbio  (gSi-tjS^),  où  il  aurait  utilisé  le 
inauuscrit  dit  A'Aicerins  des  Gromaciri  veteres.  Gerbert,  au 
contraire,  â  celle  époque,  n'aurait  pas  encore  connu  la  Gêomélrie 
de  Boi^ce. 

M.  Weissenhorn  reprend  et  appuie  par  de  nouveaux  arguments 
la  thèse  de  Friedlein  et,  si  Ton  peut  regretter  que  sa  polémique 
contre  Caalor  prenne  parfois  une  allure  trop  personnelle,  il  n« 
me  parait  pas  moins  avoir  démontré  : 

I"  Que  la  soi-disant  Gi'ontiUrie  de  Gerbert  se  compose  de  trois 
parties  essentiellement  distiniles,  dunl  la  réunion  n'csl  qu'acci- 
(tcnlctle,  et  qui  ne  peuvent  élrc  attribuées  à  un  seul  auteur; 

v"  Que  U  première  de  ces  Parties  (Chap.  I  it  XIII)  seule  té- 
moigne d'un  plan  quelconque  et  peut  être  dite  réellement  coni- 
(losée  et  non  seulement  compilée  au  hasard;  que  l'auteur  est  pos- 
lÈrieur  à  Gerbert  et  doit  avoir  connu  la  Gèumétrio  du  pseudn- 
Boécei  écrite  sentenienl  au  \i'  siMe; 

3»  Qu'il  n'y  a  aucune  preuve  suffisante  que  le  manuscrit  d'Ar- 
cerins  se  soit  déjA  trouvé  k  Uohhio  du  leni|)S  de  Gerbert  ni  que 
celui-ci  y  ail  eu  les  moyens  de  s'y  livrer  à  un  travail  de  quelque 
iraporlanm;;  que,    cm   (oui  cas,  les  emprunli  faits,  dans  la  Uoî- 
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sième  Partie  de  sa  prétendue  Géomélrie,  aux  écrits  des  agrimen- 
seurs  romains  ont  été  tirés  non  pas  du  manuscrit  d'Arcerius,  mais 
de  quelque  autre  collection  aujourd'hui  perdue; 

4®  Qu'enfin  l'attribution  à  Gerbert,  qui  repose  en  fait  sur  la  foi 
d'un  manuscrit  de  la  première  moitié  du  xii*  siècle,  a  eu  sa  raison 
dans  la  croyance  que  le  grand  rénovateur  des  études  de  la  fin  du 
X*  siècle  avait  puisé  sa  science  aux  sources  arabes,  et  dans  celte 
circonstance,  que  la  deuxième  Partie  de  la  Géométrie  enseigne 
divers  procédés  de  mesure  qui  n'appartiennent  nullement  à  la 
tradition  des  agrimenseurs  romains,  mais  dont  l'origine  est  incon- 
testablement arabe. 

C'est  un  des  grands  mérites  de  M.  Weissenborn  d'avoir  mis  en 
lumière  ce  dernier  point,  parce  que  l'opinion  contraire  était  par- 
tagée aussi  bien  par  les  adversaires  que  par  les  défenseurs  de  l'au- 
thenticité de  la  Géométrie  de  Gerbert.  Je  n'insisterai  à  cet  égard 
que  sur  l'argument  qui  me  paraît  le  plus  décisif. 

Il  s'agit  de  l'usage,  supposé  connu  dans  cette  Géométrie  y  de 
l'instrument  d'arpentage  désigné  sous  le  nom  de  carré  géomé- 
trique. Cet  instrument,  dont  l'emploi  s'est  perpétué  jusqu'au 
siècle  dernier,  au  moins  en  dehors  de  la  France,  consiste  essen- 
tiellement en  un  carré  muni  d'une  alidade  mobile  autour  d'un  des 
sommets  et  plus  longue  que  la  diagonale,  tandis  que  les  côtés  non 
adjacents  à  ce  sommet  sont  gradués  en  parties  égales.  11  est  clair 
qu'avec  cet  instrument  on  peut  mesurer  directement  le  sinus 
d'une  distance  angulaire  inférieure  à  4^"  ou  le  cosinus  d'une  dis- 
tance angulaire  supérieure  à  4^^» 

Or  cet  instrument  n'a  jamais  été  connu  ni  des  Grecs  ni  des  Ro- 
mains. Mes  recherches  personnelles  m'ont  fait,  il  est  vrai,  décou- 
vrir sa  description  dans  un  texte  grec  encore  inédit;  mais  ce 
texte,  qu'à  cet  égard  je  crois  pouvoir  considérer  comme  unique, 
n'est  qu'une  traduction,  faite  en  Occident  au  xvi*  siècle,  d'un 
écrit  latin  composé  à  Montpellier  peu  auparavant  et  dont  je  n'ai 
pas  encore  pu  retrouver  l'original. 

Le  carré  géométrique  paraît,  au  contraire,  bien  certainement 
une  invention  arabe,  et,  dans  une  certaine  mesure,  celte  invention 
est  liée  à  la  substitution  des  sinus  aux  cordes  des  arcs.  Ce  carré  a 
été,  dans  l'origine,  une  addition  faite  à  une  des  faces  (la  pos- 
térieure) de  l'astrolabe  planisphère,  celle  qui  servait  à  prendre  les 
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hauteurs  et  consistait  essentiellement  en  un  cercle  divisé  muni 
d'une  alidade  mobile  autour  du  centre.  Le  carré  géométrique  fut 
inscrit  dans  un  des  quadrants  de  ce  cercle  pour  faciliter  certaines 
des  opérations  auxquelles  pouvait  servir  Taslrolabe.  Plus  tard,  on 
en  fit  un  instrument  indépendant;  mais,  dans  les  textes  de  la  Géo- 
méirie  de  Gerberty  il  apparaît  nettement,  au  moins  dans  certains 
cas,  comme  toujours  lié  à  Tastrolabe. 

Or,  si  l'astrolabe  planisphère,  dont  la  seconde  face  servait  à  ré- 
soudre mécaniquement  le  problème  de  trouver  Theure  astrono- 
mique, soit  de  jour,  soit  de  nuit,  à  la  suite  d'une  seule  observation 
de  hauteur,  a  été  inventé  par  Hipparque;  si  la  théorie  mathéma- 
tique en  a  été  rédigée  par  Ptolémée;  si,  enfin,  cet  instrument  est 
passé  des  Grecs  aux  Arabes,  il  n'est  revenu  dans  l'Occident  latin 
que  par  Tintermédiaire  de  ces  derniers,  comme  le  prouve  Taddi- 
tiou  du  carré  gcométricpie,  que  Ton  sait  pertinemment  avoir  été 
adapté  au  moins  à  une  partie  de  leurs  astrolabes,  tandis  qu'il  n'a 
jamais  figuré  sur  ceux   des  Grecs    du   moyen  âge,  ainsi   que  le 
prouvent  les  Traités  de  Jean    Philopon,    de   Nicéphore    Grégo- 
ras,  etc. 

Ln  des  disciples  de  Gerberl,  FIcrmannus  Conlrachis,  a  composé 
sur  l'astrolabe  un  Traité  qui  précède,  précisément  dans  le  manu- 
scrit de  Salzbourg,  la  soi-disant  Grométrie  de  Gerbert,  Le  très 
grand  nombre  d'expressions  arabes  qu'il  emploie  ne  peut  laisser 
^ucun  doute  sur  l'origine  des  connaissances  qu'il  avait  sur  cet 
Instrument;  M.  Weisscnborn  a  démontré,  d'autre  part,  que  cer- 
^ins  Chapitres  de  cette  Gcométrie  ont  été  copiés  sur  [lermannus 
Goniractus. 

Il  y  a  là  tout  un  ensemble  de  preuves  incontestables  de  la  pos- 
tériorité de  cet  écrit  par  rapport  à  l'illuslre  savant  auquel  on  Ta 
attribué  et  dont  il  est  d'ailleurs  ahsolument  indigne.  L'inlluence 
^rabe  est  également  démontrée  pour  Tépoque  à  laquelle  il  a  été 
Composé.  Car  il  ne  s'agit  pas  seulement  de  l'existence,  dans  le 
^exle  prétendu  de  Gerliert,  d'un  mot  évidemment  arabe,  comme 
Celui  à^altiidada  (alidade),  qui  aurait  pu  y  être  introduit  posté- 
Heurement  :  il  s'agit  de  l'emploi  de  procédés  et  d'instruments  qui 
Ont  été,  je  le  répète,  absolument  étrangers  à  l'antiquité  gréco- 
romaine. 

Si  la  Géométrie  attribuée  à  (  lerbert  n'est  pas  de  lui,  on  ne  peut 
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évideniinenl  rien  en  conclure  sur  Torigine  des  connaissances  ma- 
théinaliques  de  Gerbert  :  on  ne  peut  savoir  dans  quelle  mesure  il 
les  a  empruntées  aux  Arabes.  Cependant  M.  Weissenborn,  tout 
en  gardant  à  cet  égard  une  sage  réserve,  montre  que  la  négation 
de  tout  rapport  entre  Gerberl  et  les  Maures  espagnols  constitue 
une  thèse  beaucoup  trop  absolue  et  difficile  à  soutenir  en  toute 
rigueur.  Il  revient  ainsi  à  la  question  de  l'origine  de  nos  chiffres 
modernes  et  il  établit  qu'il  ne  reste  qu'à  les  considérer  comme 
empruntés  directement  aux  Arabes  d'Espagne. 

Ajouterai-je  que,  d'après  les  travaux  d'Heiberg  sur  les  manu- 
scrits d'Euclide  contenant  les  scholies,  il  est  désormais  établi  éga- 
lement que  les  Grecs  ont  aussi  connu  les  chiffres  arabes  dès  le 
xii*  siècle,  et  qu'eux  aussi  les  ont  tout  d'abord  employés  sans  le 
zéro,  ainsi  que  le  prouve  le  scholic  du  moine  Néophj'tos  que  j'ai 
publié  dans  la  Revue  archéologique  de  i884? 

Paul  Ta^nery. 


MÉLANGES. 


EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  DE  M.  GOMES  TEIXEIRA  A  M.  HERMITE; 


Permettez-moi,  je  vous  prie,  de  revenir  sur  l'identité 


a  ^'  ti 


pour  vous  soumettre  Tlnégalité  qu'on  en  déduit 


ï 
b 


f  o{x)^{x)  dx<\j  <p»(ar)  dx  J  ^^{x)  dx\ 

Cette  inégalité  peut,  je  croû  '^lo^yée  conjointement  avec 

l'inégalité  de  M.  Tchebichc  inonirez  dans  votre  cours 

de  la  Faculté  des  Sclen' 
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Si  les  fonctions  'f  (x)  et  à(x)  sont  en  même  temps  croissantes 
on  décroissantes  lorsque  x  varie  depuis  a  jusqu'à  6,  on  a 

f    çp(a?)<J/(a:)  rfa?  >    /    t^{x)dx    1   ^{x)dx, 

,1  *J  n  *J  et 


a  ^  a  ^  a 


et  par  conséquent  l'inégalité  de  M.  TchebichefT fournit  une  limite 
inférieure  et  mon  inégalité  une  limite  supérieure  de  la  valeur  de 

l'intégrale   /   ^{x)if{x)dx. 

Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  considère  l'intégrale  elliptique 


où  j:  <<  I ,  le  théorème  de  M.  Tchebicheff  donne 


X* 


et  mon  inégalité  donne 


,      /  /•"    dx       r'     dx      \ 

'<\i  T^-^'^l  r^T^^) 


De  la  même  manière, 

dx 


rjrî  dx  I   x^    r' 

7^    /(T=:^T)(TTr^^     V    5^^    ^,_ar«)(i-A«ar«} 


i 


L'intégrale 


"-X 


e-^  dx 


X 

donne 


t 
r  f    \  ï 


et  par  conséquent 
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On  en  (l<''(]iiil  que  u  csl   finie  el  clrterniinre  quand  x  =  ao,  parce 
que  u  augmente  avec  jc  et  esl 


r 


e--^  dx  i 
< 


CS/'l 


Si  une  des  fonctions  'f(x)  et<J^(:r)  est  croissante  et  l'autre  dé- 
croissante quand  x  varie  depuis  a  jusqu'à  6,  mon  inégalité  donne, 
comme  ceHe  de  M.  ïchebiclieff: 

(b  —  a)  I    tQ(x)^{x)  eix  <,    1    o(x)dx    1    i}()(x)dx 


ti  ^  a  ^  u 


une  limite  supérieure  de  la  valeur  de  l'intégrale    /    'f{x)  ^{x)dx. 

«Al 

Dans  ce  cas  Tinégalilc  de  M.  ïchebicheffest  toujours  plus  avan- 
tageuse, parce  que 

j    ^^{x)dx    I  ^^{x)dx\    ^{b^a)  1   ^{x)dx    j    '^{x)dx 
Porto,  28  novembre  1888. 


SUR  LES  SYSTÈMES  DE  COURBES  QUI  DIVISENT  HOMOGRAPHIQUEMENT 

LES  GÉNÉRATRICES  D'UNE  SURFACE  RÉGLÉE; 

Pau  m.  Cii.  BIOCHK. 


On  sait  que  la  condition  nécessaire  et  vSuffisanle  pour  qu'un 
système  de  courbes  divise  bomograpliiquement  les  génératrices 
d'une  surface  réglée  est  que  ce  système  satisfasse  à  une  équation 
de  Riccali.  Il  entre  dans  cette  équation  trois  fonctions  arl)itraires 
de  la  variable  indépendante-,  on  peut  donc  se  proposer  de  déter- 
miner des  systèmes  de  courbes  jouissant  de  la  propriété  énoncée 
et  assujettie  en  outre  à  des  conditions  particulières.  J'ai  obtenu 
ainsi  les  résultats  suivants,  relativement  aux  surfaces  gauches. 

Systèmes  composés  de  tr(tjectoires.  —  En  dehors  du  système 
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de  trajectoires  orthogonales,  il  n'y  a  pas  de  système  constitué  par 
des  trajectoires  sous  un  même  angle,  qui  divise  honiograpliique- 
ment  les  génératrices.  Si  Ton  considère  des  systèmes  de  trajec- 
toires pour  lesquels  l'angle  varie  d'une  courbe  à  l'autre,  on  trouve 
qu'il  en  existe  sur  certaines  surfaces  sur  lesquelles  la  ligne  de 
striction  fait  partie  du  système  considéré.  Ces  surfaces  sont  ap- 
plicables les  unes  sur  rhyperboloïde  de  révolution,  les  autres  sur 
une  surface  à  plan  directeur,  dont  la  ligne  de  striction  est  une  hé- 
lice ayant  pour  projection  sur  le  plan  directeur  une  spirale  loga- 
rithmique (hélice  cylindro-coniquc  de  M.  Tissot.) 

Jamais  le  système  des  lignes  asymptotiques  ne  peut  constituer 
un  système  de  trajectoires  (sauf  le  cas  de  Thélicoïde  minimum). 

Sj'stèmes  orthogonaux,  —  Si  un  système  de  courbes  divise 
les  génératrices  en  segments  égaux,  le  système  orthogonal  les 
divise  homographiquement;  et  ce  cas  est  le  seul  dans  lequel  deux 
systèmes  orthogonaux  donnent  simultanémçnt  des  divisions  ho- 
mographiques. 

Systèmes  conjugués,  —  Si  un  système  de  courbes  divise  ho- 
mographiquement les  génératrices,  le  système  conjugué  les  di- 
vise aussi  homographiquement. 

On  déduit  de  là,  au  moyen  d'un  théorème  de  M.  Kœnigs,  que 
les  génératrices  d'une  surface  gauche  sont  divisées  homographi- 
quement par  les  courbes  de  contact  des  cônes  circonscrits  dont  les 
sommets  sont  en  ligne  droite. 

On  peut  ramener  aux  quadratures  la  détermination  de  divers 
couples  de  systèmes  conjugués  homographiques. 

Les  théorèmes  sur  les  systèmes  orthogonaux  et  les  systèmes  con- 
jugués simplifient  notablement  la  détermination  des  surfaces  dont 
les  génératrices  sont  divisées  homographiquement  par  les  lignes 
de  courbure. 

Systèmes  composés  de  lignes  géodésiques,  —  Si  sur  une  sur- 
face il  existe  un  système  de  lignes  géodésiques  divisant  homogra- 
phiquement les  génératrices,  la  surface  est  applicable  sur  une  sur- 
face du  second  degré.  S'il  existe  deux  systèmes  de  géodésiques 
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jouissant  de  la  propriété  énoncée,  la  surface  est  applicable  sur  un 
hyperboloïde  de  révolution. 

Ces  systèmes  de  géodésiques  correspondent,  dans  le  premier 
cas,  aux.  géodésiques  qui  donnent  les  transformées  de  celui  des 
systèmes  de  génératrices  de  la  surface  du  second  degré  qui  n'est 
pas  resté  rectiligne  dans  la  déformation;  dans  le  second  cas,  aux 
géodésiques  qui  donnent,  outre  ce  système  de  génératrices,  le 
système  des  méridiens  de  Thyperboloïde  de  révolution. 

J'ai  étudié  les  surfaces  développables  en  même  temps  que  les 
surfaces  gauches  ;  pour  ces  surfaces,  les  problèmes  se  simpliGent 
considérablement.  Je  ne  cite  pas  de  résultats  pour  ne  pas  allonger 
cette  Note  outre  mesure. 
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1.  Oo  met  géoéralemeat  le  Ihéorème  d'addition  de  la  fonction  sinam  sous  la 
forme 

.  ..        sinam(a)  sin'am(6)  +  sinam(6)  sin'am(a) 

sinam(a  +  6)  = ,,  .  . -. — r — ;— ; rrr ; 

I  —  A:'sin*am(a)  sin'am(6) 

mais,  en  utilisant  la  relation 

k  sinam(6)  sinam(6  4-  K'i)  =  i, 
on  peut  aussi  écrire 

,    .  ,         ..       sinam(a)sin'am(6-i- K'i)  —  sin'am(a)  sinam(6-f- K'«) 

k  sin  am {a-^  o)  = r— -. — r :— ; ,,   ,   ^f .. 9 

sin'am(a)  —  sin'am(6-i- K'i) 

et  sous  cette  forme  on  voit  que  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  l'expres- 
sion qui  donne  sinam  (a -4-6)  en  fonction  desinam(a)y  sin'am(a),  sinam(6), 
sin'am(6)  s'annulent  pour 

sinam  (a)  =  sinam  (6  4-  K'i). 


(*)  Voir  BulUiin,  %I^  t34. 


Ceci  poti,  amppotomt  qac  r  —  i  «oit  ■• 
H.  KiomtAgr  ■mitre  qac  le  beteu  o 
tMr  de  la  (bactioa  lalioBacllc  ol 


ca  apjlliqHat  le  lUaré«e  d'additîoa  qme  momt  tcbobs  de  rappeler,  a'eM  aatre 
dutte  qae  le  d^aoniBctear  de  la  traction  irrédDcliUe  qse  l'oa  obtieal  «  ei- 


CB  foactioo  ratioaodle  de  tia'avCv).  kUU,  poar  r  —  >  =  o,  ce  déoomîDaiear 
ctt  éfil  A  l'aoîté.  Si  donc,  pour  on  nonibre  pair  qaelcoaqne  doaoé  n,  ooos 
ptMOD*  A  =  /  -t-  «  et  qoc  a«u  preaioav  r  =  >,  pais  qne  nons  fonnioDs 

(■foBCtioa  defiaim(n'),  *iaain(«i>),  t  l'aide  dn  Ibéorème  d'addition,  comme 
il  a  été  dit  pin*  haot,  non»  mtods  qoe  i'eipression  obtenue  ne  contiendra 
aocnn  Tacteur  commoD  i  ton  numérateur  et  A  son  dénuoiinateur  et  «era,  par 
luite,  irréductible. 

Sopposons  entuitc  que  r  —  t  soil  un  nombre  impair.  Dans  tciit  hypotht'îe, 
M.  KronEcker  montre  que  le  facteur  commun  au  numérateur  et  au  dénumtna- 
tcur  de  la  fonction  rationnelle  obtenue  pour  5inam[(  r  +  i)(>]  en  appliquant  te 
théorème  d'addition  n'est  autre  chose  que  le  dénominateur  de  la  fraction  irré- 
ductible que  l'on  obtient  en  eiprimant 

sinam[(r-i)t'] 


en  fonction  rationnelle  de  sin'anii'.  Mai<,  pour  r  —  j  =  i.  ce  dùauiiiini 
égal  A  l'unité.  Si  donc,  pour  un  nombre  impair  quelconque  donné  n,  noi 
n  =  r  +  >  et  que  nous  prenions  r  =  t'-i- 1,  puis  que  nous  formions 

>inam(nv.)  =  sioam[(r  +  .>*'], 

en  fonction  de*Lnam(rv),  stnanDlic),  è  l'aide  du  itiéoréme  d'addiii 


7.  La  démonstration  de  M.  Kroncckcr  suppose  que  l'on  c^onnai^sR  les  racine 
dr  l'équation  Binam(i')  =  o.  Dans  la  seconde  l'arlic  de  son  Mémoire,  M.  Krn 
ncckcr  chcrcbe  i  donner  ta  même  démonstration,  lous  une  forme  /iiiremen 
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algébrique^  sans   supposer   connues   les   racines   de  Féquation    Iranscendanle 
sinam(t^)  =  o.  Il  y  parvient  dans  le  cas  où  n  est  un  nombre  pair  quelconque. 
Voici  comment. 
Soit  k  le  module  des  fonctions  elliptiques.  Posons 

k-h^T-  =4M-3 
k 

et  considérons  la  fonction 

Le  théorème  d'addition  de  cette  fonction  peut  être  mis  sous  la  forme 

/(a-i-6)  =  |, 

où  les  fonctions  <X>  et  F  de /(a)  et /(  6)  sont  des  quantités  algébriques  entières 
d'un  genre  formé  par  trois  éléments  indépendants  M,  f{a)f  f{b)  et  par  deux 
autres  éléments  dépendant  de  M,  /(a),/(6). 
La  fraction 

F-M«l> 

Fm(F-hM4>)' 

où  u  est  une  indéterminée,  représente  le  diviseur  commun  de  F  et  4>.  Si  Ton 

<X> 

divise  F  et  <l>  par  ce  diviseur  commun,  la  fraction  •==  se  réduit  à 

r 

4»  -+-  mG 


F-huV 


où  G  et  W  sont  des  fonctions  déterminées,  faciles  à  calculer,  de  /(a)  et  f{b). 

Cette  fraction 

<l>-h  mG 

h-^uW 

représente  /{a-hb)  sous  sa  forme  réduite.  En  effet,  des  quantités  quelconques 

<t>,  G,  F,  W  n'ont  aucun  diviseur  commun  d*un  rang  quelconque,  pourvu  que 

la  forme 

FU  -+-  GU'  4-  ^\i'  -+-  VU", 

où  U,  U',  U",  U"  sont  des  indéterminées,  soit  une  forme  primitive  proprement 

dite.  Or  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  en  soit  ainsi  est  que  le 

système  de  modules 

(F,G,«I»,V) 

soit  équivalent  à  l'unité.  M.  Kronecker  démontre  que  les  quantités  F,  G,  4>,  M' 
qui  paraissent  dans  la  dernière  fraction  forment  un  système  de  modules  équi- 
valent à  l'unité,  et  le  théorème  est  démontré. 
De  plus,  si  E  désigne  une  forme  primitive  proprement  dite 

£i'  F  H-  M  G  -4-  4»  -h  au'  ^', 
on  a 

E*  =  (4»-h  a'F)(4»4-  mG), 

EF  =  (<^-^a'F)(F-+-aM•), 
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ce  qui  donne  une  décomposition  du  numérateur  et  du  dénominateur  de  la 
fraction  représentant/(a  +  6)  dans  le  sens  de  l'équivalence  absolue;  donc  ici 
dans  le  sens  d'une  équivalence  de  rang  quatre,  puisque  le  domaine  du  genre 
considéré  contient  trois  éléments  indépendants. 

Dans  un  dernier  paragraphe,  M.  Kronecker  précise  la  nature  du  problème  : 
«  Déduire  le  théorème  de  multiplication  des  fonctions  elliptiques  du  théorème 
d'addition  de  ces  fonctions  par  un  procédé  algébrique,  »  II  montre  comment, 
de  ce  qui  vient  d'être  dit  sur  la  forme  réduite  de /(a  4-  6),  on  peut  déduire  les 
formules  pour  la  multiplication  des  fonctions  elliptiques  sous  leur  forme  ré- 
duite. 

Kronecker.    —  Suite  des  remarques  sur  la  multiplication  des 
fonctions  elliptiques.  (949-956). 

Dans  une  Communication  précédente  qui  vient  d'être  analysée,  M.  Kronecker 
avait  décomposé  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la  fraction  représentant 
/(a -+-6)  en  facteurs 

<l>-t:w'F,    4»-t-MG,     F-t-MM'. 

Ces  facteurs  sont  des  formes  algébriques  entières  associées  au  domaine  du 
genre  considéré.  C'est  à  l'aide  de  ces  formes  associées  que  M.  Kronecker  avait 
déduit  de  l'expression  réduite  de/(a  +  b)  les  théorèmes  de  multiplication  des 
fonctions  elliptiques  sous  leur  forme  réduite. 

Dans  un  nouvel  article,  M.  Kronecker  montre  que  l'on  peut  arriver  au  même 
résultat,  de  deux  manières  différentes,  sans'  passer  par  Tintcrmédiaire  des 
formes  associées.  Il  donne  ainsi  deux  nouvelles  méthodes  permettant  d'établir 
algébriquement  les  numérateurs  et  dénominateurs  des  formules  de  multiplica- 
tion des  fonctions  elliptiques,  et  leurs  degrés. 

La  première  de  ces  deux  méthodes  a  un  rapport  intime  avec  celle  donnée 
par  Abel  dans  son  Précis  d'une  théorie  des  fonctions  elliptiques.  La  seconde 
est  presque  identique  à  celle  donnée  par  M.  Jiunge  dans  le  t.  94  du  Journal 
de  Crelle,  pour  la  multiplication  de  la  fonction  cosam.  Toutes  deux,  et 
M.  Kronecker  le  met  bien  en  évidence,  ont  ceci  de  commun  qu'elles  se  servent 
implicitement  du  théorème  d'addition  sous  sa  forme  réduite. 

Kronecker,  —  Sur  la  théorie  des  formes  de  rang  supérieur.  (gSj- 
960). 

On  donne  un  domaine  de  rationalité.  Soient  M,,  M,,  ...,  M„^,  des  quantités 
entières  de  ce  domaine  et  désignons  dans  tout  ce  qui  suit  par  les  lettres  U  et 
V  des  quantités  indéterminées. 

Eiïectuons  le  produit 

(M„+M.U4-...4-M„U'«)(M^,.-+-M^^,U+...+  IM„^,U— ) 
=  M'o-+-M'iU-h...-4-M«U'». 

Nous  définissons  ainsi  (/i  +  i)  quantités  M'^,  M'|,  ...,  M^i  du  même  domaine 
(Je  raliunalitc. 

On  voit  bien  facilement  que  les  deux  sysLcmes  d'équations 

^'/. -^'m^.  —  ^  {/i  =  0,  ïj  .. .,  m\  i  —.  i,'2,    . .,  n  —  m  -r-i) 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  9 

el 

M^.  =  0,  (  A"  =  o,  I , . . . ,  /i  ), 

«lonl  le  premier  se  compose  de  m(/i  —  ni)  -h  n  -hi  équations  el  le  second  de 
(ai  +  i)  équations,  sont  entièrement  équivalents. 
Si,  au  lieu  de  ces  systèmes  d'équations,  on  considère  les  systèmes  de  diviseurs 

correspondants 

(h  =  Oy  ij . .  .f  m 
i  =  i,2,...,/i--m-+-i 
/:  =  o,  I, .. .,  /i 

il  est  naturel  de  les  nommer  équivalents.  Mais  ils  ne  le  sont  pas  dans  le  sens 
que  l'on  donne  au  mot  équivalent  dans  le  grand  Mémoire  {Festschri/t)  de 
M.  Kronecker.  On  est  donc  amené  à  généraliser  la  définition  de  l'équivalence 
donnée  dans  ce  Mémoire.  On  y  parvient  en  s'appuyant  sur  le  théorème  suivant  : 
Le  produit  des  deux  formes 

M,U,-l-M.U.-h...-l-M^U^, 
et 

vérifie  une  équation  algébrique  où  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  est 
égal  à  l'unité  et  où  celui  d'une  puissance  quelconque  r  est  une  forme  qui  con- 
tient, dans  le  sens  donné  à  ce  mot  dans  la  Festschri/t,  le  produit  des  r  formes 

M'oV,.+  M',V^,  +  ...  +  M'„V»., 

obtenues  en  prenant  successivement  pour  h\es  nombres  i,  2,  ...,  r.  Je  rappelle 
que  dans  la  Festschri/t  on  dit  qu'une  forme  A  est  contenue  dans  une  forme  B, 
ou  que  B  contient  A,  lorsque  les  coefficients  de  la  forme  B  sont  des  fonctions 
entières  homogènes  et  linéaires  des  coefficients  de  la  forme  A. 

Le  théorème  précédent  une  fois  établi,  nous  donnerons  au  mot  contenu  un 
sens  plus  général  en  disant  qu'un  système  de  diviseurs  (Mg,  Mj,  ...)  contient 
un  système  de  diviseurs  (M^,  Mj,  ...)  lorsque  la  forme 

MSU,-+- M?  U. -+-... 

est  racine  d'une  équation  algébrique  d'un  degré  quelconque  p  dont  le  coefficient 
de  la  plus  haute  puissance  est  égal  à  l'unité  et  dont  le  coefficient  de  la  puis- 
sance {p  —  r)  est  une  forme  contenant,  dans  le  sens  restreint  rappelé  à  l'instant, 
le  produit  des  r  formes 

obtenues  en  prenant  successivement,  pour  A,  r  valeurs  différentes. 
Nous  dirons  de  même  que  la  forme 


contient  alors  la  forme 


mSu„-+.mîu,-^... 

M'oV„-+-M',  V,-^.... 


Nous  dirons  aussi  que  deux  systèmes  de  diviseurs  sont  équivalents  lorsque 
rhucun  de  ces   deux   systèmes  contient  l'autre  dans  le   sens  général  qui  vient 
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d'être  fixé.  De  même,  deux  formes  seront  dites  équivalentes  lorsque  chacune 
d'elles  contient  l'autre. 

Enfin,  si,  dans  un  quotient  de  deux  formes,  la  forme  qui  est  au  dénominateur 
est  contenue  dans  le  sens  général  dans  celle  qui  est  au  numérateur,  nous 
dirons  que  ce  quotient  est  une /orme  entière  dans  le  sens  de  l'équivalence. 

Il  résulte  alors  du  théorème  démontré  que  le  produit  de  deux  formes  entières 
dans  le  sens  de  l'équivalence  est  également  une  forme  entière  dans  le  sens  de 
l'équivalence.  On  ne  quitte  donc  pas  la  sphère  des  formes  entières  en  formant 
des  fonctions  entières  à  coefficients  entiers  de  fonctions  entières,  toujours  dans 
le  sens  de  l'équivalence. 

M.  Kronecker  fait  remarquer  en  terminant  que,  lorsque  deux  formes  sont 
équivalentes  dans  le  sens  général  qui  vient  d'être  fixé,  il  y  a  aussi  entre  elles 
une  équivalence  dans  le  sens  plus  restreint  de  son  grand  Mémoire,  mais  que 
cette  dernière  équivalence  peut  n'être  qu'une  équivalence  relative  à  un  certaiu 
rang.  Ce  fait  résulte  de  la  théorie  générale  de  l'élimination. 

Weingarten.  —  Sur  Téquation  différentielle  des  surfaces  qui 
sont  divisées  en  carrés  infiniment  petits  par  leurs  lignes  de 
courbure.  (ii63-ii66). 

Dans  cette  Note,  M.  Weingarten  donne  la  condition  qui  est  nécessaire  et  suf- 
fisante pour  que   le  carré  de  l'élément  linéaire  d'une  surface  puisse  être  mis 

sous  la  forme 

/■(M,  v)(rfa»-+-rfv«), 

où  u  et  i'  désignent  les  paramètres  des  lignes  de  courbure  de  cette  surface. 

II  déduit  de  cette  condition  que  toute  fonction  ff{Xyy,z)  qui,  égalée  à  une 
constante,  représente  une  surface  répondant  à  la  question,  vérifie  nécessairement 
une  équation  aux  dérivées  partielles  du  quatrième  ordre,  linéaire  par  rapport 
aux  diiïcrentielles  du  quatrième  ordre. 

Il  montre  aussi  que  les  lignes  de  courbure  de  chacune  des  surfaces  ré- 
pondant à  la  question  peuvent  être  obtenues  par  des  quadratures  seulement. 

Weierstrass,  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  (Troi- 
sième et  dernier  article),  (i 271-1297). 

Dans  son  second  article,  M.  Weierstrass  avait  démontre  que  toutes  les 
valeurs  de  q  qui,  pour  une  valeur  donnée  de  /,  (les  valeurs  f  =  o,  1,  00  ex- 
ceptées), vérifient  l'équation 


rsr,(o,7)T    , 


étaient  nécessairement  de  la  forme 


g(îa-»-i)7rn-îp  \o%'^[t 


:ri 


où  4^(0  est   une  des   valeurs  de  «y  vérifiant  celte  équation,  valeur  reprcscntco 
par  une  série  convergente  pour  laquelle  nous  connaissons  la  loi  Hc  formation 
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des  coefficients;  cl  où  a^  p,  y,  §  sont  des  entiers  liés  par  la  relation 

(2a-f-i)(26-4-i)  — 4Py  =  i. 

II  lui  restait  à  démontrer  que,  quels  que  soient  les  entiers  que  Ton  prenne 
pour  oc,  p,  V,  û,  pourvu  qu'ils  soient  liés  par  la  dernière  relation,  Téquation 


ra.«>.g)T_, 

U.(o,9)J    ~ 


est  eiïectivement  vérifiée  par  la  valeur  de  q  que  nous  venons  d'écrire. 

Dans  son  troisième  Mémoire,  M.  Weierstrass  le  démontre  sans  faire  usage 
des  formules  de  transformations  linéaires  des  fonctions  âr.  On  peut  d'ailleurs 
prendre  pour  le  logarithme  qui  parait  au  numérateur  et  au  dénominateur  de 
l'exposant  de  e  l'une  quelconque  de  ses  valeurs. 

Ceci  posé,  soit  k  une  quantité  quelconque  donnée,  les  valeurs  A*  =  o,  i,  oo 
exceptées;  prenons  t  —  k*\  soit  alors  q  une  quelconque  des  valeurs  données 
par  la  formule  précédente;  formons  à  l'aide  de  cette  quantité  q  les  séries 
d(o,  ^),  âr,(o,  9),  âr,(o,  9),  âr,(o,  9),  puis,  u  désignant  une  variable  quel- 
conque et  X  désignant  pour  abréger  le  quotient 


u 


^\  (  o,  ^  ) 

formons  les  séries  3r(jr,  ^),  âr, (a?,  ^),  âr,(jr,  ^),  3r,(a:,  ^).  Nous  avons  alors, 
pour  les  trois  fonctions  elliptiques  sinam(i/,  Ar),  cosam(u,  Ar),  Aam(u,  Ar), 
trois  fonctions  univoques  de  <<  et  de  ^,  savoir 

sinam(M,Ar)=     ';     ^[  -^ — ^» 

2r.(o,^)   ^{x,q) 

eosam(.,Ar)  =  ^^-|^-^, 

âr,(o,^)   3r(ar,  ^) 

Mais  si,  au  lieu  des  fonctions  &(o,^),  &, (o,  ^),  2r,(o,  ^),  2rj(o,  q),  on  intro- 
duit k  dans  les  formules  précédentes,  il  vient 

sinam(ii,  k)  =  r— 1  -^ — 2_i, 

t^A-«   3r(x,^) 

M.  Weierstrass  montre  que,   dans  ces  formules,  chacune  des  deux  racines 

quatrièmes  y/A»  et  yj  \  —  k*  doit  être  extraite  de  manière  que  sa  partie  réelle 
soit  positive  et  ne  soit  pas  plus  petite  en  valeur  absolue  que  sa  partie  imagi- 
naire; la  quantité  q  doit  ensuite  être  déterminée  par  la  formule 


I  » 
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et  eobB  U  r^iino  iiuatrirnic  {if,  qai  f*^»it  *\in*  H:  x.  7  »  et  «laos  2r,(x«7)* 
tioil  ètiY  rçalement  fxtr^itf  <ie  in«Dttr«  que  ?>«  partie  nêrll«^  «oit  po«itiTc  et 
ne  <4.ût  |a<  plu5  potite  en  v^lear  al'^'-luf  qoe  si  fmrtie  imasioaire  :  dans  \c 
ca5>  fartîculirr  ou  X^  ti  par  <ui:c  aas«i  «f,  f<i  unt  qvaBlitê    oêçatÎTe.  il  faut 

que  le  qa-nieat  \ 'f  :  \  i'  i^'»l  p*->itîf. 

EntoB.  M.  \\ei<rr>tra^s  nl^•nt^e  que  I<q  feat  mettre  les  êqiiatioD«  qui  défi- 
•issent  les  trv^if  f*'OClu>ns  elliptiques  a  l'aiôe  des  qaatre   fonctions  ^  soas  une 

forme  ou  paraissent  votre  les  ncioes  qaaineiiie>  J  i^.  \  i  —  X»,  el  les  entiers  a, 
i,  l',  t,  UB  nombre  t  qui  est  celu:  de*  deu\  B<.mb-res  — i.  — i.  conrm  saivani 
le  m^xiule  ^  à  *a  —  1. 

Le  problème  qui  c\^ropïtie  la  ibe.r.e  euf-f^or  par  Jao:*bi  daas  son  Mémoire 
<ar  les  fonot^^o^  fïlifii^a^  d:n!  il  a  rt-'  plasie«r»  fois  fait  mention  peot 
ainsi  èlre  c^nsiJ^^rv  t"»>air.i-  «rtlitrta'.eti:  re>  îo. 

L<-r>qiie  If  m.."siu!:»  Je  1  —  t  <>î  pet.:,  la  scne  ••Stenoe  poar  Ç<  f  1  ne  con- 
^etïe  que  l^ctfni'rrî.  re  q^ii  :>:  d  sj»ac:a^?,;\  ^••«r  les  calcals  nQinêriqBCï. 
Vais  V.  \\e:er^îrj>*  m  ctnr  ;i::  T.  t  jeu:  ls:-a;-*'ur«>  dednire  de  cette  série 
d'antres  e\pre>s.  as  telles  ;u'.  /  a>As:  cte  valeur  d-^nnee  quelconque.  Vmmt 
an  m^^ins  lîe  ce^  •\rr;>s  rs  oc^.-fc-e  rarraitemeol  an^  calonls  nninenqnes: 
la  c\^n\erif  s.'e  e>:  e:^me  rnr*  r*:«ir. 

Vpnrsa^Hr  ùraa->a:rr  -^r  ir-  **  .:.-r:  :     i-fa\  qce'c'-er^nes  de  ses  fonctioas  2r 
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appliqué  la  théorie  du  magnétisme  induit  et  le  principe  de  la  conservation  de 
l'énergie  à  l'étude  des  déformations  des  liquides  aimantés  ou  polarisés.  Dans  ce 
ras  une  constante  spécifique  relative  à  l'influence  du  changement  de  densité  du 
milieu  est  nécessaire  outre  la  constante  magnétique  ordinaire.  Kirchhoiï montre 
({ue,  pour  des  solides  isotropes,  il  faut  une  troisième  constante,  relative  à  Tin- 
fluence  d'une  dilatation  linéaire;  il  termine  en  annonçant  la  concordance  de 
ses  résultats  avec  ceux  de  M.  Lorberg,  publiés  dans  le  numéro  de  février  des 
Annales  de  Wiedemann,  Bd.  XXI,  p.  3oo  :  Ueber  Electrostriction. 
Le  Mémoire  de  Kirchhoiï  est  divisé  en  quatre  paragraphes  : 

1.  Théorie  du  magnétisme  induit  pour  une  masse  de  fer  déformée  d'une 
manière  arbitraire.  En  appelant  9  le  potentiel  total  des  forces  magnétiques, 
l'auteur  admet  que  l'intensité  d'aimantation  en  un  point  est  la  résultante  de 
trois  intensités  dirigées  suivant  les  dilatations  principales,  et  égales  au  produit 
de  la  composante  de  la  force  magnétisante  suivant  cette  même  direction 
par  le  coefficient  A-  —  (  X,  -f-  X,  -♦-  X, )  Ar'  —  X,  Ar' ;  X,,  X„  X,  sont  les  trois  dilata- 
lions  principales,  A',  A',  k'  les  trois  coefficients  d'aimantation  déjà  signalés. 
Cela  lui  permet  de  former  la  valeur  du  potentiel  induit,  et  une  certaine  fonction 
W  dont  la  variation  est  nulle  pour  l'état  d'équilibre.  Dans  le  §  2,  Kirchhoiï 
forme  les  variations  de  W  pour  un  petit  déplacement,  soit  des  aimants,  soit  du 
fer  doux.  Au  cours  de  cette  dernière  recherche  s'introduisent  les  forces  magné- 
tiques qui  agissent  sur  l'unité  de  volume  de  fer;  Kirchhoiï  montre  dans  le  §  3 
comment  les  recherches  pour  les  connaître  sont  vaines,  le  théorème  du  té- 
traèdre n'étant  pas  applicable  à  l'intérieur  du  fer  doux.  Enfin  il  termine  dans 
le  quatrième  paragraphe  par  la  théorie  du  condensateur  sphérique  à  diélec- 
trique solide. 

Ilelmholtz.  —  Éludes  sur  la  statique  des  systèmes  monocycliques. 
Premier  Mémoire.  (159-180).  Deuxième  Mémoire.  (3ii-3i8). 

Kronecker.  —  Démonstration  de  la  loi  de  réciprocité  des  restes 
quadratiques.  (5 19-537). 

Soient  n  un  nombre  impair  positif  quelconque  et  3  une  fraction  comprise  entre 

o  ^17-  Le  signe  du  reste  obtenu  en  retranchant  de  la  quantité  /la  le  nombre 

entier  le  plus  rapproché  est  aussi  le  signe  de  l'expression  tang/isr.  Mais  on 
peut  remplacer  tang/iaïc  par  le  produit 

n  —  \ 
f[lang(a-yzcot(a4-J-^)it. 

Or  les  arguments  de  chacune  des  tangentes  et  cotangentes  qui  paraissent 

dans  ce  produit  sont  compris  entre  —  —  et  -♦-  -  ;  chacune  de  ces  tangentes  et 

rotangentcs  a,  par  suite,  même  signe  que  son  argument.   Donc   le  signe  du 
reste  obtenu  en  retranchant  de  la  quantité  n  %  le  nombre  entier  le  plus  rap- 


Il  Mt  facile  dr  iraostormcr  l'ifnonc*  <ip  c(-  lli 
Ix  nombrt  dra  /raelinnt 


a-.),' 


tituéet  Itort  de  l'intervalie  comprit  entre  te*  quantité  a  et 

ou  impair  lulvant  que  le  nombre  entier  le  plia  rapproché  de  la  quantité 

na  ut  plut  petit  ou  plut  grand  que  ni. 


Dru  le  cas  particulier  où  a 
l'un  quelconque  de»  oombrea 


>  m  éUDt  un  nombre  impair  potiiif  et  h 


00  déduit  du  théorème  précédent  la  congruence 

oii  h'  désigne  celui  des  nombres  i,  3,  .,.,  ^{m  —  i),  qui  est,  en  valeur 
iolue,  congru  au  nombre  nk  suivant  \e  module  m,  et  uii  le  symbole  sgu 
dire  signe  du  produit  qui  suit. 

Écrivons  successivement  celle  congruence  pour  ft  =  i,  i,  . . .,  J(ni  —  i); 
tiplions  entre  elles  les  ^  (m  —  i)  congruences  ainsi  obtenues;  il  viendra 


"'^n'-n'-«"nn(^-9(^-;,-0'  '■"--■"'■ 

Si  m  est  un  nombre  premier,  on  aura  donc,  en  désifinanl  par  (  —  |  Ici  symbole 
de  Lcgendre,  l'égalité 

Si  m  et  n  sont  des  nombres  premiers,  on   déduit  immédiatement   de  cetle 
égalité  que  le  produit 
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est  égal  à 

(m-l)(n-n 

(-1)  4 

Dans  la  démonstralion  précédente  on  n'a  fait  usage  qu'au  début  des  propriétés 
des  fonctions  trigonométriques  pour  établir  un  premier  théorème  qui,  lui  déjà, 
n'a  qu'un  caractère  purement  arithmétique.  Toutes  les  déductions  qui  suivent 
conservent  ce  caractère;  on  n'y  fait  usage  que  de  nombres  rationnels. 

Dès  lors,  M.  Kronecker  s'est  demandé  s'il  ne  serait  pas  possible  d'établir 
aussi  le  premier  théorème  sans  faire  usage  des  fonctions  trigonométriques.  Il  y 
est  parvenu  par  un  raisonnement  purement  arithmétique  et  bien  simple  que 
l'on  trouvera  (p.  5 19  et  620)  au  commencement  de  son  article. 

La  nouvelle  démonstration  que  M.  Kronecker  a  ainsi  donnée  du  théorème  de 
réciprocité  des  restes  quadratiques  est  sans  doute  la  plus  simple  que  l'on  con- 
naisse; c'est  à  coup  sûr  la  plus  naturelle,  la  plus  dénuée  d'artifices. 

Dans  le  même  article  M.  Kronecker  compare  sa  nouvelle  démonstration  à 
celle  qu'il  avait  donnée  dans  les  Monatsberichte  de  1876,  p.  33 1,  et  qui  repose 
aussi  sur  la  représentation  du  symbole  de  Legendre  par  le  signe  d'un  double 
produit.  Il  reprend  ensuite  cette  démonstration  de  1876  et  montre  comment  on 

peut  la  simplifier.  Il  y  définissait  le  symbole  f  —  |  en  posant 

m  —  i  n  — 1 


©='«"nn(^-^) 


h  =  \   k=  I 


et  montrait  que  le  symbole  l  —  ]  ainsi  défini  est  identique  à  celui  de  Legendre. 
Or  toute  la  première  partie  de  la  démonstration  est  plus  simple  si  l'on  définit 
le  symbole  (  —  J  en  posant 


m  —  \  n  — ! 


il) = '«"  n  n  (^  -  ^)(^  -*-  ^  -  0- 

Une  fois  que  l'on  a  démontré  que  le  symbole  ainsi  défini  est  bien  le  symbole 
de  Legendre,  on  voit  facilement,  en  tenant  compte  d'une  congruence  analogue 
à  celle  dont  il  a  été  fait  usage  plus  haut,  que  le  symbole  de  Legendre  peut 

aussi  être  représenté  par  le  signe  du  produit,  pour  /i  =1,  2,  ..., ,    des 

a 
fi/i 
restes  obtenus  en  retranchant  de  la  quantité  —  le  nombre  entier  le  plus  rap- 
proché. 

M.  Kronecker  démontre  aussi  directement  ce  dernier  théorème  en  suivant  la 
même  marche  que  M.  Schering  {Acta  maihematica,  t.  I).  Comparez  aussi 
ScHERiNQ,  Monatsberichte,  1876,  p.  33o,  et  Kronecker,  Monatsberichte,  p.  33i; 
1876. 

Il  nous  reste  à  signaler  un  procédé  bien  élégant  donné  par  M.  Kronecker 
pour  déterminer  la  valeur  du  symbole  de  Legendre  dans  chaque  cas  particulier^ 


«I    (maKfca   ■ 


(^) 
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rapproché,  el  continuant  ainsi  jusqu'à  /i^  =  ih  1.  Puis,  former  la  suite 

des  valeurs  des  signes  des  nombres  n  précédents.  Soient  alors  ^  le  nombre  des 
changements  de  signes  dans  la  série 

et  4^'  le  nombre  de  changements  de  signes  dans  la  série 

1    V     V  V 

La  valeur  du  symbole  de  Legendrc  ( ^)  est  donnée  par  l'égalité 


(-  a = '- 


I)    «     ■ 


Kronecker,  —  Démonstration  d'une  formule  de  Calcul  intégral 
due  à  Jacobi.  (539-54o). 

Il  s'agit  de  la  formule 

/     f{cosx)cosnxdx= — =-= ; ■    /      f^''Hcosx)s\ti*'*x  dx, 

Jo  i.3.5...(2/i-i),/q     j     \  I 

dans  laquelle  n  désigne  un  nombre  entier  positif  quelconque  et  /(**)  la  dérivée 
„.*ai«  jje  la  fonction  /.  Elle  a  été  donnée  par  Jacobi  dans  le  Journal  de  Crelle, 
t.  15,  p.  3,  et  est  utile  lorsque,  ayant  développé  une  fonction  en  série  de  Fourier, 
on  veut  calculer  la  valeur  des  coefficients  de  ce  développement. 

M.  Kronecker  démontre  cette  formule  par  induction,  de  la  manière  suivante. 

Si  l'on  écrit  le  premier  membre  de  la  formule  en  prenant  pour  n  successive- 
ment trois  entiers  consécutifs  (/i  — i),  /i,  (/i-i-i),  on  obtient  trois  intégrales 
qui  sont  manifestement  liées  par  la  relation 


cosx)  cos(/i  -\-\)xdx 


-f-    /     /(cosx)  cos(«  —  i)j:  rfj:  —  2   /      ç.Oixf{cosx)cosnxdx-=.o. 

M.  Kronecker  démontre  que  les  trois  intégrales  obtenues  en  écrivant  le  se- 
cond membre  de  la  formule  pour  {n  —  i),  /i,  (/1-+-1)  sont  liées  par  la  même 
relation,  c'est-à-dire  que  Ton  a 

I     /"■*■'"{ cos X )  sin"'+*xdx -{-{\n' -- i)    1     f^"^*)  {cosx)  sin*''-*x  dx 

—  2(2/14-1)    /      lcosx/('*^cosx) -i- n /('*-*) {cosx)]sïn*'' xdx  =  o, 

dans  le  ras  où' la  fonction  /(cosx)  que  l'on  considère  et  toutes  ses  dérivées 
sont  finies  et  continues  dans  l'intervalle  de  cosj?  =  —  i  à  cos  j?  =  -h  i. 

/iull.  des  Sciences  malhém.,  2*  série,  t.  XIL  (Février  1888.)  R.2 


i8  SECONDE  PARTIE. 

Il  en  résulte  que,  si  Ton  suppose  la  formule  de  Jacobi  démontrée  pour  (/i  —  i) 
et  rif  elle  est  aussi  démontrée  pour  (/i-f-i).  Il  suffit  donc  de  la  vérifîer  pour 
/i  =  I  et  pour  n  =  2. 

Kronecker.   —  Démonstration  du  théorème  de  Puiseiix.  (543- 
548). 

On  sait  que  les  recherches  générales  concernant  rcxistcncc  de  développements 
et  les  développements  effectifs  des  fonctions  algébriques  en  séries  entières  sont 
longues  et  difficiles.  Il  semblait  cependant  nécessaire  de  supposer  ces  re- 
cherches entièrement  effectuées  pour  démontrer  rigoureusement,  à  Taide  de 
développements  en  séries  entières,  le  théorème  que  Puiscux  a  donné  pour  la 
première  fois  dans  le  Journal  de  Liouvillc^  t.  IG,  p.  221.  C'est  ce  qui  a  amené 
M.  Kronecker  à  chercher  une  nouvelle  démonstration  du  théorème  de  Fuiseux 
basée  sur  les  mêmes  principes  et  toutefois  indépendante  de  ces  recherches  gé- 
nérales. Il  y  est  parvenu  à  l'aide  d'une  transformation  bien  simple  de  la  va- 
riable indépendante. 

Mais  M.  Kronecker  ne  se  contente  pas  de  démontrer  que,  si  une  fonction 
univoque  de  -s, /(s)  =y  vérifie  une  équation 

*ï»(r»s)  =  9o(«)>'"-*-?.(^)r""'+----+-?»(^)  =  o. 

dont  les  coefficients  9(3)  sont  des  fonctions  rationnelles  entières  delà  variable 
z  et  dont  le  discriminant  n'est  pas  nul,  cette  fonction  f{z)  est  nécessairement 
une  fonction  rationnelle  de  la  variable  z.  Il  représente  en  outre  cette  fonc- 
tion rationnelle  de  z  par  une  intégrale  qui  est  à  effectuer  le  long  d'un  cercle 
de  rayon  infiniment  grand, 

où  m  est  le  degré  de  <^  ( r,  z)  par  raj)porl  à  z.  Et  l'on  peut  vérifier  sur  cette 
formule  que  le  second  membre  est  une  fonction  rationnelle  de  z^  précisément 
lorsque  les  deux  hypothèses  du  théorème  do  Puiscux  sont  réalisées,  l'une  que 
/(-s)  est  une  fonction  univoque  de.  la  variable  -s,  l'autre  que  j'  =f{z)  vérifie 
l'équation  écrite  plus  haut,  *l*{y,  z)  =  o. 

J.  M. 


ANNALES  SCIENTIFIQUES  DE  L'ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE,  publiées 

sous   LES   AUSPICES   DU  MUNISTRE   DE   L'INSTRUCTION   PUBLIQUE,  PAR  UN  COMITÉ 
DE  RÉDACTION  COMPOSÉ  DE  MM.  LES  MAÎTRES  DE  CONFÉRENCES  DE  l'ÉcOLE  ('  ). 

Troisicmo  série,  t.  III,  1S86. 

Appell.  —  Sur  les  fonctions  périodiques  de   troisième    espèce. 
(9-42). 


(')  Voir  nullclin,  X„  p.  a36. 
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L'auteur  applique  à  divers  exemples  la  méthode  de  décomposition  en  élé- 
ments simples  des  fonctions  doublement  périodiques  de  troisième  espèce  (voir 
Annales  de  l'École  Normale j  3'  série,  t.  1  et  II).  Ces  applications  sont  re- 
latives à  des  fonctions  qui,  mises  sous  la  forme  du  quotient  de  deux  produits 
de  fonctions  0,  contiennent  plus  de  B  au  numérateur  qu'au  dénominateur. 
M.  Appell  s'attache  principalement,  la  fonction  étant  décomposée  en  une 
somme  d'clémcnls  fractionnaires  simples  et  une  partie  entière,  à  la  détermina- 
tion de  la  partie  entière. 

Soit  F(z)  une  fonction  uniforme  vérifiant  les  deux  relations 

mnzi 

F(2-+-2K)  =  F(z),        ¥{z-\-iiK')-e        ^¥{z), 

011  m  est  un  entier  positif.  Si  Ton  appelle  a,  6,  ...,  /  les  pôles  dans  un  paral- 
lélogramme des  périodes,  A,  B,  ...,  L  leurs  résidus,  /,„(«,  5)  l'élément  de 
décomposition  relatif  au  pôle  a,  G (5)  une  fonction  entière,  on  peut  écrire 

F(5)=-Ax„(a,z)-Bx„(6,5)-...-Ly,„(/,5)4-G(5). 

M.  Appell  détermine  G(c)  en  appliquant  une  méthode  qui  revient  à  celle  des 
coefficients  indéterminés.  Posant 

.L    r,  ,^       ."""'LT'"      "'(")       ll(j+»-»-mK)'^H(^-«,) 
+„(^,«)=«        >"         n(z-o^)  ll(i-mK) 11  H(a-Ô' 

V  =1 

où  a,,  a„  .. .,  a^  désignent  des  constantes  arbitraires  dont  la  somme  est  5,  et 
appelant  G,  (-3),  G,  (i;),  . . .,  G^(5)  les  résidus  de  tj/^  aux  pôles  a  =  a,,  a  =  a,, 
...,  a  =  a^,  on  a  pour  déterminer  G (5)  la  formule 

0{z)  =  \G,{z)-^\0,{z)^\^G„{z), 
où 

\  =  F(Oy)  -+-Ax«,(a»«v)-*-..--HLx«(/,  fly),  (v  =  i,Q,  ...,m). 

Une  autre  méthode,  employée  par  M.  Hermite  pour  les  fonctions  de  première 
et  de  deuxième  espèce,  permet  d'établir  la  formule  de  décomposition  et  de 
déterminer  en  même  temps  la  partie  entière  sous  la  forme 

où 

.  /I  -=  -+-  «o 

g["'\z)  =  e   ^       >      c"~K      ^««(«-OfJ-v^  (v  rT:o.i,a,  ...,m  — I), 

et 

Vo=  -(A, -f-A„),        X^  =  A„  (v  =  i,2,...,m  — 1). 

2 

M.  Appell,  d'ailleurs,  indique  un  procédé  plus  élémentaire  pour  le  calcul  des 
coefficients. 

Tannery  (J*)»  —  Deux  leçons  de  Cinématique.  (43-8o). 

Cette  Note  est  à  très  peu  près  la  reproduction  des  Leçons  professées  par 
M.  Tannery   à    la   Sorbonne   en  1880.   Les   formules   et   les  constructions   qui 
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(loniioQt  les  éléments  de  la  courbure  des  trajectoires  d'un  point  d'un  solide, 
mobile  parallèlement  à  un  plan  fixe  ou  autour  d'un  point  fixe,  y  sont  déduites 
des  propriétés  relatives  à  l'accélération.  Cette  marche,  qui  est  la  plus  naturelle, 
met  nettement  en  évidence  la  généralité  de  ces  formules  et  de  ces  construc- 
tion*; elle  permet  très  simplement  de  mener  parallèlement  les  démonstrations 
analytiques  et  géoméiri(|ur»4.  ces  dernières  fondées  sur  quelques  principes  de 
la  géométrie  drs  segments  de  droite  dont  M.  Tannery  reprend,  d'après  Mubius, 
l'exposé  systématique. 

Markoff,  —  Exti*ail  d'une  lettre  adressée  à  M.  Hermile.  (81-88). 

Solution  détaillée  et  généralisation  d'un  problème  posé  et  résolu  sans  expli- 
cation par  M.  TchebycheiT  : 

Une  masse  donnée  doit  être  distribuée  sur  un  segment  de  dr^-^ite  de  longueur  /. 
Soient  V  et  a  les  distances  à  l'origine  d'un  point  variable  et  d'un  point  fixe  du 
seginoiil,  /(.)')  la  densité  au  point  d'abscisse  y.  On  demande  de  répartir  la 
inasso  de  façon  que  les  intégrales 

f  /(y)<h\        I    y/(y)^fy /  y"/{y)(iy 


•  0  •  (»  «  (» 

aienl 


il  des  valeurs  données  et  (juc  la  mas^o    /     fir)  </>'  du  segment  de  longueur 

•  0 
a  soit  un  maximum  ou  un  minimum. 

Goiirsat.  —  Sur  les  fonctions  d'une  variable  analogues  aux  fonc- 
tions liypergéomélriques.  (io"-i3()). 

Rieniann  a  montré  que  les  fonrlions  liy|)er2»''oni«'triqu('s  sont  fb''nnios  par 
leurs  points  de  rainifiration  r*t  les  (.•xpovanls  <ie  disconlinuilé,  cnlrc  lesquels 
doit  exister  une  rorlainc  relation.  Si  l'on  elicnlie  à  élcndre  lu  définilion  de 
Hicmann  aux  intégrales  d'équations  linéaires  d'ortlre  supérieur  an  ser<»nd  ou 
ayant  plus  de  trois  points  crili(|ues,  il  faut  iniposeï"  à  ees  intr>;;r<iles,  outre  les 
rondilions  de  Hieinann,  d'antres  conditions  d'ailleurs  arbitraires.  Les  plus 
sini[)Ies  eonsislent  à  sup{>oser  (|ue,  «lans  le  domaine  do  (iueli]ues-uns  des  points 
erili<|ues,  il  existe  plusieurs  branches  linéairement  in<ié[)en(iantes  telles  que  le 
(|uolieiit  (le  deux  d'entre  elles  est  uniforme  dans  ce  domaine.  Soit  alors 

l'écinalion  linéaire  à  eoeffieienis  rafi«»nn«Ms  et  à  mh'^^rale^  r(''i;iili«"i-es  a\anl  g 
points  sin;;uiiers  a^,a^,   ...,  (t,^  (y  (•om|>|•i^  ./'     '  >:  ),  «>ù 

y  (  ^ )  -^  ('  .r  --  c/,  )  (  ./•       a,)...'  j'       a.    .  ; . 

et  où  h\_Jx),  ....  l''„,--_,  (^)  sont  des  polynômes  d'un  (!«';;r«'  au  plus  é^al  à  leur 
indire.  Pour  déterminer  le^  roefliei<mls  ineonnus  de  ees  p'»l\  ti«'imes,  les  con- 
ditions im[W)sées  aux  intégrales  eonclnisent  à  n'-sondre  en  nombres  entiers  el 
positifs  certaines  é(|ualious  arithméti^pies.  (^»nnais>anl  un  '^y^lèm^  de  «solutions, 
le  calcul  des  coeflicients  est  ramené  à  la  r<''»)lution  d'un  système  <i'é(iuations 
algébriijiies  (jui.  dans  un  cas  particulier  (dans  kNjuel  irnticnl  (l'ailleurs  tous 
les  autr<"s),  se  réduisent  au  premier  deqré. 
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Voici  en  termes  plus  précis  comment,  se  pose  dans  le  cas  en  question  le  pro- 
blème de  Hiemann  généralisé  : 

I*  Chacune  des  intégrales  y  est  holomorphe  pour  toute  valeur  de  x,  sauf 
dans  le  voisinage  des  points  a,,  «,,  ...,  a    ^^  oc; 

Q**  Quand  on  fait  décrire  ù  la  variable  un  chemin  fermé  ne  passant  par  aucun 
point  critique,  les  valeurs  finales  de  y  sont  liées  aux  valeurs  initiales  par  des 
relations  linéaires  et  homogènes  à  coefficients  constants; 

3"  Dans  le  domaine  du  point  singulier  a.(i  =  i,  2, . . .,  p),  on  a  m  branches 
indépendantes  qui  se  partagent  en  ^,  groupes  comprenant  respectivement 
Wi**,  /w'j",  ...,  mj^"  fonctions.  Les  branches  du  A'*"*  groupe  sont  de  la  forme 

y  -^  {x  —  a.)  *  V^{x  —  a.), 

où  Pt(:F  —  a,)  représente  une  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances 
croissantes  <Ic  x  —  «,; 

4*  Les  nombres  ni'lJ  vérifient  les  équations 

y    y  '  ni\:{m'^:-  -^y)  _  ^  _  ^^^  V{m-i){^-'i)  1 


2^   '"A 


tti/.^  =  m^  (1  =  î,  2, ...,  p). 


et  entre  les  exposants  vjjf^  on  a  la  relation 

/  =  p  Ar  =  À, 

11  y  a  deux  types  de  celte  espèce  pour  le  troisième  ordre,  six  pour  le  qua- 
trième. 

Toutes  CCS  équations  jouissent  d'une  propriété  importante.  On  peut,  par  des 
calculs  algébriques,  déterminer  les  substitutions  que  subit  un  système  fonda- 
mental d'intégrales  convenablement  choisi  quand  on  fait  décrire  à  la  variable 
un  contour  fermé.  Les  coefficients  de  ces  substitutions  sont  des  fonctions  algé- 
briques dans  le  domaine  des  points  critiques  et  ne  dépendent  pas  des  points 
critiques  eux-mêmes. 

Marchand,  —  Sur  le  changement  de  variables,  (i  3^-1 88  et  343- 

388). 

L'auteur  montre  que  l'expression  des  coefficients  de  la  série  de  Taylor,  ob- 
tenue par  Wronski  en  laissant  indéterminée  la  variable  indépendante,  n'est 
autre  que  la  formule  générale  du  changement  de  variable 

dx         o        ...  o  dy 

d^x      d*x*     ...  o  d'y 

f     d'^y         i  d'^x    d'^x*     ...     d'^x'"*    d'*'y 
wî  dx"^  I.  i.T.  1.2.3. . .  1,2. .  .m  c/x'"*     •♦'"î 
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Par  de  nombreuses  applications,  il  cherche  à  mcllre  en  relief  la  valeur  pra- 
tique de  cette  formule  et  d'une  autre  équivalente  où  les  calculs  sont  développés 
sans  termes  inutiles. 

Dewndf,  —  Elude  sur  les  surfaces  gauclics.  (189-200). 

Soient  S  une  surface  gauche;  A  une  de  ses  génératrices;  ji,,  |i„  jjl,  trois  points 
de  A;  M,,  M,,  M,  les  plans  tangents  en  ces  points.  Un  plan  P  perpendiculaire 
&  A  coupe  ces  trois  plans  suivant  trois  droites  m,,  m,,  m,.  Si  dans  un  plan 
quelconque  passant  par  A  on  décrit  sur  {x,  {x,  un  segment  capable  de  Tangle 
(m,,  mj  et  sur  jj.,|ji,  un  segment  capable  de  Tangle  (m,,  m,),  les  deux  segments 
se  couperont  en  un  point  p  qui  sera  le  centre  du  faisceau  m„  w,,  m,  mis  en 
perspective  avec  la  division  ji,,  ji,,  ji,. 

Ce  point />,  que  M.  Devvulf  appelle  le  centre  perspectif  de  A  par  rapport  à  S, 
et  qui  est  identique  au  point  représentatif  de  M.  Mannhcim,  jouit  de  pro- 
priétés intéressantes.  L'auteur  en  déduit  les  notions  de  point  central,  de  plan 
central,  de  paramètre  de  distribution.  Il  montre  comment  la  théorie  du  centre 
perspectif  conduit  aisément  à  celle  des  normalies,  de  la  courbure  des  surfaces 
et  des  pinceaux  de  rayons. 

Stieltjes.  —  Recherches  sur  quelques  séries  semi-convergentes. 
(aoi-256). 

Le  but  de  ces  recherches  est  l'évaluation  approchée  des  fonctions  F  (a)  déve- 
loppablcs  en  séries,  telles  que 

m.       tn.  ni.       „ 

•        a         a"  a**  " 

que  l'on  ne  pourrait  continuer  indéfiniment  au  point  de  vue  du  calcul  numé- 
rique, car  la  série  serait  divergente.  Il  n'est  permis  d'utiliser  ce  développement 
qu'après  une  discussion,  généralement  fort  dclicale,  du  terme  complémen- 
taire R„. 

Pour  un  grand  nombre  de  séries  à  termes  allerncs,  on  a  prouvé  que  la  valeur 
de  F(a)  est  comprise  entre  les  sommes  de  n  et  de  /i  -f- 1  termes. 

Pour  les  séries,  beaucoup  plus  difficiles  à  éludicr,  où  les  coclTiricnts  sont  de 
même  signe,  le  vrai  problème  à  résoudre  est,  suivant  M.  Stieltjes,  la  détermi- 
nation du  rang  du  reste  \\^  qui  change  de  signe,  c'esl-à  dire  la  résoliilion  de 
l'équation  transcendante  H„  —  o.  Soit  n  le  premier  nombre  entier  supérieur  à 
la  racine;  la  valeur  exacte  de  F  (a)  est  aloi-s  comprise  entre  deux  lifiiiles  dont 
la  dillérence  est  égale  au  premier  terme  euiployé  T„.  Si  mèiiie  la  nicine  est  rd)- 
tenue  avec  une  large  approximation,  l'erreur  eoniinisc  snrI''(<T)  sera  seulement 
une  fraction  très  faible  de  T^.  Dans  tous  les  exeiii|)les  traités  par  lautcur  se 
présente  cette  circonstance  favorable  que  le  clianî^einent  de  s.i,^rle  de  Iî„  a  lieu 
dans  le  voisinage  du  plus  petit  terme. 

La  plus  simple  des  séries  étudiées  par  M.  Stielijes  est  lournic  par  le  dévelop- 
pement du  logarithme  intégral 

,.,      ,  I  I  I  I .  T  \  .^. .  An  —  \)       ,1 

^      '  L<7        a'         a  a"  "  \ 

(/v. 

...        I  —  i." 
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Comme  il  s'agit  d'uD  développement  suivant  les  puissances  décroissantes  de 
n,  on  peut  réduire  les  limites  de  l'intégrale  ci-dessus  à  des  quantités  i  —  hf 
i-hk  très  voisines  de  l'unité,  ce  qui  permet  d'obtenir  la  racine  N  de  Téquation 
R^=  o  par  la  méthode  du  retour  des  suites.  On  trouve 

N  =  a—  ^  — 


3       4^5a       Q55ija* 


avec  une  approximation  du  même  ordre  que  e-* 


v/?- 


Cet  exemple  permet  de  comprendre  comment  M.  Stieltjes  traite  d'autre  cas 
plus  compliqués  :  développement  des  transcendantes 

Jr'*  sin au    ,  P     u cos au   ,        ,      _,     .. 


des  intégrales  de  l'équation 

d'z       \   dz 


da*    '    a  da  ' 


et  finalement  de  la  fonction 


déjà  considérée  par  M.  Schlômilch. 

Guiehard.  —  Applications  de  la  théorie  des  cubiques  gauches. 

(259-262). 

On  prend  cinq  points  quelconques  et  un  plan  P.  On  considère  toutes  les 
droites  qui  joignent  ces  cinq  points  deux  à  deux,  puis  on  marque  leurs  traces 
sur  le  plan  P.  Les  dix  points  ainsi  obtenus  donnent  une  figure  composée  de 
deux  triangles  homologiqucs,  de  leur  centre  et  de  leurs  axes  d'homologie,  dans 
laquelle  on  peut  distinguer  cinq  quadrilatères.  Par  les  cinq  points  choisis  et 
un  point  arbitraire  R  du  plan  P^  on  fait-passcr  une  cubique^  que  Ton  projette 
successivement  des  cinq  points  sur  le  plap.  On  obtient  ainsi  cinq  coniques 
passant  par  R  et  circonscrits  aux  cinq  quadrilatères. 

Toutes  ces  coniques  passent  par  les  deux- attires  points  d'intersection  de  la 
cubique  avec  le  plan. 

Théorème  analogue  quand  on  prend  six  points  au  lieu  de  cinq. 

Ki rc hhoff  (iradith  parDuliem).—  Sur  la  théorie  des  rayons  lu- 
mineux. (3o3-342). 

M.  Kirchhoff  se  propose  d'expliquer,  par  des  raisonnements  beaucoup  plus 
rigoureux  que  ceux  d'Huygcns  et  de  Fresnel,  la  formation  des  rayons  lumineux, 
leur  rcflcxiçn,  leur  réfraction  et  leur  dilfraction. 

Le  point  de  départ  de  sou  analyse  très  délicate  est  un  lemme,  déjà  utilisé  par 
M.  Helmhollz  dans  sa  théorie  des  tuyaux  sonores,  et  qui  se  dédui-t  de  l'appli* 
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cation  du  Ibéoréme  de  Green  aux  fonctions  vérifiant  l'équation 

Ce  lemme,  qui  constitue  une  forme  plus  précise  et  plus  générale  du  principe 
d'Huygens,  montre  que  le  mouvement  de  l'élher  à  l'intérieur  d'un  espace  limité 
peut  être  regardé  comme  provenant  d'une  couche  de  points  lumineux  distribués 
sur  la  surface  terminale. 

Le  problème  général  de  l'Optique  se  pose  dans  les  termes  suivants.  Dans 
l'espace  indéfini,  rempli  parl'éther  homogène,  se  trouve  un  point  lumineux  i.  Il 
engendre  un  mouvement  auquel  correspond  une  certaine  fonction  o'.  Si  dans 
l'espace  on  introduit  un  corps  étranger,  le  mouvement  est  modifie;  la  fonction 
9'  se  transforme  en  la  fonction  9;  le  problème  consiste  à  déterminer  9  pour 
tout  point  o  extérieur  au  corps.  L'application  du  lemme  donne  alors 

4 1:9  (  o  )  =  4  ~9'  (  o  )  -h"/  Q  dSf 

fQds  étant  une  certaine  intégrale  qui  s'étend  à  toute  la  surface  du  corps. 

M.  Kirchhoiï  évalue  cette  intégrale  en  supposant  la  longueur  d'onde  ^  infini- 
ment petite  et  le  mouvement  lumineux  donné  par  la  loi  simple 


I  fr 

—  cosaTri  -- 
/•.  Va 


\      t) 


Dans  ces  conditions,  l'intégrale  considérée  est  égale  à  o,  si  la  ligne  droite 
qui  joint  les  points  1  et  o  ne  rencontre  pas  la  surface  S;  elle  est  égale  à 
±4*^^  ?(o),  si  cette  droite  rencontre  la  surface  S  à  distance  finie  de  son  con- 
tour. Ces  deux  théorèmes  contiennent  toutes  les  lois  de  l'Optique  géométrique. 

Les  phénomènes  de  diffraction  correspondent  au  cas  où  la  droite  en  question 
passe  par  les  points  du  contour. 

Gomes  Teixeira.  —  Sur  le  théorème  d'Eisensteiii.  (389-.390). 

Démonstration  élémentaire  d'un  théorème  qui  comprend  celui  d'r.isenslcin 
sur  les  séries  entières  qui  satisfont  à  une  équation  aIgobri<|uc. 

Sauvage.  —  Sur  les  solutions  régulières  d'un  système  d'équations 
difTérentielles.  (391-404). 

On  doit,  comme  on  sait,  à  M.  Tuchs  re  théorème  fondamental  : 

L'équation  différentielle  linéaire 

(l"y  _  P,(jr)   rf^'-'r    .  l^^('^) 

dx"*       X  -    a  dx'"  '  "^••-  ^  f^j^^_(iy»^  ' 

où  les  fonctions  P(x)  sont  uniformes  et  continues  dans  le  domaine  du  point 
a,  admet  dans  ce  domaine  un  système  fondamental  d'intégrales  de  la  forme 

?o-î-  ?,  'og(«27  —  flr)  -}-. . .—  9„[log(a:  —  a)]"*  (.r  —  cr )". 

dont  les  éléments  9^,  9,,  .. .,  9^  sont   réguliers,  c'est-à-dire  uniforme?  dans   le 
domaine  du  point  a  et  infinis  d'ordre  fini  pour  x  —  n. 
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M.  Sauvage  étend  ce  théorème  aux  systèmes  d'équations  difTérentielles  li- 
néaires de  la  forme 

i^  —  ^o)-^  =a.,r.-+----+o.»r,.>  (1  =  1, 2,. ..,n), 

où  les  coefficients  a  sont  holomorphcs  dans  le  domaine  du  point  a:^.  Il  montre 
que  toutes  les  solutions  de  ce  système  peuvent  être  composées  linéairement 
avec  des  solutions  régulières  dans  le  domaine  de  x^.  Ce  système  n'est  d'ailleurs 
pas  le  seul  qui  jouisse  de  cette  propriété. 

Dewulf.  —  Sur  une  transformation  géométrique  générale  dont 
un  cas  particulier  est  applicable  à  la  Cinématique.  (4o5-43i). 

L'auteur  rattache  la  théorie  des  mouvements  plans  aux  théories  de  la  Géo- 
métrie projective.  Cette  marche  conduit  à  des  conséquences  nouvelles,  dont  la 
plus  intéressante  est  celle  qui  permet  de  construire,  au  moyen  de  deux  cône», 
le  lieu  des  centres  de  courbure  des  trajectoires  des  points  d'une  courbe. 

Robin.  —  Sur  la  distribution  de  l'électricité  à  la  surface  des  con- 
ducteurs fermés  et  des  conducteurs  ouverts.  (Supplément,  3- 

58). 

Dans  la  première  Partie  de  son  travail,  l'auteur  établit  une  équation  fonc- 
tionnelle à  deux  variables  indépendantes  qui  régit  la  distribution  de  l'électricité 
à  la  surface  des  conducteurs  fermés.  Il  applique  cette  équation  à  la  recherche 
de  la  distribution  électrique  sur  les  sphéroïdes  sensiblement  différents  de  la 
sphère;  an  sait  que  Poisson  s'était  borné  au  cas  où  le  sphéroïde  est  infiniment 
voisin  de  la  sphère. 

La  deuxième  Partie  traite  des  conducteurs  ouverts,  tels  que  les  calottes,  les 
zones.  L'auteur  montre  comment,  sachant  trouver  la  couche  simple  qïi  équilibre 
sur  la  surface  géométrique  du  conducteur,  on  peut,  par  une  simple  quadrature, 
répartir  cette  couche  entre  les  deux  faces.  11  ramène  ensuite  le  problème  de  la 
distribution  électrique  sur  les  conducteurs  ouverts  h  contour  multiple  à  celui 
de  la  distribution  sur  les  conducteurs  à  contour  simple.  Comme  application  de 
cette  méthode  de  réduction,  il  calcule  la  distribution  de  l'électricité  sur  la 
zone  en  prenant  pour  point  de  départ  la  solution  donnée  par  W.  Thomson 
pour  léquilibre  électrique  de  la  calotte  sphérique. 
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NIEUW  ARCllIEF  vooa  Wiskunde  ('). 

Tome  Xf;  1884. 

Jaase  (L.-Bz.).  —  SoIutioQ  graphique  de  triangles  sphériques 
et  de  problèmes  nautiques  et  astronomiques  correspondants. 
(1-27,  api.). 

Introduction. 

Chapitre  I.  —  De  la  solution  graphique  des  problèmes  et  de  la  projection 
st<5réographiqiie. 

1.  Remarques  générales.  2.  Sur  quelques  méthodes  de  solutions  par  construc- 
tion.  3.  Méthode  des  ligures  auxiliaires.  4.  Méthode  des  lieux  géométriques. 
5.  Choix  de  la  projection  et  sa  représentation. 

Chapitre  II.  —  Des  problèmes  les  plus  simples  de  la  projection  stéréogra- 
phique. 

a.  Construction  d'un  grand  cercle  (quinze  problèmes),  b.  Construction  d'un 
petit  cercle  (cinq  problèmes),  c.  Construction  de  triangles  sphériques  (quatre 
problèmes).  {A  suivre.) 

Van  Geer  (P-)*  —  La  méthode  de  Roberval.  (28-45,  i  pL). 

I.  Exposé  historique  de  la  méthode. 

II.  Coorddnnécs  parallèles.  Coordonnées  polaires.  Coordonnées  bipolaires. 
Dans  le  dernier  cas  les  deux  composantes  du  mouvement  dépendent  Tune  de 
l'autre. 

III.  ElUp^  et  hyperbole  en  coordonnées  parallèles.  Spirale  d'Archimède  et 
spirale  hyperbolique  en  coordonnées  polaires.  Ellipse,  hyperbole  et  lemniscate 
en  coordonnées  bipolaires. 

IV.  Coniques  données  par  foyer  et  directrice.  Cissoïde.  Quadratrice.  Con- 
choïdes.  CycloYde.  Epicycloïde  et  hypocycloïde. 

Bierens  de  Ilaan  {D.),  —  Deux  opuscules  rares  de  Benedictus 
Spinoza.  (4(j-84). 

Héinipression  de  «  Slclknnslige  roerkouiii^;  van  don  regcnboog,  dienende  tôt 
nacderc  sainenknoping  dcr  Naluurkundc  niel  de  W  iskonslen  ».  in  's  Oraveii- 
ha;;e,  1er  drurkeryc  van  Levyn  van  l>yck,  \i\><-;.  (Calcul  aliîébriquo  de  Tarc- 
en-ci«*l,  servant  à   lier   [)liis   intiiiicinoiit  la   Phy;>i«|iie  t'L   les   MalhiMnaliques  ;  ù 

* 

riniprimerie  de  L.  van  r>yck,  La  Haye,  i<»!^7  )  (.  >i-7'|.  nvcc  do^  liiiurcs). 
Hciriiprcssion  de  «  Uecckeiiinj,'  van  Kansî?^  »  (Calcul  de  clianco)  (  7J-i:>.2  ). 


(')  Voir  Bulletin,  T\.,  p.  57. 
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Solulion  de  cinq  problèmes,  dont  voici  le  premier.  Deux  personnes  A  et  H 
jouent  à  deux  dés,  à  la  condition  que  \  gagne  s'il  jette  six  et  que  B  gagne  s'il 
jette  sept.  D'abord  A  jettera  une  fois  et  ensuite  B  et  A  jetteront  tour  à  tour 
chacun  deux  fois  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'un  des  deux  gagne.  Démontrer  que  les 
chances  de.  A  et  B  sont  dans,  le  rapport  de  io355  à  12276. 

Bierens  de  Ilaan  {D,),  —  Un  Livre  extrêmement  rare  d'Albert 
Girard.  (83- 102,  avec  des  figures). 

Réimpression  dé  «  Invention  nouvelle  en  V Algèbre  n\  par  Albert  Girard, 
mathématicien,  tant  pour  la  solution  des  équations  que  pour  recognoistre  le 
nombre  des  solutions  qu'elles  reçoivent,  avec  plusieurs  choses  qui  sont  néces- 
raircs  à  la  perfection  de  ceste  divine  science;  à  Amsterdam,  chez  Guillaume 
lansson  Biaeuw,  1629. 

La  première  Partie  s'appelle  Complément  mathématique,  la  seconde  Partie 
traite  des  radicaux  y  de  l'extraction  des  racines  des  multinomes  radicaux^ 
de  la  construction  algebraique  sur  les  questions  des  équations  ordonnées, 
des  théorèmes  {parmi  lesquels  se  trouve  le  théorème  connu 

Soient  A  premier  meslé,  B  second,  G  troisiesme,  D  quatriesme,  ctc 


tn 


,               .      .  /  A                                                            i         ^  \  solutions 

alors  en   toute  1  ^                                                l    es  -o  J 

^     ,,,  )  Aq  —  B2                                                 1  "^   «  f  quarez 

sorte  d  equa-  /  ^                                                          <    «   c  >  * 

tion  )  ^cub  — AB3-I-C3  )    «   g    (  cubes 

\  Aqq  —  AqB4  4- AC4 -t- Bq2  —  D4  \    *   S    /   quaré-quarez), 

des  postposées  quantités  en  l'Algèbre  ».  Et  la  troisième  Partie  porte  le  titre 
De  la  mesure  de  la  superfice  des  triangles  et  polygones  sphériques,  nou- 
vellement inventée.  Celte  partie,  pleine  d'observations  importantes,  se  termine 
par  Le  mesurer  des  angles  solides  lesquels  sont  circuits  de  superjices  planes. 

Van  den  Derg  (F.-J,).  —  Sur  le  rapport  géométrique  entre  les 
points  racines  d*une  équation  et  de  sa  dérivée.  [i53-i8(), 
suite  (*)]. 

L'auteur  démontre  le  théorème  :  «  Si  les  points  racines  d'une  équation 
d'ordre  n  sont  les  sommets  d'un  polygone  semi-régulier,  les  points  racines  de 
l'équation  dérivée  sont  les  projections  sur  le  grand  axe  de  l'ellipse  circonscrite 
des  n  —  1  points  de  division  que  l'on  obtient  en  divisant  en  n  parties  égaies  la 
moitié  de  circonférence  décrite  sur  la  distance  des  foyers  de  cette  ellipse 
comme  diamètre.  Ensuite  il  prouve  qu'un  même  système  de  points  racines  dé- 
rivés correspond  à  tous  les  polygones  semi-réguliers  inscrits  en  des  ellipses 
homofocales.  Et  enfin  il  s'occupe  de  l'équation  la  plus  générale  du  quatrième 
ordre. 

Manlet  {  fF.).  —  Sur  les  combinaisons.  (190). 

Liste  par  ordre  de  matières  des  articles  de  quelques  journaux 
mathématiques.  (191-212). 


(')  Voir  nidlctiiiy  t.  VII^,  p.   i5:.. 
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Tome  XII;  1886. 

Schoiile  (P. 'II,).  —  Sur  la  construction  des  courbes  unicursales 
par  points  et  tangentes.  (i-Sj,  '2  pi.). 

1.  CoQsi dération  élémentaire  de  la  transformation  quadratique.  2.  Ce  qui 
correspond  à  une  courbe  d'ordre  n.  3.  Les  involutions  quadratiques  régulière 
et  irréguliére.  4.  Idée  générale  de  la  construction  des  courbes  unicursales  par 
points  et  tangentes.  5.  La  transformation  de  Maclaorin.  6.  Génération  de  la 
cissoYde,  de  la  strophoïde  et  de  la  trisectrice  d'une  même  source,  d'après  M.  Go- 
defroy.  La  courbe  d'Agnesi  et  le  folium  de  Descartes.  7.  Les  courbes  c*  déduites 
d'un  cercle.  8.  Les  courbes  c*  déduites  d'une  conique. 

Van  den  Berg  {F.-J.),  —  D'un  certain  jeu.  (38-59). 

Études  du  jeu  des  grenouilles  (  voir  E.  Lucas,  liécréaiions  mathématiques, 
t.  Il,  p.  i4i-i  |.'>). 

Van  Geer  (/^.).  —  Des  formules  qui  déterminent  la  valeur  de  la 
vie  humaine.  (60-81). 

Vries  (J,  de).  —  Les  cubiques  planes.  {S-i-ijl]). 

L'auteur  élabore  une  idi'rr  rmise  par  M.  le  1)'  Kmile  W'eyr  en  déduisant  les 
propriétés  principales  de**  cubiques  planes  de  la  génération  de  ces  courbes  à 
l'aide  de  deux  systèmes  élémentaires  symétriijucs  du  second  degré. 

Van  Kooten  { F.-IL).  —  L'erreur  moyenne  dans  les  observations 
qui  servent  à  déterminer  plusieurs  inconnues.  {()4-io8). 

Janse  {  L.-Hz.).  —  Solution  graphique  de  triangles  sphériques  et 
de  problèmes  nautiques  et  astronomiques  correspondants. 
[ii3-i48,  3  pi.,  suite  (';]. 

Chapitre  I/I.  —  Sur  la  solution  dircclc  des  triangles  sphériques.  Les  tri- 
angles rectan^'les  v\  obliquangics. 

Chapitre  JV.  —  Sur  la  solution  des  triangles  sphériques  a  l'aide  de  figures 
auxiliaires.  Los  triangles  rrctangles,  isosrèles  et  anisosrélcs. 

Chapitre  V.  —  Sur  la  solution  des  prohiènies  à  l'aide  des  lieux  géométriques 
sur  la  sphère. 

Ciiapitre  VI.  —  \p[)li<*dtion  de  la  projection  sléréopraphiquc  à  la  solution 
des  prohiërnes  nautifjuc«^  et  sphéro-a'^lronomiqiics. 


(  ')   \'nir  plus  haut.  p.    »'i 
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Cardinaal  [J.),  —  Le  réseau  des  coniques  et  un  s^slème  plan, 
qui  en  dérive.  (149-173,  i  pi.). 

Application  de  la  méthode,  d'après  laquelle  M.  le  D*"  Th.  Reye  étudie  le  ré- 
seau des  surfaces  du  second  ordre  (XWIII*  Leçon  sur  la  géométrie  de  position, 
!!•  Partie)  au  réseau  des  coniques  et  le  système  plan  des  polaires  d'un  point 
quelconque  du  plan  par  rapport  aux  coniques  du  réseau. 

Landré  (Corn.-L.).  —  La  valeur  d'une  rente  viagère  et  le  marché 
d'une  assurance  sur  la  vie.  (174-181). 

Landré  (Corn.-L,).  —  Sur  le  risque  du  payement  dans  les  assu- 
rances sur  la  vie.  (182-187). 

Schouten  (G.).  —  Le  déplacement  fini  d'un  corps  solide.  (188- 

■ 

ao3). 

Démonstration  analytique  du  théorème  connu  de  Chasies  d'une  manière  plus 
simple  que  relie  dont  s'est  servi  Duhamel  dans  son  Cours  de  Mécanique.  In- 
terprétation géométrique  de  toutes  les  formules. 

Vdn  Aller  (C).  —  Remarques  par  rapport  à  la  convergence  ou 
divergence  des  séries  infinies.  (204-21 5). 

Moors  (B.'P.).  —  Moyen  simple  à  donner  immédiatement  à  une 
balance  la  plus  grande  sensibilité  dont  elle  est  capable  pour  une 
charge  quelconque.  (216-218.) 

Tome  Xlll;  1887. 

Schoiite  (P.'/L).  —  Examen  des  faisceaux  de  cubiques  planes 
par  rapport  au  nombre  des  courbes  douées  d'un  centre,  (i-io). 

Après  avoir  réfuté  deux  théorèmes  de  Steiner  {CrellCy  t.  47,  p.  7),  l'auteur 
démontre  qu'il  y  a  des  faisceaux  de  cubiques,  dont  tous  les  éléments  sont  des 
cubiques  à  centre  sans  être  concentriques;  dans  ce  cas  le  lieu  des  centres  est 
une  droite,  etc. 

Van  Geer  (P*).  —  La  section  conique  dans  l'espace.  (58-84.). 

L'auteur  développe  l'équation  tangenticlle  de  la  conique  dans  l'espace  et  la 
discute  par  rapport  à  l'espèce  de  la  conique. 

Schouten  (G.).  —  Un  point  M,  qui  se  meut  avec  une  vitesse  ini- 
tiale donnée  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  initial  OM,  se 
trouve  sous  l'action   de  deux  forces  <7/~"*  et  ft/*^",  qui  passent 
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par  le  cenlrc  fixe  O.  On  demande  un  examen  complet  du 
mouvement,  quand  m  el  n  sont  deux  nombres  entiers  positifs. 
(11-5;  elii7-i8,{)('). 

I.    DtMJuction   des  cas   différenls,   où    la   solution  est  possible.  II.   La  force 

•s 

a  -h  6r-'.  III.  La  force  a  -i-br-*.  IV.  La  force  a  -+-  br.  V.  La  force  a/— »-f-  br-*. 
VI.  La  force  ar^*-^~  br-*.  VII.  La  force  ar  '-h  br-"".  VlII.  La  force  ar-'-f-  br, 

Ekarna{K,).  —  Les  figures  de  Lissajous.  (i84-ai2,  i  pi.). 

Tandis  que  >L  A.  Ilimstedt  a  étudie  en  188 '|,  dans  sa  thèse  6'c6crZ,«55rty'oM^'5cyïe 
Curven,  le  cas  de  deux  vibrations  orthogonales,  l'auleur  s'occupe  du  cas  le  plus 
général.  Ensuite  il  indique  le  rapport  entre  les  figures  «le  Lissajous  et  les  fonc- 
tions géométriques  des  multiples  d'un  angle. 

Cardinaal  (./.).  —  Remarques  par  rapport  à  quelques  théorèmes 
delà  théorie  du  faisceau  de  surfaces  quadratiques.  (2i3-22a). 

L'auteur  démontre  :  i"  que  la  courbe  de  base  d'un  faisceau  de  quadriques  est 
de  la  huitième  classe;  a*>  que  le  lieu  de  la  droite  dont  la  polaire  réciproque 
par  rapport  aux  surfaces  d'un  faisceau  de  quadriques  engendre  un  cône  est 
le  complexe  tétraédral  de  M.  Heye;  3"  que  le  lieu  du  milieu  des  cordes  menées 
par  P  dans  un  tel  faisceau  de  surfaces  est  également  un  faisceau  de  qua- 
driques. 

Liste  par  ordre  de  matières  des  articles  de   quelques  journaux 
mathématiques.  (85-ii6). 


ARCHIVES  NÉERLANDAISHS  des  Sciences  exactes  et  naturelles,  publiées 
par  la  Société  Hollandaise  des  Sciences  à  Harlem  cL  rédi;;écs  par  E.-H.  von 
Baumiiauer  (2). 

Tomo  XIX;  1884. 

BuyS'Ballot  (^C-H.-D.).   —   Sur  les  perturbations  de  l'aiguille 
aimantée,  (ioj-122). 

L'autour  examine  si  los  perturl)ations,  suivant  (|u'('IIps  >e  f»ro(luisonl  simulta- 
nément sur  toute  la  surface  de  la  Terre  ou  qu'elles  sont  roslreintcs  dans  des 
limites  étroites,  peuvent  être  attribuées  à  des  causes  tlilTérenles. 


(')  Sujet  de  prix  proposé  par  la  Société  (iSSj,  n"  5). 
(»)  Voir  nuUetin,  I\,,  60. 
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Lorenlz  (II. -A.),  —  Le  phénomène  découvert  par  Hall  et  la  ro»- 
tation  électromagnétique  du  plan  de  polarisation  de  la  lumière. 

(l23-l52)(«). 

Engelmann  (Th.-TV.),  —  Recherches  sur  les  relations  quantita- 
tives entre  l'absorption  de  la  lumière  et  l'assimilation  dans  les 
cellules  végétales.  (186-206,  i  pi.). 

I.  Le  photomètre  microspeclral,  appareil  pour  l'analyse  microspectrale  quan- 
titative. IL  Bases  expérimentales  pour  la  détermination  des  rapports  quanti- 
tatifs entre  l'énergie  as^iniilatrice  et  la  grandeur  de  l'absorption.  IIL  Détermi- 
nation de  la  distribution  de  l'énergie  dans  le  spectre,  au  moyen  de  la  méthode 
des  bactéries  et  de  l'analyse  microspectrale  quantitative.  IV.  Résultais  con- 
cernant les  relations  quantitatives  entre  l'absorption  de  la  lumière  et  l'assimi- 
lation. 

De  Boer  {F.).  —  Extension  du  théorème  de  Rolle.  ( 207-240)  (^). 

Van  Beek  [J.-C).  —  Sur  la  fîltration  des  liquides  à  travers  des 
membranes  fibreuses.  (241-271). 

Gillay  l^J.-W.).  —  La  polarisation  des  récepteurs  téléphoniques. 
(272-296,  i  pi.). 

L'auteur  étudie  l'action  téléphonique  du  condensateur  au  moyen  d'un  élément 
Leclanché  et  un  mirrophone,  modèle  Ilopkins,  reliés  au  fil  primaire  d'une 
bobine  d'induction.  II  donne  une  explication  de  l'action,  en  apparence  si  singu- 
lière, de  la  pile  auxiliaire. 

Donders  (F.-C).  —  Equations  des  couleurs  spectrales  simples  et 
de  leurs  mélanges  binaires  dans  les  s^^stèmes  normaux  (polj- 
chromatiques)  et  anormaux  (dichromatiques).  (3o3-346, 
1  pi.). 

I.  Mélange  de  rouge  (X  =  oî*,67o5)  et  de  vert  (X  =  oî*,53j).  a.  Équations 
avec  le  jaune  (X  =  01^,589).  b.  Équations  des  mélanges  de  rouge  et  de  vert 
avec  les  différentes  couleurs  spectrales  intermédiaires,  c.  Explication  de  la  dif- 
férence des  deux  catégories  de  Hayleigh.  d.  Explication  des  différences  indivi- 
duelles dans  la  première  catégorie,  celle  du  sens  chromatique  normal,  e.  Les 
plus  petites  différences  perceptibles  du  jaune  et  des  couleurs  contiguës,  pour  le 
sens  chromatique  normal  et  anormal.  /.  Le  rapport  des  intensités  des  mélanges 
à  la  somme  de  leurs  composantes. 


(•)  Voir  bulletin,  IX,,  7.5. 
(')  Noir  Bulletin,  IX„  70. 


Za  secondh  partie. 

Itf/i  cirr  SioA'  (J.-P.i,  —  Sur  le  calcul  des  ohservalions  horaires 
de  la  force  liorizoolale  du  magnétisme  lerrestre.  «  34--3ji). 

Siielljes  (f'.-J.j.  —  Note  sur  le  déplacement  d'un  s\stème  inva- 
riable dont  un  point  est  lixe.  (372-390;. 

L'auteur  démontre  que  les  formules  de  Duhamel  cesseat  de  donner  la  position 
de  Taxe  de  rotation  quand  ie  déplacement  est  une  rotation  de  f  80"  et  il  comble 
cette  lacune. 

Korteive;^  i D.-J.).  —  Sur  les  trajectoires  décrites  sous  rinlluence 
d^une  force  centrale.  i^'^iji-^Z^  ). 

I.  L'auteur  dislingue  trois  espèces  de  branches  centrifuges,  dont  la  première 
admet  un  apocentre  et  en  même  temps  un  axe  de  syiiictrie,  tandis  que  la 
seconde  s'éloigne  du  centre  à  l'infini  et  que  la  troisième,  en  tendant  vers  une 
distance  limite  qui  n'est  jamais  atteinte,  se  termine  en  spirale  à  cercle  asym- 
ptotique  extérieur.  De  la  même  manière  il  dislingue  trois  espèces  de  branches 
centripètes,  celles  qui  mènent  au  centre,  celles  qui  donnent  naissance  à  un 
périccntre  et  un  axe  de  symétrie  et  celles  qui  se  terminent  en  spirale  à  cercle 
asymptotique  intérieur.  Ainsi,  il  trouve  neuf  espèces  de  mouvement  central. 
Afin  qu'il  puisse  déterminer  dans  plusieurs  cas  spéciaux  lequel  des  neuf  cas 
possibles  se  présentera,  il  divise  au  moyen  de  cercles  concentriques  le  champ 
de  mouvement  en  trois  régions  distinctes.  Dans  la  première  la  force  centrale 
est  répulsive  (région  de  répulsion),  dans  la  deuxième  la  force  centrale  est 
attractive  et  le  produit  de  la  force  et  du  cube  de  la  (li*ilance  croit  avec  cette 
dislance  (région  de  staliililè),  dans  la  IroisièiiK*  la  ft>rcc  cenlrale  csl  aUracli\e 
et  le  produit  en  qnrslion  diuiiiiuc  quand  la  dislance  croit  (rèuion  d  in^labililé). 
Il  donne  ensuite  :  IL  Théorèmes  gènèrijux.  III.  Tli('*orèriics  sur  les  lorrninaisons 
en  spirale  ù  cercle  asyniptolique.  IV.  Théorèmes  com-cnianl  rc\lcii>ion  de  la 
trajectoire  jus(ju'au  ccnlrc  et  jusiju'à  rinlini.  \.  A|)pli(:alion>. 

Stieltjes  (F.-,/.).  —  (Quelques  rcniarcjiies  sur  la  variation  de  la 
densité  dans  l'intérieur  de  la  Terre.  ( /i.kVitio,  >»  pi.). 

(^)iian(l  deux  fondions  Vix)  cl  (*{x)  vèriliciU  Irs  èijualiotis 


I    jd'(x)r/x-    I    .rMi(a)  r/x    -  \ 


.1  .A 


I     X'  V  {x  )  (Ix  -    I     x^  (>  (  X)  dx    •  n. 


0  «-0 


alors  la  dilfèrence  F(j")  —  G(j7)  change  au  moins  deux  fois  de  signe  entre  l'in- 
lervallo  de  zéro  à  riinilè,  si  elle  n'rsl  pas  conslarnmcnl  nulle.  Au  moyen  de  ce 
Ihèorènie,  l'auleur,  en  se  proposant  que  la  Terre  se  eomp()>e  de  coiiehes  eIIif»soï- 
dalcs  h()ni/)gèties,  dont  la  densité  /(  j::)  csl  une  fonction  inconnue  du  rayon  x 
«le  la  sphère  é(juivalenlc,  (lêlernjine  pour  charpie  valeur  de  .27  deux  limites  assez 
«•troilps  cuire  les(|uc!les  /"(x )  doit  être  comprise,  dans  une  }>rcmiore  partie,  en 
supposant  seulemenl  que  /{x)  croit  conlinuellcnicnt  quand  x  diminue,  dans 
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une  seconde  Partie  en  y  ajoutant  que  la  rapidité  de  cet  accroissement  Ac  f{x) 
diminue  quand  x  diminue.  Et  dans  la  troisième  Partie,  il  transmet  ses  résul- 
tats en  nombres. 

Grinwis  {C.-H.-C).  —  Sur  réquation  complète  du  viriel.  (46i- 

478). 

Examen  de  la  portée  du  terme        .  — -  dans  l'équation 


Tome  XX;  i885. 

Michaëlis  (G.-J.)*  —  Sur  la  théorie  de  la  rotation  des  molécules 
dans  un  corps  solide,  (ao-35). 

L'auteur  s'imagine  un  système  de  molécules,  dont  les  points  exercent  l'un 
sur  l'autre  des  forces,  fonctions  diverses  de  leurs  distances,  qui  sont  en  équi- 
libre dans  l'état  naturel  du  système.  Il  étudie  analytiqucment  la  rotation  que 
les  molécules  subissent  lorsque  des  forces  extérieures  déterminées  agissent  sur 
le  système  par  des  hypothèses  particulières  concernant  la  structure  et  l'arran- 
gement des  molécules,  il  simplifie  notablement  les  calculs,  etc. 

Schoute  (P.'H,),  —  Sur  la  construction  des  courbes  unicursales 
par  points  et  tangentes.  (49*94?  2  pi.)  (*). 

Giltay  {J,-W.).  —  L'emploi  de  la  pile  auxiliaire  dans  les  télé- 
phones. (117-128,  avec  figures). 

Exposé  des  nouvelles  expériences  sur  le  récepteur  de  Dolbear  faites  par 
l'auteur  à  l'aide  d'une  pile  de  100  éléments  de  Daniell  avec  un  microphone 
Adcr. 

Lorentz  {H. -A.).  —  Sur  l'application  aux  phénomènes  thermo- 
électriques de  la  seconde  loi  de  la  théorie  mécanique  de  la  cha- 
leur. (129-170). 

L'auteur  applique,  d'une  manière  qui  diiïère  de  celle  suivie  par  MM.  Thomson 
et  Clausius,  la  seconde  loi  de  la  théorie  mécanique  de  la  chaleur  aux  phéno- 
mènes thermo-électriques.  Il  s'imagine  une  expérience  idéale,  dans  laquelle 
une  quantité  d'électricité  passe  en  sens  opposé  à  travers  deux  points  de  contact, 
non  pas  par  conduction,  mais  par  convection  au  moyen  d'un  conducteur  auxi- 
liaire. Ainsi,  il  obtient  un  cycle  complètement  réversible  auquel  il  peut  appli- 


(')   Voir  plus  haut,  p.  28. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  1*  série,  t.  XII.  (Mars  1888.)  R.3 
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à  la  m^miâ^  4e  V4>fr  die  Fima^.K  ^«i  est  oo^ynse  «oaise  «■  ea»  pastïeali 
44ft«  ta  libi6«^«K  pnf^Hée.  L'empériesce  leale  pMna  décider  l^fselle  des 
MpfOMlM**  eut  eoafofie  à  b  vêriié. 

MaiWareaieieal  le»  e«p«ne»cc»  qai  se  np|wrleat  i  cct£e  qmcsûom  Boat 
tomrmt  qae  dc«  ré»«luu  cjatndktoites. 

Tasdift  q»e  le»  obierratkrtH  de  M.  Fixcas  mv  la  rolaiioA  q«e  f«btt  le  pUs  de 
pitUn%»tiom  à»m%  de«  pile4  de  f  laee  s'aecordeat  avec  la  iké«>ne  de  Fres»el,  les 
eipéricaee»  d'iaierférettee  décrite»  par  X.  Mi<kel44a  <  AmttrieaM  j€>tÊrmal  of 
Sciemce,  3*  férié,  L  X\II.  p.  im|  seablaîemt  provrer  réçalitê  de  rilease  de  la 
Terre  ei  de  rétber  ambîaau 

L'aatear  aVatiT  pat  ea  détail»  aa  sajet  <le»  expériesces  de  M.  HEeao,  qui  se 
peoveat  être  éiadîée*  i  foad  i  l'aide  des  coasidêratioD»  préseatêes,  mais  il 
cherche  à  démontrer  que  dao»  celles  de  M.  Miclieisoii  l'effet  auquel  oo  anraît 
pa  ft'atteodre,  ea  admettaot  la  théorie  de  Frcsael,  d'csI  que  la  moitié  de  ceiiii 
que  le  savant  anérîcain  prévoyait.  Cet  effet  fierait  par  celaHDéme  tn>p  petit 
pr^ar  qu'il  pût  «e  déceler  avec  certitude  dans  les  conditions  où  M.  Slicbelsoii 
•'était  placé  en  entreprenant  ces  expériences  délicates. 

Korteweg  (  fP.-J.).  —  Sur  la  stabilité  des  trajectoires  planes  pé- 
riodiques. (2o3'25o)  (*). 

introduction,  —  Équation  différentielle  du  mouTcment  troublé.  Propriétés 
générales  des  trajectoires  i  perturbations  conservatrices.  Définition  d'une  tra- 
jectoire périodique;  nombre  des  foyers  des  trajectoires  conservât  if  ornent 
troublées.  L'é4|uation  aux  différences  finies.  L'intégration  de  l'équation  aux 
différence*».  1-e  ty(>e  des  Irajcrtoircs  ;!éoniétriquciiirot  instables  (.V).  Le  type 
de»  trajectoire-*  stables  (H).  Les  trajectoires  altérées  par  perturbation  non 
coriservativc  du  ty|>c  stable  (H;.  Iiinucncc  des  fi>rces  perturbatrices  périodiques 
sur  la  stabilité  des  trajectoires  du  type  (R).  Intlucnce  des  termes  du  second 
ordre  et  d'ordre  su|K*rieur  de  l'équation  différcniiclle  du  rnou> ornent  troublé. 
\a:  type  de;»  trajectoires  arithinéliquement  inslublos  (C).  Le  t>pc  (D)  stable 
pour  des  perturbations  conserva tivcs,  instable  pour  des  perturbations  non 
eonservativcs.  Le  type  (F))  des  trajectoires  stables  à  période  de  perturbation 
S^  -=  S.  Les  trajectoires  centrales.  Les  trajectoire»  centrales  circulaires.  Stabi- 
lité de  la  position  dans  l'orbite. 

Grinwis  (C-IL-C).    —   De  Tinfluence  des  conducteurs  sur  ia 
dislrihution  de  réner{;ie  électrique.  ('25i-'282,  avec  figures). 

I/auteur  évalue  le  rlécroissement  de  l'énerj^ic  totale  du  champ  électrostatique, 
quand  un  conducteur  sans  charge  s'approche  d'une  charge  électrique,  dans  les 
deux  cas  d'uii  con<lucteur  isolé  ou  en  communication  avec  le  sol.  Il  s'occupe 
prinripalcinent  du  cas  particulier  où  un  point  matériel  éleclriquc  se  trouve 
prés  d'un  conducteur  sphérique  ou  plan,  isolé  ou  lié  avec  le  sol,  et,  du  cas  d'un 


(•)  A   l't^xreption    du   dernier    paragraphe   ajouté,    cv   travail    est    traduit    des 
Wiener  Sitzunfjfsberichte,  tome  XCIil,  mai  iv^^^d. 
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condensateur  sphérique,  c'est-à-dire  des  trois  cas,   qui  admettent  une  étude 
complète  de  la  distribution  de  Ténergie. 

Michaëlis  (G,'J,).  —  Sur  Téquilibre  d'un  cylindre  élastique  dont 
Taxe  est  perpendiculaire  à  un  plan  principal  d'élasticité.  (387- 
4o5). 

L'auteur  étend  la  solution  donnée  par  Clebsch  dans  l'Ouvrage  connu  Ueber 
die  Théorie  der  Elasticitàt  /ester  Korper,  pour  le  cas  de  corps  isotropes,  au 
cas  où  la  base  du  cylindre  en  question  est  parallèle  à  un  plan  de  symétrie 
cristallographiquc.  Ensuite,  il  y  applique  la  théorie  de  M.  KirchbofT  concernant 
l'équilibre  de  barreaux  élastiques  infiniment  minces. 

Van  Scliaik  (  W.-C.-L.),  —  Sur  la  formule  de  Maxwell  pour  la 
dispersion  électromagnétique  des  plans  de  polarisation.  (4o6- 
43i). 


VEUSLAGEN  EN  MEDEDEELINGEN  der  Konixkluke  Akademie  van  Weten- 
8CHAPPEN  te  Amsterdam  (2"  série).  In-8  (*). 

Tomo  XX  ('!•  série);  1884. 

Giltay  (J.-JV,),  —  La  polarisation  des  récepteurs  téléphoniques. 
(78-101,  iv].){'). 

Bierens  de  flaan  {D.),  —  Matériaux  pour  l'histoire  des  Sciences 
mathématiques  et  physiques  dans  les  Pays-Bas.  XXVI.  Réim- 
pression en  fac-similé  du  Livre  Le  mirage  de  la  musique  de 
Simon  Stevin  (io7-i()5).  XXVIL  Réimpression  en  fac-similé  du 
livre  Des  moulins  de  Simon  Stevin.  (201-232). 

Korteweg  (D,-J,),  —  Sur  les  trajectoires  décrites  sous  l'influence 
d'une  force  centrale.  (247-289)  ('). 

Oudemans  {J.-A.'C).  —  Sur  le  pouvoir  de  la  lunette  de  dix  pieds 
construite  par  Huygcns.  (290-296,  1  pi.). 


(•)  Voir  Bulletin,  IX„  p.  (15. 
(■')   Voir  plus  lia  ut,  p.  3.i. 
(^)    Voir  plus  iiaut,  p.  3(>. 


38  SECONDE  PARTIE. 

Michaclis  (G.-J.)*  —  De  la  ihéorie  de  raciion  élastique  secondaire. 
(3oo-374). 

L'auteur  examine  Thypothésc  que  M.  W.  Weber  a  émise  par  rapport  i  la 
cause  des  actions  retardatrices.  Il  développe  les  formules  qui  déterminent  l'ac- 
tion mutuelle  d'un  système  de  molécules  indépendamment  de  Thypothèse  de 
l'homogénéité  d'une  molécule  donnée  par  M.  Warburg.  Au  contraire,  il  suppose 
que  le  corps  isotrope  se  compose  d'éléments  de  volume  anisotropes  et  tient 
compte  des  résistances  qui  s*opposent  à  la  rotation  des  molécules.  Il  applique 
ses  résultats  à  l'allongement,  la  torsion  et  la  flexion;  enfin  il  examine  l'influence 
des  actions  secondaires  sur  les  vibrations  des  corps  élastiques. 

De  Boer  (-f  .).  —  Discussion  de  Tcquation  générale  du  quatrième 
ordre.  (4 1 3-452,  2  pi.). 

L*auteur  applique  les  principes  généraux,  qu'il  a  donnés  dans  son  étude 
Extension  du  théorème  de  Bolle{*),  à  l'équation  générale  du  quatrième  ordre 
et  examine  comment  les  courbes  4>  =  const.  se  transforment  les  unes  dans  les 
autres  quand  on  attribue  successivement  toutes  les  valeurs  possibles  au  terme 
constant  de  l'équation.  Il  démontre  que  les  transitions  se  font  au  travers  de 
courbes  4>  ramifiées^  qui  passent  par  deux  ou  par  tous  les  points  racines  de 
l'équation  dérivée.  Il  considère  d'abord  le  dernier  cas  qui  se  présente  :  1*  quand 
ces  trois  points-racines  se  trouvent  en  ligne  droite  et  2*  quand  ces  points 
forment  un  triangle  dans  lequel  a'n- ^+ C=  6R*.  Dans  le  cas  général,  il 
appelle  courbe  partageante  une  courbe  4>  ramifiée  dont  une  des  quatre  branches 
ne  contient  pas  un  point-racine  de  l'équation  dérivée  et  il  démontre  que  les 
trois  courbes  partageantes  divisent  le  plan  en  vingt-huit  régions  quand 

a' -H  6»  4-0  6  R% 
et  en  seize  régions  quand 

a«-4-6»-+-c'<6R». 

Knsuitc  il  étudie  le  cas  d'une  équation  dérivée  à  doux  racines  égales  et  enfin  il 
résume  ses  résultats  en  les  considérant  dans  la  lumière  de  la  théorie  de  Rie- 
mann  à  l'aide  du  plan  à  quatre  feuilles. 

Tome  I(3«  série);  i885. 

Grinwis  {C-IL-C),  —  Sur  réquation  complèle  du  viriel.  (19- 
36)  (»). 

Bierens  de  Ilaan  (D,).  —  Matériaux  pour  rhîsloire  des  Sciences 
malliématiqucs  et  physiques  dans  les  Pays-Ras.  XXVIII.  Domi- 
nicus  Justus  Bolhnia  van   Burmania.  {i'j..\-9.'2i)).  Annolations. 


(*)   Voir  plus  haut,  p.  3i,  et  \l.,  70. 
(')  Voir  plus  haut,  p.  33. 
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(23o-233,    1  pi.).    XXIX.    Inventaire  scientifîque  de  R.  Des- 
cartes. (234-244)* 

Compte  rendu  de  la  Commission  pour  la  publication  des  œuvres 
et  de  la  correspondance  de  Huygens,  par  MM.  Bierens  de  Haan 
et  Lorentz.  (252-256).  Appendices  (257-267). 

Stieltjes  (T.-J,).  —  Quelques  remarques  sur  la  variation  de  la 
densité  dans  l'intérieur  de  la  Terre.  ( 272-297)  (*). 

Lorentz  {II, -A,),  —  Sur  l'application  de  la  seconde  loi  de  la 
théorie  mécanique  de  la  chaleur  aux  phénomènes  thermo- 
électriques. (327-358)  (2). 

Van  Diesen  (G.),  —  L'infiltration  et  Tévaporation  du  Harlem- 
mermeerpolder.  (359-374). 

Oiidemans  (A.-C.-Jr.),  —  Sur  la  densité,  le  coefficient  de  dila- 
tation et  l'indice  de  réfraction  de  l'éthjiéther.  (426-468). 

Tome  II;   1886. 

Grinwis  (C.-//.-C).  —  L'influence  des  conducteurs  sur  la 
distribution  de  l'énergie  électrique.  (i-34,  avec  figures)  ('). 

Scliots  (C.'M.).  —  La  série  mi-convergenle,  qui^entre  dans  l'éva- 
luation de  l'intégrale  di(Z)  =  e^'  /     e~^* dz,  (4o-55). 

L'auteur  fait  voir  que  la  valeur  du  plus  petit  terme  de  la  série  donnée  par 
Laplace  n'est  pas  négligeable  et  que  la  série  elle-même  ne  saurait  donc  faire  con- 
naître la  valeur  de  la  fonction  que  dans  le  cas  d'une  Z  très  grande.  Il  porte 
remède  ii  cet  inconvénient  en  développant  deux  valeurs  approximatives  nou- 
velles du  reste  K„. 

Compte  rendu  de  la  Commission  pour  la  publication  des  œuvres 
et  de  la  correspondance  de  Huygens,  par  MM.  Bierens  de  Haan 
et  Lorentz.  (68-72).  Appendices  (73-83). 


(')  Voir  plus  haut,  p.  3î. 
(')  Voir  plus  haut,  p.  33. 
(')    I  o/V- plu«i  haut,  p.  3(>. 
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Stieltjes  (T.-J,).  —  Sur  quelques  formules  qui  ^  rapportent  à 
la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  (ioi-io4)- 

Schols  (Ch.'M.),  —  Une  projection  équivalente  à  déviation 
minimum  pour  un  terrain  circulaire  d^étendue  restreinte.  (i3o- 

145,  ipi.)C). 

Stieltjes  {T.-J.),  —  Sur  quelques  intégrales  définies.  (210-216). 

MichaëlU  {N,-Th.).  —  Influence  des  tiges  de  suspension  sur  le 
relèvement  des  volées  d'un  pont  tournant.  (217-228,  avec 
figures). 

Nieuwenhuyzen  Kruseman  (./.).  —  Sur  le  potentiel  du  champ 
électrique  dans  le  voisinage  d'une  calotte  sphériquc  chargée. 
(265-296,  I  pi.). 

L'auteur  cherche  d'abord  le  potentiel  d*une  calotte  sphérique  chargée.  Par  le 
développement  de  ce  potentiel  suivant  des  fonctions  sphériqucs,  il  obtient  une 
expression  plus  simple  que  celle  que  M.  Thomson  a  donnée  pour  la  densité.  En 
observant  sa  signification  à  l'aide  de  la  transformation  par  rayons  vecteurs 
réciproques  on  de  l'inversion  il  en  donne  une  démonstration  très  simple,  en 
partant  du  potentiel  d'un  plan  circulaire  chargé,  etc. 

Tandis  que  la  première  Partie  du  travail  est  consacrée  à  la  détermination  du 
potentiel,  de  la  densité  et  de  la  capacité  d'une  calotte  sphérique  chargée,  qui 
ne  se  trouve  pas  sous  l'action  de  masses  élcctricjucs  influençantes,  la  seconde 
Partie  contient  l'évaluation  du  potentiel  dans  le  cas  d'une  calotte  sphérique  en 
communication  avec  le  sol,  sous  l'influence  d'un  point  électrique. 

Lorentz  (fL-A).  —  Sur  rinflucnce  du  mou  veinent  de  la  Terre  sur 
les  phénomènes  lumineux.  («g^-S^a,  avec  ligures)  (-). 

Tome  III;  1887.     ' 

Schoute  (P.'fl.),  —  Sur  un  rapport  plus  intime  entre  angle  et 
cercle  de  Brocard.  (3(^-62,  1  pi.). 

L'auteur  démontre  que  le  ccrcio  de  Brocard  est  le  lieu  du  point  dont  le  tri- 
angle pédal  a  un  angle  de  Brocard  égal  à  l'angle  de  Brocard  du  triangle  donné, 
que  la  droite  de  Lcnioiiie  est  le  lieu  du  point  dont  le  triangle  pédal  a  un  «inglc 
de  Brocard  égal  au  signe  près  à  l'angle  de  Brocard  du  triangle  donné,  etc. 


(•)   Voir  plus  haut,  p.  3\. 
(•)  Voir  plus  haut,  p.  35. 
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Bierens  de  flaan  {D.),  —  Matériaux  pour  rhîsloîre  des  Sciences 
mathémallques  et  physiques  dans  les  Pays-Bas.  XXX.  Jan 
Jansz.  Stampioen  le  jeune  et  Jacob  à  Waessenaer.  (69-112). 
Annotations,  (i  i3-i  19). 

Oudemans  (J.-A.-C).  —  Communication  par  rapport  à  la  véri- 
fication nouvelle  d\]n  système  de  poids  destiné  à  Tétalonnage 
à  Batavia,  etc.  (141-262,  1  planche). 

Grirnvis  (C.-//.-C.).  —  Sur  l'influence  de  la  distribution  de  la 
masse  à  la  longueur  du  pendule.  (328-359,  avec  figures). 

L'auteur  cherche  le  centre  d'oscillation  de  plaques  circulaires,  munies  de  trous 
circulaires,  triangulaires  ou  quadrangulaires,  elc. 

Schouten  (G.).  —  Règle  générale  pour  déterminer  la  forme  de 
la  trajectoire  et  la  durée  du  mouvement  central.  (373-423). 

Après  avoir  transformé  les  équations  du  mouvement  central,  l'auteur  remarque 
que  la  vitesse  radiaire  décroît  ou  accroît  quand  la  distance  r  du  centre  aug- 
mente, à  mesure  que  l'expression  c' —  Fr'  est  négative  ou  positive.  Ainsi  il 
dislingue  quatre  cas  dilTérents.  Le  premier  cas  s'occupe  de  forces  répulsives. 
Dans  les  trois  autres  cas  la  force  est  attractive;  mais  dans  le  premier  de  ces 
trois  cas  Fr'  ne  varie  pas,  dans  le  second  Fr*  augmente  et  dans  le  troisième 
F/*'  diminue  quand  r  augmente.  Dans  tous  ces  cas,  Tauleur  étudie  la  trajectoire 
et  les  conditions  sous  lesquelles  les  formes  difTcrentes  se  présentent. 

Ensuite  l'auteur  s'occupe  du  cas  plus  général  d'un  champ  de  force  où  la 
force  change  de  caractère  d'une  partie  à  l'autre.  Il  examine  si  la  trajectoire 
s'étend  à  l'infini  ou  au  centre,  il  étudie  la  forme  de  la  branche  qui  mène  à  l'in- 
lini  ou  au  centre  et  décide  dans  quel  cas  le  temps  nécessaire  à  atteindre  ces 
limites  est  infini.  Parmi  les  branches  qui  s'étendent  à  l'infini,  il  distingue  des 
branches  hyperboliques  qui  possèdent  une  asymptote  centrale  ou  acentrale,  des 
branches  paraboliques  sans  asymptote,  mais  à  direction  déterminée  de  la  tan- 
gente et  des  branches  spiriformes  à  un  nombre  infini  de  spires,  etc. 

Enfin  l'auteur  applique  la  théorie  aux  cas  particuliers  F  =  |x-i-vr-', 
F  =  |x  -i-  V  z'-»,  F  =  {i-hv/*,  F  =  {ir-hv  r-». 


1 


{t  SECONDE  PARTIE. 


BULLETIN  DB  LA  SociAtî  Uathématiqcb  db  Fra3ccb  (  >  >• 

Tome  XIV;  1886. 

Bioche.  —  Sur  un  Mémoire  de  Poisson.  (i3-i8). 

Suivant  Poi»M>n,  il  rx'i^xe.  des  siirfares  oA  le  plan  tasçeat  cb  u  poimi  e« 

unif|uc  et  où  cependant  len  ihéorcnics  d'Euler  et  de  Moage  va  la  coorbore  àa 

surfareA  ne  s'appliquent  pas.  En  rcs  points  siogoliers  la  direction  des  liçaes^ 

rourbiirc  n*est  pas  indrteniiiniWr,  romme  aux  ombilics,  ma»  lemr  bobiIvc  tA 

pins  grand  que  deux.  Telles  sont  les  surfaces  dont  réqaatîoa  ea  coordoaaêo 

scaii-p«>laires  r,  u,  H  est 

2r  =  u'  sin/i9, 

n  élanl  un  entier.  Le  rayon  de  courbure  étant  égal  4  -. s*  oa  pcvt  dîsfosa 

de  n,  de  manière  à  lui  donner  autant  de  maxima  et  de  mininna  qa'oa  ▼«■!. 

M.  Biocbc  fait  voir  que,  lor!H{ue  les  points  considérés  par  Poisaoa  se  m* 
contrent  sur  des  «iurfaceA  alK«'briques,  ces  pcnnts  ne  sont  pas  simples,  qaoiqae 
les  tangentes  réelles  puissent  triutcs  être  comprises  dans  on  même  pUa.  Ea 
outre,  le  nombre  total  des  lignes  de  courbure  n*cst  pas  loajoarv  comaK  Taf- 
firme  Poisson,  égal  au  nombre  des  maxima  et  minima  du  rajon  de  coorbare  : 
il  peut  arriver  que  le  premier  nombre  soit  supérieur  au  second. 

Fouret.  —  Sur  la  recherche  de  deux  courbes  planes  ou  surfaces 
dont  les  points  se  correspondent  chacun  à  chacun  à  la  fois  par 

lioniolo^ic  et  par  pohiires  r/'ciprocpics.  (18-20). 

M.  Foiirot  donne  une  >oiution  pronM-triqne  <!«•  la  question  suivante,  traitée 
aiiiilyli<|urnicnt  par  M.  d'(.>raunc  :  Troiivi-r  «liins  un  plan  ileux  courba»*  -^C-  et 
((V)  polaires  rrriproqui's  par  ra[)[Mirt  à  iiiic  roiii<]ue  (K)  et  h-llesque  la  droite 
joi^'iiaiit  un  point  <|U(')ronqiie  M  de  I'iiim.*  (rrlle"*  au  point  M'  de  contact  ave»: 
l'antre  de  la  polaire  <ii*  M  par  rap|»orl  à  ^  K)  |M«i«*e  par  un  point  fixe. 

Il  étrn<l  cette  question  aux  surfarr-i  :  Trouvrr  ileii.v  surfaces  "^S)  et  iS* 
polaires  rcciproqiios  par  rapport  à  une  qua<lri<|uc  (O)  et  telle*  que  la  dr»ite 
joignant  un  point  M  iiueiconque  de  la  première  au  point  M'  de  contact  avec 
lu  seconde  du  plan  p«»laire  de  .M  par  rapport  à  (<n  pasTjr  par  un  point  fixe. 

D'Ocn**nc,  —  Sur  une  siiile  ivciirreiilc.  (70-41). 

Knlre  <leu\  quantité^  ilonncc^i^  et /y  en  insrrer  un  ri-rlain  nombre  d'autres  a.. 
*j«  ....  3tj.,  tflles  que,  tians  la  suite  ain>i  obL-nue,  chaque  ternie  soit  écal  à  U 
somme  ties  (|«'u\  préeédenlN. 

Ce  problème  e^t  rêM)lu   par  M.  d'Oeapne  à  Taille  des   nombre^  île    Fibonaccî, 


(  •)  Voir  litiUctiiK  \  ,  p.   \V\. 
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définis,  comme  on  sait,  par  la  relation 


avec 


a,  =  o,        M,  =  I  ; 
la  solution  est  donnée  par  la  formule 


a,  = 


"p^. 


L'auteur  discute  cette  formule  en  supposant  a  et  6  positifs  et  recherche  le 
nombre  maximum  de  termes  négatifs  que  peut  renfermer  la  suite  considérée. 

Si  l'on  désigne  par  M—)  le  plus  grand  nombre   impair  inférieur  ou  égal  à  la 

partie  entière  du  quotient  de  p  par  a,  la  suite  aura  son  nombre  maximum  de 
termes  négatifs  si 


'(-0 

et  ce  nombre  sera 


u  /„x  a 


(?) 


iM^  +. 


à. 
Ce  cas  se  présente  pour  toute  valeur  de  y?  si  -  <i,  5  et  ne  se  présente  jamais 

si  -  >  6,83'io3 

a 

Opérant  la  sommation  de  la  suite  considérée,  M.  d'Ocagne  troirve 

6(Mp^,-i)H-a[M^ -h  (-!)'»] 
S„  =  • 

Il  indique  en  terminant  une  propriété  nouvelle  des  nombres  de  Fibonacci 
exprimée  par  la  relation 

Tanne/y  (/^.).  —  Sur  un  problème  de  Fermât.  (4i-43)« 

% 

Diophantc  ramène  un  de  ses  problèmes  à  la  recherche  de  deux  triangles  rec- 
tangles en  nombres  (a,,  b^^  c,),  (a,,  6,,  cj,  tels  que 

a  c  =^  5a  c  , 

Fermât  en  donne,  sans  explication,  une  solution  particulière 

a,  =  ^8543661)109,        6,  =  36088779309,        c,=  32^72275280, 
a,  =  42636753938,        6,=  4*990695400,        c,  =  7394200088, 

que  M.  Tannery  propose  de  retrouver  par  des  moyens  rationnels,  en  donnant 
quelques  indications  destinées  à  faciliter  cette  recherche. 
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Dauiheville,  —  Sur  Thypercyclc  et  la  théorie  des  cycles  polaires. 

(45-67). 

Méthode  analytique  permettant  de  rctrouirer  d'une  nianiére  régulière  les 
théorèmes  énoncés  par  Laguerre  dans  les  Comptes  rendus  de  i88a. 

Picquet,  —  Note  sur  le  conoïde  de  Pliicker.  (68-76). 

La  surface  réglée  dont  deux  directrices  A  et  B  sont  rectilignes,  et  dont  la 
tn>isiémc  C  est  une  conique  rencontrant  la  droite  A  en  un  point,  est  du  troi- 
sième degré.  Si  Ton  suppose  que  la  droite  B  soit  à  rinfini  et  définisse  une  direc- 
tion de  plans  horixontale,  que  la  directrice  A  soit  verticale,  que  la  projection 
horizontale  de  la  conique  Csoit  un  cercle,  on  a  le  conoïde  de  Pliicker,  Fartant 
de  celte  définiti6n,  M.  Picquet  étudie  géométriquement  ce  conoYde,  principale- 
ment au  point  de  vue  de  la  construction  du  plan  tangent  et  de  la  courbe 
d'ombre. 

Poincaré.  —  Sur  les  détermÎDants  d'ordre  infini.  (77-90)^ 

M.  Poincaré  continue  l'étude  des  systèmes  d'équations  linéaires  d'ordre  infini, 
commencée  au  Bulielin  de  la  Sticiete'  mai/te'matique,  t.  XIII. 

Le  problème  consiste,  étant  donnée   une   suite  indéfinie  de    quantités  a,, 
ft,, ...,  (1^,  ...,  à  déterminer  une  suite  indéfinie  d'inconnues  A,,  A,,  ...,  A., .. 
de  telle  sorte  que  les  séries 

SA^ctJ  {p  =i,a,...,«) 

»«»io«il  nl>!tolumont  ronvorjjonlcs  et  aient  pour  somme  zéro. 

Soil  H,.  H, U^,  ...  une  solution  parliculicrc.  On  obtient  une  solution  ussez 

fiéuèralc  on  prenant 

A.-*,».^         V.  -/'.I^ V. -^IV 

01I 

les  indolormintVs  X  olant  as>ujenios  à  la  sculi*  condilii-n  que  la  si-ric 

^^it  ab*»olumenl  ron\rrijento. 

Kn  Jît^norat.  la  ^os^^^«tn»n  «lu  >\slimc  IV^^j''  —  v  est  i«!iit'"'l  une  questi«:in 
«Vinoc^lito  que  dV^,ilih\  en  tv  sen>  que  ces  eq«,iiiv»n<  en  DC'iiil»re  iniîni  ^keuvcnt 
èiiv  romplaives  par  des  inefi.altlis  en  n,^ml»re  infini. 

l/autenr  examine  enMute  la  queMMn  tie>  diUruii.'îdri'.s  li'i-rdrc  infini.  Soil 


1      n  _      ...     ,7^, 


<7  i 

A. 


m 


'    *'.^      'V. 


P.-^ui  -lur  A.    i.-n.li   \.i>.  liiu   Iimi:U'  }.I"^^u,    ',         ,:  .r:  i.  r;i..in'.  n' .  lî  *iiffil  que 
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la  série 

I  «a.  I  ^-  I  «,.  I  +  I  «.1 1  -♦-•  •  •-+- 1  ««,  I  +•  •  •-»- 1  a„  I  -»- 1  «,,  I  -+-•  •  •-+- 1  a„  I  -H. . . 

soit  convergente. 

M.  Poincaré  s'appuie  sur  ces  résultats  pour  montrer  la  légitimité  de  la  mé- 
thode par  laquelle  M.  Hill  a  intégré  une  équation  diiTérentielle  qui  se  présente 
en  Aslronomic,  en  ramenant  celte  intégration  à  la  résolution  d'une  infinité 
d'équations  linéaires. 

Pellet,   —   Sur  TéquatioD  du  quatrième  degré  el  les  fonctions 
elliptiques.  (90-98). 

L'équation  du  quatrième  degré  à  coefficients  réels 

x*+  Gqx^-h  ^rx  -h  «  =  o 
peut  se  ramener  à  la  forme  bicarrée  par  une  substitution  linéaire 

X  =  a^ 5  -h  a, 

y  —  6        ^ 

où  a,  1^,  S  sont  réels.  Par  suite,  les  intégrales  elliptiques  peuvent  se  ramener  à 
la  forme 

F{x)dx 


S 


\/^\x*-{-Bx'+  C 

Si  la  fonction  rationnelle  V{x)  est  impaire,  l'intégrale  se  ramène  immédia- 
tement à  celle  d'une  fonction  rationnelle.  Dans  le  cas  contraire,  on  effectuera 
la  substitution 


X 


"VA  r-8' 


qui  conserve  la  forme  paire  du  radical;  et,  si  f(  i/-r  ^- ?  )  est  impair,  l'in- 
tégrale se  ramène  à  celle  d'une  fonction  rationnelle;  pour  cela,  il  faut  que  l'on 
ait                                                                        _ 

F(.)=-f(/Ji). 

D^Ocagne.  —  Sur  certaines  suites  de  fractions  irréductibles.  (gS- 

97)- 

Soit 

(0  -,   ^,   ..  ,   ^,    ... 

une  suite  de  fractions  irréductibles  croissantes  telles  que,  pour  toute  valeur 
de  m,  on  ait 

à^  -h  art.'    N\ 
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«  éum  «B  entier  quelconque,  N  un  entier  positif.  La  propriété  fondamentale 
d'une  pareille  suite  est  exprimée  par  la  relation 

b    "  b      -^b       ' 

démontrée  par  M.  Halphen  pour  les  suites  de  Farey.  Cette  relation  donne,  pour 
la  loi  des  termes  de  la  suite  (i),  les  formules 

6,  =  N  —  a,  6,  =  N  —  a  —  I, 


E(â?)  désignant  la  partie  entière  de  x, 

M.  d'Ocagne  indique  diverses  remarques  qui  simplifient  notablement  le  calcul 
des  termes  successifs. 

De  Preste.  —  Au  sujet  de  la  décomposition  d^uoe  forme  qua- 
dratique en  une  somme  de  carrés  de  formes  linéaires  et  indé- 
pendantes. (98-100). 

Démonstration  nouvelle  de  ce  théorème  :  «  Si  une  forme  quadratique  est 
décomposée  en  une  somme  de  carrés  de  formes  linéaires  indépcndanles,  le  déter- 
minant principal  du  discriminant  de  la  forme  quadratique  est  en  valeur  absolue 
égal  au  carré  du  déterminant  principal  du  système  des  coefficients  des  variables 
dans  les  formes  linéaires  composantes. 

De  Preslc,  —  Délerminalion  des  nombres  de  BernouIIi.  (100- 
io3). 

Celte  dctennination  est  ramenée  au  développement  de  tangj?  par  les  formules 

tanj;x  =  coix  —  2  cot'2x, 

Aeti,  —  Nouvelle  construction  de  la  courbe  d'«)ml)re  propre  d'une 
surface  de  révolu licm  et  de  la  tangente  en  un  point  quelconque 
de  celle  courbe.  (ic»3-io()). 

Letnoine,  —  Quelques  questions  se  rapportant  à  Tétudc  des  anti- 
parallèles des  cùtrs  d'un  triangle.  (107-128)  . 

Weill,  —  Sur  la  racine  carrée  des  nombres,  (i  i8-i3i). 

Il  s'agit  de  révuluation  approchée  de  \/n. 

StMt  a  un  nombre  plus  grand  que  \'n.  La  subslilulion  il  ralive 

a-  -»-  n 
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donne  une  suite  de  nombres  a^y  a,,  a,,  ...  qui  décroissent  et  tendent  vers  la 
limite  ^n.  Soit  a  un  nombre  plus  petit  que  v^.  La  substitution  itérative 

_  a^-h  3a/i 

donne  une  suite  de  nombres  a,,  a^,  a,,  ...  qui  croissent  et  tendent  vers  /«.  On 

obtient  ainsi,  si  a  et  n  sont  entiers,  des  valeurs  approchées  de  v^,  les  unes 
par  excès,  les  autres  par  défaut,  exprimées  par  le  quotient  de  deux  entiers. 

On  aura  encore  une  suite  de  nombres  tendant  vers  v/^  par  la  substitution 
itérative 

où  a  et  6  sont  deux  nombres  positifs  comprenant  \/ïï. 

De  Preste,  —  Sur  le  développement  des  fonctions  elliptiques  en 
séries  trigonométriques.  (i3i-i35). 

La  méthode  proposée  par  l'auteur  est  fondée  sur  les  développements  en  séries 
d'exponentielles  de  D  logsnz,  D  logcnz,  D  logdn^  donnés  par  Jacobi. 

Fouret.  —  Sur  une  généralisation  du  théorème  de  Kœnig  con- 
cernant la  force  vive  d'un  système  matériel.  (14*^-146). 

La  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  la  masse  de  chaque  point 
d'un  système  en  mouvement  par  le  carré  de  son  déplacement  est  égale  au 
produit  de  la  masse  totale  multipliée  par  le  carré  de  la  projection  du  déplace- 
ment du  centre  de  gravité  sur  une  direction  arbitraire,  augmenté  de  la  somme 
des  produits  obtenus  en  multipliant  les  masses  des  divers  points  par  les  carrés 
des  déplacements  qu'il  faut  leur  imprimer  pour  les  amener  dans  leur  position 
finale  après  leur  avoir  fait  subir,  dans  la  direction  déjà  choisie,  une  translation 
commune  égale  à  la  projection  du  déplacement  du  centre  de  gravité. 

Fouret.  —  Sur  un  mode  de   transformation  des  déterminants. 

(i46-i5i). 

La  valeur  d'un  déterminant  est  multipliée  par  — {n  —  2)2"-*  quand  on 
transforme  n  lignes  parallèles  de  ce  déterminant  en  retranchant  des  éléments 
de  chacune  d'elles  les  éléments  correspondants  des  n  —  i  autres. 

Deruyts.  —  Sur  la  valeur  du  reste  des  formules  d'approximation 
pour  le  calcul  des  intégrales  définies.  (i5i-i5()). 

Soient  K(j?)  une  fonction  continue  et  différente  de  zéro  entre  a  et  6,  9(0:)  une 
fonction  régulière  entre  les  mêmes  limites  et  a,,  a^,  .. .,  01^  n  valeurs  distinctes 
de  X  entre  a  et  b.  On  connaît  la  formule  d'interpolation 


b 


?<''^  -R, 


^    P„  (  »,  )  I',.,  (  a,  ) 
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.>a  <-,  irsifse  um  fsctear  ■■n^ri^w^  et  P.  la  n^^  réduite  dans  le   déTeloppe 
Bwmt  ea  fractios  coatiaac  d«  l'iaLcxTale 

L'aateur  d'>iine  p>>ar  le  ^^«{e  R  l>\pre«sioD 

R=^^^    /*/.x)Pîtx»dLr,  ia<l<b). 

I»Aa«  le  ca*  particulier  /*  x  *  =  i,  a=  —  i.6  =  —  i  v  Normale  de  Gauss),  oi 
tr-oTe 

jn.      im  ~-i  l^i-'a  —  1   .J 
rrr-^!ut  drrja  ^•bteou  par  M.  Mansion. 

/>^   Presle,    —  Multiplication   de  deu\  dêterminaots  de  même 
dei.Tv.  <  I  jj-i58  ». 

IVeiii,  —  Question  de  prol^abililé.  .  iSS-iDp'i. 

Pr^babilitr  p^ur  que.  sur  i  o^enonteots  ëjulcmeol  pn>bal»lo5.  un  éTénemeol 
dc«i2Dê  se  pr^/dui<e  au  moins  deuiL  fois  do  suite  dans  l'ensemble  de/>  épreoTe: 
«lonvzCutiTe*. 

«>t*.-  jr-  Lnbiîi'.o  \   /' ■  ♦:>!  il.lerTuinê-,*  par  b  reÎJîi-^n  rrcurrente 


ANNXLES  f>F:  l\  Fvciltk  des  S»  ienoes  de  Tôiloise. 

T»me  I:  iSS-. 


l'irrii  fl    /:'.  ..  —    Sur  les  équations  «linVronliolles  linéaires  el  los 


'    f  f,h-4"^i*:  M'-'ri'/ir'- ':-t  <^l'''i2n»'-  p,:ir  une  lettre  ot  «'..inr-^»::-:  hjl-  "..;:":  ri; -:^:  :- 
y^'jitt't'  .'>u  =■;>'-.;)!■:  ;  t'.ijî*:f -is  plii-i-Mir^  ^Il•r^<»ire'.  d'an  m  tïi  o  ai.  ! -' ..  r  ■.-■-«in:  k'^. 
étW' f  *        '\   ,u'     r:i   ui'     l'!?r«-;    I,i    p.jjiiiiifi  .n    ^«^   «<»nl.':i;''    .il-  r>    :   '..-.    \{     ■.      r- 

tff',tf  \i'it  \r  u,u,\,'.*.  •\t\  «J-i  ;.'»♦.  \.i  «l'rni'i-:  |.i«'  ;  «Lin-i  I':*  -        -i  i.  -ir-  'm      c^t- 
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L'auteur  signale  une  nouvelle  et  bien  importante  analogie  des  équations  dif- 
férentielles linéaires  et  des  équations  algébriques  :  il  étend  aux  premières  la 
théorie  des' groupes  de  Galois. 

Soit 

une  équation  linéaire  à  coefficients  rationnels  et  à  intégrales  régulières.  Dési- 
gnons par  y,f  y,,  •.•>y«  un  système  fondamental  d'intégrales,  et  considérons 
l'expression 

V=  A,,  r,-i- A„y,-t-...-+- A,„y^-h  A., -H  H h  A.^-^t—  H h  A„„— ; — "^-^ 9 

OÙ  les  m^  lettres  A  désignent  des  fonctions  rationnelles  quelconques  de  x;  cette 
fonction  satisfait  à  l'équation  différentielle  d'ordre  m* 

(  2  )  h  P, 1 h  P^«  V  =  0. 

dx-^*  *  dx"*'-' 

On  a  d'ailleurs,  comme  on  le  voit  sans  peine  en  dilTérentiant  V  un  nombre 
de  fois  égal  à  m»—  1, 

d\  rf'-'-V 

y,  =  a,  \  -h  a,  -j 1 +-  a^ ,«_ ,  — — -- , 

'  '       *^'  ^*  dx  ^"^    '  dx"*^-^ 


dx  "»  "*  dx"**'-' 

où  les  a,  p,  ...,  X  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x. 

A  toute  intégrale  V  de  l'équation  (2)  correspond  ainsi  un  système  d'inté- 
grales y,,  y,,  ...,  y„;  ce  système  sera  fondamental  si  V  ne  satisfait  pas  à  une 
certaine  équation  différentielle 

que  l'on  obtiendra  en  écrivant  que  le  déterminant  de  y^ty^y  . . .,  y^  et  de  leurs 
dérivées  jusqu'à  l'ordre  m  —  i  est  nul;  A-  sera  au  plus  égal  à  m* — i. 

Ceci  posé,  il  existera,  en  désignant  par /une  fonction  rationnelle,  une  équa- 
tion différentielle  d'ordre  p 

qui  n'admettra  aucune  solution  commune  avec  une  équation  différentielle 
d'ordre  moindre,  dont  toutes  les  solutions  vérifieront  Téquation  (2),  qui,  enfin, 
n'admettra,  avec  l'équation  (3),  aucune  solution  commune  :  alors,  à  chaque 
solution  de  l'équation  (4)  correspond  un  système  fondamental  d'intégrales 
pour  l'équation  linéaire  proposée. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2'  série,  t.  XII.  (Mars  1888.)  R./| 
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S^cttt  doAC  Z',,  x* Xm^  f Tfftéac  UméëmtmUÎ  cfontaipomàamt  à  m 

Ui»e  folution  V  de  TéquatioB  /=  o  ci.Y,,  Y^  ...,  Y.  le  «jHènc 
4«Bt  il  une  tolation  qaelcooqae  %'  de  la  même  éqsatioBy  oa  aon 

/ 

le»  coefficieDU  a  dépeodeot  feulement  de  p  pan  mètres  arbitraires  et  y.  Picard 
établit  eo  outre  qu'on  peut  les  considérer  comme  des  fonctions  algébriques  de 
ces  p  paramètres,  que  l'on  désignera  par  \,  \,  ...,  ^^.  Deux  systèmes  de  va- 
leurs des  paramètres  X  fournissent  deux  substitutions  telles  que  (S),  et  le  pro- 
duit de  ces  substitutions  sera  nécessairement  une  substitution  de  même  forme, 
les  paramètres  X  étant  remplacés  par  un  troisième  système  de  valeurs.  Lies  sub- 
stitutions S  forment  donc  un  groupe,  et,  en  adoptant  la  terminologie  de  M.  So- 
phus  Lie  ('),  elles  constituent  un  groupe  continu  et  algébrique  de  transforma- 
tions; ce  groupe  (G)  est  ce  que  M.  Picard  nomme  ie  groupe  de  tranMforma- 
tion*  relatif  à  Véquaiion  linéeUre  (i).  Ce  groupe  ne  doit  évidemment  pas  être 
confondu  avec  ce  que  Ton  appelle  habituellement  le  groupe  de  i'équaiion  U- 
néaire  :  il  comprend  ce  dernier  groupe.  Voici  maintenant  en  quoi  consiste  la 
proposition,  concernant  ce  groupe,  qui  correspond  au  théorème  fondamental  de 
Galois  : 

Toute  fonction  rationnelle  de  Xf  de  y^ Xt*  '"yXmf  aînsi  que  de  leurs  dé- 
rivées, qui  s'exprime  rationnellement  en  fonction  de  Xf  reste  invariable  quand 
on  effectue  sur^,, ^„  ...,  y^  les  substitutions  du  groupe  G. 

Uéciproquemcnt,  toute  fonction  rationnelle  de  Xf  y^^y^y  ..•>  y^  et  de  leurs 
dérivëc!)  qui  reste  invariable  par  les  subslilutions  du  groupe  G  est  une  fonction 
uniforme  de  x, 

AprèH  avoir  établi  ces  résultats,  M.  Picard  donne  d'importantes  indications 
sur  lu  recherche  directe  des  groupes  algébriques  de  transformations  linéaires; 
cette  recherche  s'appuie  sur  les  théorèmes  généraux  que  l'on  doit  à  M.  Sophus 
Lie  :  elle  est  menée  jusqu'au  bout  pour  deux  paramètres,  et,  dans  un  cas  par- 
ticulier très  élendu,  pour  un  nombre  quelconque  de  paramètres. 

AppclL  —  Surré(|ullibrc  d'un  lîl  flexible  et  Inextensible.  (B.  5). 

Considérons  un  lil  ilcxiblo  et  inextensible  entièrement  libre,  dont  rélcmcnt 
de  longueur  d$  est  sollicité  pur  lu  force  V ds^  ayant  pour  projection  sur  trois 
ttxes  rcctunguluires 

v\  HUpposout  qu'il  Y  uit  une  fonction  «les  forces  U,  telle  que  l'on  ait 

♦  \   _  .  ^     »  /,  —  —  ; 


( 


*u*  Ov  Oz 


^M  /'A«'<>/'4C  »/c/*  t'itinx/ormtttitiHSi;ruftpfn  {Math.  Ann.,  l.  \VI  >. 
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la  tension  T  sera  donnée  par  la  formule 

T  =  U  -h  A, 
où  h  esl  une  constante;  soit 

^(a?,  >^,  z)  à,  p,  h) 

une  intégrale  complète  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 


(g)-*(?)--(sy-'"-'- 


a,  P  doivent  être  deux  constantes  arbitraires  distinctes  de  h  et  de  la  constante 
que  l'on  peut  toujours  ajouter  à  6.  Les  intégrales  des  équations  d'équilibre 
seront 

de      ,       de     ^,       de       ^ . , 

dï=*'         d?=P»         dÂ='^^» 

a',  p',  h'  éunt  de  nouvelles  constantes  et  s  désignant  l'arc  de  la  courbe  d'équi- 
libre comptée  positivement  dans  un  sens  convenable. 

Goursat.  —  Sur  un  problème  relalif  aux  courbes  à  double  cour- 
bure. (C.  i6). 

Lorsque  Ton  cherche  à  déterminer  une  telle  courbe,  en  se  donnant  les  deux 
rayons  de  courbure  R,  T  en  fonction  de  l'arc  5,  on  est  conduit  à  un  système  de 
trois  équations  linéaires  simultanées  du  premier  ordre 


doL       a' 

dx'            a        a" 

d%       a' 

de  "  r' 

ds  "       R        T' 

ds  "  T' 

pour  déterminer  les  cosinus  a,  a',  a'  des  angles  que  font  la  tangente,  la  nor- 
male principale  et  la  binormale  avec  un  axe  fixe.  Ce  système,  si  Ton  pose 

i  =  v/^,        a  =  (X  -f-  a'i,        ^  ~  h  "*"  f  * 

et  si  l'on  désigne  en  général  la  quantité  conjuguée  d'une  variable  imaginaire 
en  affectant  de  l'indice  zéro  la  lettre  qui  représente  cette  variable,  peut  être 
remplacé  par  l'équation  du  troisième  ordre 

,^       d^u       ^V  d'u       fo/Vy      vv       y'idu       VV'o-V.V 

où  \'f  y  sont  les  dérivées  première  et  seconde  de  V  par  rapport  k  s;  de  même 
Vo  est  la  dérivée  de  V,.  Si  Ton  suppose  que  a,  a',  d'  sont  les  cosinus  des  angles 
avec  l'axe  des  Xy  que  l'on  désigne  par  p,  p',  ^'  ;  y,  Yi  ï'  ^^^  quantités  ana- 
logues pour  les  axes  des  y  et  des  z,  que  l'on  pose  enfin 

il  est  clair  que  Vf  w  devront  vérifier  l'équation  (i);  la  relation  évidente 

montre  que  l'intégration  de  cette  équation  se  ramène  à  l'intégration  d'une 
équation  linéaire  du  second  ordre  sans  second  membre  (Laquerre,  Comptes 
rendus,  t.  LXWVIII.  p.  21O);  M.  Darboux  a  d'ailleurs  donné,  au  commence* 
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ment  de  m«  f^^onii  de  Géométrie,  une  proposition  pins  générale.  M.  Goamt 
montre  que,  en  cflièt,  l'intégration  de  l'équation  (i)  se  ramène  4  rintégraUcn 
de  l'équation 

Si  Y,  Z  sont  deui  intégrales  distinctes  de  cette  équation, 

M  =  YZ,        v=-(Y«— Z«),       iv=i(Y'H-ZM 

seront  trois  intégrales  distinctes  de  l'équation  (i),  qui  vériGcnt  la  relation 

u*  H-  V'  H-  iv*  =  o. 

M.  (loursat  montre  comment  on  peut  en  déduire  les  neuf  cosinus,  et  panrient 
A  la  rt^Kle  déllnitive  que  voici  : 

H4»it  Y  uur  intégrale  particulière  de  Téquation  (a),  telle  que 

I     rfY, 
V,Y    ds 

w  «f  reluise  pas  à  une  cttnfttanle  :  on  pissera 

a   «A, 


♦ 


iM  I\mi  Mutlîptitra  les  intégrales  Y  et  Z  par  un  facteur  positif,  de  façon  à  avoir 
*'elji  |H»^"<»  K**  »cul  \\v>kiiu»  *lir\'oicurs  >cr\n\i  donne>  jvir  le*  f.>rmulcs  suivantes 


Jl 

« 

i  ] 

* 

\ 

^    /■* 


^     \ 


« 


<        ^ 
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dans  toutes  ces  formules,  le  symbole  R  veut  dire  qu'on  doit  prendre  la  partie 
réelle  de  la  quantité  entre  crochets. 

Si  Ton  désigne  par  0  une  constante  réelle  quelconque,  l'équation  (2)  ne  change 
pas  quand  on  remplace  V  par  Ve'*  et  V^  par  V^e-'*;  il  en  résulte  que  l'intégra- 
tion de  l'équation  (a)  doit  fournir,  outre  la  courbe  cherchée,  les  courbes  dont 
la  courbure  et  la  torsion  sont  données  par  les  formules  suivantes 

I  rosO        sinO  i  sinO        rosO 


H,  Il  T  T,  H  T 

M.  Goursat  étudie  les  relations  entre  toutes  ces  courbes. 

Remarquant  ensuite  que,  en  faisant  dans  l'équation  (3)  le  changement  de 
variable  s  =  9(9),  où  cpf?)  désigne  une  fonction  réelle  de  la  variable  réelle  9, 
on  retombe  sur  une  équation  de  même  forme,  l'auteur  en  conclut  la  proposi- 
tion suivante  :  Étant  donnée  une  courbe  gauche  C,  pour  laquelle  les  rayons  de 
courbure  et  de  torsion  sont  des  fonctions  connues  de  l'arc 

R  =  i3(5),        T  =  a.(5), 

on  peut  en  déduire  par  des  quadratures  une  nouvelle  courbe  gauche  C^,  telle 
que  les  rayons  de  courbure  et  de  torsion  s'expriment  en  fonction  de  l'arc  a  de 
cette  courbe  par  les  formules 

R.  =  i3[9(cr)];r-i-.,         T.=  o.[?(a)]       ' 


L'équation  (2)  s'intègre  quand  V  est  de  la  forme 

V  =  A  ^  «*?(•), 
as 

où  A  est  une  constante  et  9(5)  une    onction  réelle  de  s;  on  est  ainsi  conduit  à 
des  courbes  jouissant  de  propriétés  géométriques  intéressantes. 
M.  Goursat  traite  ensuite  du  problème  suivant  : 

«  Déterminer  une  courbe  sphérique  connaissant  le  rayon  de  courbure  en 
fonction  de  l'arc.  » 

Ce  problème  avait  déjà  été  étudié  par  M.  Hoppe  {Journal  de  Crelle,  t.  GO, 
p.  182). 

Il  termine  enfin  en  indiquant  deux  autres  méthodes  pour  ramener  l'intégra- 
tion de  l'équation  (i)  à  l'intégration  d'une  équation  linéaire  du  second  ordre. 

Sabatier.  —  Speclres  d'absorption  des  chromâtes  alcalins  et  de 
l'acide  chrouiique.  (D.  11). 

Kœnigs  (G.).  —  Sur  la  forme  des  courbes  à  torsion  constante. 

(li.  8). 

Les  recherches  de  l'auteur  s'appuient  sur  le  mode  suivant  de  transformation 
d'un  contour  G  formé  de  courbes  analytiques  ou  d'un  nombre  fini  d'arcs  de 
courbes  analytiques,  et  sur  lequel  on  a  fixé  un  sens  de  parcours  déterminé,  en 
sorte  que  chaque  arc  infiniment  petit  de  ce  contour  puisse  être   assimilé  à  un 

ùuli.  des  Sciences  mathem.,  2'  série,  t.  \IL  (Avril  1888.)  R.3 
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segment  rectilignc  entiiîremcfit  déterminé  :  soit  O  an  point  de  Tespace;  an  coi- 
tour  r,  dont  les  points  corrcspundcnt  aux  points  du  contour  C,  de  façon  qmt 
chaque  élément  infiniment  petit  de  r.  considéré  comme  un  segment  rcctiligne, 
soit  éqnipollent  au  moment  par  rapport  au  point  O  de  Télément  correspon- 
dant du  contour  C,  sera  cntiércmeut  déterminé  si  l'on  donne  le  point  de  r 
qui  doit  correspondre  à  un  point  particulier. 

Désignons  par  K  le  cAne  ayant  le  point  O  pour  sommet  et  la  coarbe  C  pour 
directrice;  les  génératrices  de  K  sont  parallèles  aux  binormalcs  de  T;  la  tor- 
sion de  la  courbe  r  en  un  point  \l  est  inversement  proportionnelle  aa  carré  de 
la  dislance  du  point  correspondant  m  de  G  au  centre  O  :  de  U  résulte  sans 
peine  la  transformation  inverse  de  la  courbe  F  en  la  courbe  G. 
La  transformation  précédente  jouit  de  la  propriété  essentielle  que  voici  : 
Pour  avoir  Taire  de  la  projection  sur  un  plan  n  du  contour  formé  par  une 
portion  o^  de  G  et  des  vecteurs  oo,  06,  il  suffit  de  prendre  la  demi-projection 
sur  une  perpendiculaire  à  II  de  la  corde  a^  relative  à  la  portion  correspon- 
dante du  contour  T,  Si  le  contour  G  est  fermé,  les  points  a,  b  coïncident,  mais 
non,  en  général,  les  points  a,  p  :   M.  Kœnigs  donne  au   segment  a^  le  nom 
d'axe  du  contour  G;  si  ce  segment  est  nul,  la  projection  du  contour  C  sur  on 
plan  quelconque  aura  une  aire  nulle.  Si  a^  n'est  pas  nul,  r  sera  périodique,  et 
se  reproduira  par  une  transformation  égale  à  ap.  Si  «^  est  nul,  F  sera  un  con- 
tour fermé.  Si  G  est  une  courbe  sphérique  et  qu'on  prenne  pour  centre  de  trans- 
formation le  centre  O  de  la  sphùrc,  il  résulte  d'une   propriété  signalée  pins 
haut  que  la  courbe  F  est  à  torsion  constante;  inversement,  toute  courbe  à  tor- 
sion constante  dérive  d'une  courbe  C  sphérique.  Il  n'y  a  que  dans  le  cas  où  l'aire 
de  la  projection  d'une  telle  courbe  G  sur  un  plan  quelconque  est  nulle  que  la 
courbe  F,  à  torsion  constante,  est  fermée;  autrement,  elle  est  périodique.  Si 
donc  il  existe  une  courbe  algébrique  à  torsion  constante,   elle  est  fermée  et 
clic  dérive  d'une  courbe  sphérique  G  à  axe  nul.  M.  Ku^nigs  donne  un  cxcmpl<^ 
d'une  courbe  sphérique  algébrique   C  à   axe  nul  qui  conduil  à  une   courbe  à 
torsion  constante  pour  laquelle  les  coordonnées  s'expriment  par  des  fcinctions 
alfiébrico-logarilhmiqucs  d'un  paramètre  :  c'est  rinlcrsection  d'uuc  sphère  et 
d'un   cylindre  droit  ayant  pour  base  une   lemniscalc  siluèe  entièrement  dans 
rintérieur  d'un  grand  cercle  de  la  sphère  cl  laugcnlc  à  ce  grand  cercle  en  son 
sommet. 

Kœnigs  (G,).  —  Note  sur  les   conrhcs  dont  les  tangentes   font 
parlic  d'un  complexe  linéaire.  (E.  (j-i.-î). 

Une  courbe  a   un  axe   anharmoni(|iic    s'il   o.xistc  une  droite  jouissant  de  la 
propriété  suivante  :   les  points  où  celle  droite  est  rcnrontréc  par  les  quatre 
plans  osculateurs  à  la  courbe  considérer,  en  <jiialr<^  points  qiirlcon<|iics  ont  le 
jnènie  rapport  anharmonique  que  les  plans  menés  par  colle  droite  et  les  quatre 
plans.  L'auteur  a  considéré  les  courbes  diins  un  Mémoire  sur  l'espace  ré^lé  in- 
séré au  tome  XI  de  la  deuxième  série  des  Anna/es  scient i/iques   de   l'Kcole 
îKormale,  et  il  a  donné,  dans  ce  Mém«Mre,   leur  «'(jualion   liiiie.    Dans  la  N,,to 
(jue  nous  analysons,  M.  Kn;nigs  ratlaehe  ces  résultais  aux  rechere|ie>   de  M.  S 
Lie  sur  les   surfaces  dont  les   lignes  asymi>tolii|ues  i\\uu\  série  ap|iarlieiinenl. 
par  leurs  tangentes,   à  un  Cf»mplexe  linéaire.  Il  umuiro  eu  edVt  qu'une  rourlH^ 
r  qui  admet  un  axe  anharmonique  Scsi  une  li;;ne  a>>mi)lnUque  de  la  surface  ré- 
glée £  lieu  des  droites  qui  joignent  un  [Joiiit  M  de  T  au  point  V  où  le  jilan  uscu- 
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latcur  en  M  à  r  rencontre  Taxe  1;  que  si  une  courbe  V  admet  un  axe  enhar- 
monique £,  ses  tangentes  font  partie  d'un  complexe  linéaire  qui  contient  aussi 
l'axe  £;  que,  réciproquement,  si  T  est  une  courbe  dont  les  tangentes  font  partie 
d'un  complexe  linéaire,  toute  droite  de  ce  complexe  est  un  axe  anharmonique 
de  r.  La  recherche  des  courbes  à  axe  anharmonique  est  donc  identique  à  la 
recherche  des  courbes  qui  font  partie,  par  leurs  tangentes,  d'un  complexe  li- 
néaire. Enfin,  la  recherche  des  surfaces,  dont  les  lignes  asymptotiques  d'une 
série  appartiennent,  par  leurs  tangentes,  chacune  à  un  complexe  linéaire,  pro- 
blème traité  par  M.  Lie,  comprend  comme  cas  particulier  la  recherche  des 
surfaces  dont  les  lignes  asymptotiques  d'une  série  ont  un  môme  axe  anharmo- 
nique. 

Kœnigs  (G.)*  —  S"''  remploi  de  certaines  formes  quadratiques. 
(E.  i3-43). 

Le  produit  de  la  plus  courte  distance  de  deux  droites  par  le  sinus  de  leur 
angle  est  ce  que  l'on  appelle  le  moment  de  ces  deux  droites.  SI  l'on  considère 
l'ensemble  des  droites  d'un  complexe,  leurs  coordonnées  dépendent  de  trois  pa- 
ramètres u,,  u,,  u,  et  le  moment  de  deux  droites  infiniment  voisines,  ou  moment 
élémentaire,  sera  une  forme  quadratique  M  (e/a)  des  différentielles  du^^  du^y  du^. 

M.  Klein  a  montré  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les 
droites  du  complexe  soient  toutes  tangentes  à  une  surface  était  que  le  discri- 
minant A  de  cette  forme  fût  identiquement  nul;  M.  Kœnigs  ajoute  ceci  d'essen- 
tiel au  résultat  obtenu  par  M.  Klein  :  pour  qu'un  complexe  soit  formé  des  sé- 
cantes d'une  courbe,  ou  des  tangentes  à  une  surface  développable,  il  faut  et  il 
suffit  que  l'un,  au  moins,  des  facteurs  dans  lesquels  le  moment  élémentaire  est 
décomposable  admette  un  facteur  d'intégrabilité. 

C'est  l'étude,  fort  intéressante  en  elle-même,  des  formes  quadratiques  ter- 
naires de  différentielles,  à  discriminant  nul,  qui  conduit  M.  Kœnigs  à  cette 
conclusion. 

Si  le  discriminant  A  d'une  telle  forme  M{du)  est  nul,  c'est  que  cette  forme 
est  décomposable  en  deux  facteurs  linéaires  u,  tù'  :  l'auteur  donne  la  classifica- 
tion suivante  :  si  o,  o'  admettent  tous  deux  des  facteurs  intégrants,  la  forme 
M  {du)  peut  être  ramenée  au  type 

(ot)  Midu)=ffd\\ 

ou  au  type 

(P)  M[du):-.gdldy^: 

gy  ^,  7;  sont  des  fonctions  convenables  des  u.  Supposons  maintenant  que  ta'  ne 
soit  pas  intégrable  par  multiplication;  si  u  est  intégrable  par  multiplication, 
on  a  le  type  réduit 

(r)  M{du)=gadl^dr,)d^^  : 

g  est  une  fonction  des  variables  indépendantes  Ç,  t,,  I^;  si  w  n'est  pas  intégrable 
par  multiplication,  on  a  le  type  réduit 

(6')  \\{du)  =  g{xd\-drMi:,d\-dr,r, 
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gy  T  sonl  des  fonctions  convenables  des  variables  indépendantes  Ç,  r^,  Ç;  de 
plus,  T  dépend  effectivement  de  ^  :  c'est  la  relation 

F(^  T.,  ;,  T)  =  0, 

laquelle  contient  nécessairement  1^  et  x,  qui  joue  alors  un  rôle  essentiel.  Un 
cas  particulièrement  intéressant  est  celui  où  cette  relation  est  de  la  forme 

LT;-+-M(T-4-C)-hN  =  o, 

uù  L,  M,  N  dépendent  de  ^,  T^;  M.  Kœnigs  dit  alors  que  la  forme  est  linéo-in- 
volutive  :  dans  ce  cas,  on  parvient  à  un  typé  réduit  plus  simple,  savoir 

(e)  M(rfi/)  =  ^(i;»rf^'-rfT.«); 

g  est  une  fonction  quelconque  de  ^,  t„  I^.  Les  types  ?  et  y  doivent  être  regardés 

comme  des  types  limites  des  formes  linéo-involutives. 

Appliquant  ces  résultats   à    Tétudc  du  moment  élémentaire   d'un  complexe 

singulier,  pour  lequel  le  discriminant  A  de  la  forme  M(6fu),  qui  représente  ce 

moment   élémentaire,  est   identiquement   nul,   M.    Kœnigs  montre    que  cette 

forme  est  en  général  une  forme  linéo-involutive  et  que  la  réduction   au  type 

normal 

gi,^'d\*-dV) 

coïncide  avec  la  détermination  des  lignes  asymptotiques  de  la  surface  enveloppe 
des  droites  du  complexe. 

Les  tangentes  à  ces  lignes  sont  représentées  dans  le  complexe  par  les  équa- 
tions 

T,  =  const.,        ^  =  o, 

;  —  const.,  ^  =:  c», 

respectivement  pour  les  deux  séries.  Dans  le  cas  où  la  surface  enveloppe  des 
droites  du  complexe  est  développable,  on  a  affaire  au  type  limite 

et  l'équation  \  =  const.  représente  toutes  les  droites  situées  dans  l'un  des  plans 
tangents,  tandis  que  l'équatiou 

:;  fil  _  fir^  ,_-_  o 

représente  le  système  des  développables  dont  les  arêtes  sonl  des  courbes  tracées 
sur  la  surface.  Comme  le  fait  prévoir  le  principe  de  dualité,  c'est  au  même 
type  limite  que  correspond  le  cas  où  les  droites  du  complexe  sont  les  sécantes 
d'une  courbe;  mais,  dans  ce  cas,  l'équation  ^  =^  consL.  convient  à  toutes  les 
droites  issues  d'un  point  situé  sur  la  courbe;  en  sorte  que  c'est  seulement  l'in- 
terprétalion  de  celle  équation  qui  permet  de  distinguer  les  deux  cas. 

EnOn,  si  le  complexe  est  formé  des  droites  qui  rencontrent  une  droite  fixe, 
le  moment  élémentaire  se  ramène  au  type  g  d\  dr^. 

Gomme  première  application,  M.  Kœnigs  retrouve  les  résultats  de  M.  Klein 
concernant  la  délcrminalion  des  lignes  asymptotiques  de  la  surface  de  Kummer. 

En  voici  une  autre,  dont  l'importance  ne  saurait  échapper  au  lecteur  :  comme 
M.  Kœnigs  l'a  montré  dans  son   Mémoire  déjà  cité  sur  les  propriétés  infinité- 
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simales  de  l'espace  réglé,  il  existe  toujours  un  système  de  coordonnées  u^y  u.^y 
u^y  u^  de  la  droite  qui  fait  prendre  au  moment  élémentaire  la  forme 

(j{du\  -^duX  -hrfi/J  -\-dul). 

Si  donc  on  sait  exprimer  u,,  u^j  m,,  u^y  A,  B  en  fonction  de  trois  variables 
indépendantes  \^  r^^  ^j  de  façon  que  Ton  ait  identiquement 

du\  +  du\  H-  du\  ^  dul  =  A  rfÇ*  -+-  B  dr^\ 

la  droite  u,,  i/,,  u,,  u^y  dont  les  coordonnées  dépendent  de  trois  paramètres, 
décrira  un  complexe;  ce  complexe  sera  singulier,  et  Ton  saura,  par  ce  qui  pré- 
cède, trouver  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  enveloppe.  L'identité  pré- 
cédente peut  aussi  bien  s'écrire 

du\  -+-  du\  -+-  du\  =  dÇ*  -+-  A  rfÇ*  -+-  B  rfr,», 

en  faisant  ^  =  iu^  et  en  regardant  u,,  k,,  u^  comme  des  coordonnées  rectan- 
gulaires; sous  cette  forme,  on  voit  de  suite  que  les  surfaces  Ç  =  const., 
\  =  const.,  7^  =  const.  constituent  un  système  de  surfaces  parallèles  avec  leurs 
deux  systèmes  de  normalies  développables,  en  sorte  qu'une  double  interpré- 
tation de  l'identité  ci-dessus  conduit  à  la  belle  relation  que  M.  S.  Lie  a  décou- 
verte entre  les  lignes  asymptotiques  et  les  lignes  de  courbure. 

La  transformation  de  contact  par  laquelle  M.  Lie  est  parvenue  à  ce  résultat 
sufûrait  à  étendre  aux  complexes  de  sphères  les  résultats  précédemment  établis 
pour  les  complexes  de  droites.  M.  Kœnigs  traite  d'ailleurs  directement  des 
complexes  de  sphère.  C'est  alors  la  forme 

F  =  dX»  -+-  rfY»  -t-  rfZ»  -  rfH', 

où  X,  Y,  Z  sont  les  coordonnées  du  centre  et  H  le  rayon,  qui  joue  le  rôle 
essentiel  ;  cette  forme  devient  ternaire  dans  le  cas  d'un  complexe  de  sphères. 

Dans  un  complexe  singulier  de  sphères  tangentes  à  une  surface  quelconque 
ou  à  une  courbe  quelconque,  la  forme  quadratique  fondamentale  appartient  au 
type  général  linéo-involutif  (s).  Si  l'enveloppe  est  une  surface  de  Monge  (sur- 
face imaginaire  à  lignes  de  courbure  coïncidentes),  et  seulement  dans  ce  cas, 
la  forme  appartient  au  type  linéo-involutif  limite  (v);  enfin,  quand  l'enveloppe 
est  une  sphère,  et  seulement  dans  ce  cas,  la  forme  appartient  au  type  (^), 
c'est-à-dire  que  les  deux  facteurs  sont  intégrables  par  multiplication. 

Nous  devons  signaler  encore,  dans  le  travail  de  M.  Kœnigs,  le  résultat  sui- 
vant dont  il  a  eu  à  se  servir,  et  qui  a  été  laissé  de  côté,  afin  de  ne  pas  inter- 
rompre la  suite  des  idées. 

L'équation  aux  dérivées  partielles  * 

où  V,,  . . . ,  V„,  A,  B,  C  sont  des  fonctions  données  des  n  variables  u^,  </,,  . . . ,  t/^, 
jouit  de  la  propriété  suivante. 

Le  rapport  anharmonique  de  quatre  solutions  de  cette  équation  est  une  so- 
lution de  l'équation  sans  second  membre 

'  du.  •*  àu.  "  f)u„ 
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C'est  uoe  géDéralisation  d'un  théorème  bien  connu,  relatif  à  réquation  de 
Riccati,  et  qui  fait  connaître  sous  quelle  forme  la  fonction  arbitraire  fignre 
dans  la  solution  générale  de  l'équation  (i). 

Gtwbe.  —  Recherches  expérimeatales  sur  le  rayonDcnient.  (F. 
9»)- 

Sabaiier.  —  Partage  d'une  base  entre  deux  sels.  (G.  jo). 

Andoyer.  —  Contribution  à  la  théorie  des  orbites  intermédiaires. 
(M.  7a). 

Brillouxn  (il/.).  —  Questions  d'Hydrodynamique.  (1-80)  ('). 

Cet  important  trarail,  à  la  fois  théorique,  critique  et  bibliographique,  con- 
tiendra l'exposition  des  principaux  progrés  accomplis  dans  Télude  de  mouve- 
ment des  liquides,  k  partir  des  recherches  de  M.  von  Ilelmholtz.  Les  travaux 
de  KirchhoflT,  de  MM.  Rajleigh,  J.  Thomson  et  de  sir  W.  Thomson  y  sont  ana- 
lysés. Ce  qui  a  paru  comprend  deux  Chapitres;  nous  énumérons  rapidement 
les  matières  traitées  : 

Ghap.  L  —  Tourbiiiotu  dans  les  fluides  parfaits.  Propriétés  analytiques. 
Équations  de  Green,  de  Stokes.  Transformation  de  Slokes-Helmholtz,  de  Clcbsch. 
Lignes  tourbillons;  tubes  tourbillons.  Surfaces  de  discontinuité.  CasdePespace 
infini.  Cas  d'un  espace  limité  simple.  Examen  de  diverses  hypothèses  relatives 
aux  parois.  Équations  du  mouvement  d'un  corps  continu.  ThêoK'mc  d*Helm- 
holtz  sur  les  anneaux  tourbillons.  Tubes  tourbillons  qui  aboutissent  à  une  sur- 
face de  discontinuité.  Exceptions  dues  aux  forces  extérieures.  Problèmes  par- 
ticuliers. Vibrations  des  tourbillons.  Choc  de  deux  anneuux.  Anneaux  noués. 
Production  expérimentale  des  tourbillons.  Expériences  diverses  relatives  aux 
gaz  et  aux  liquides.  Hypothèse  des  atomes-tourbillons  (sir  W.  Thomson). 
Théorie  cinétique  des  gaz. 

Chap.  n.  —  Écoulement  des  liquides.  Jets.  —  Difficultés  relatives  à  l'hy- 
pothèse de  l'absence  de  tout  frottement.  Cas  où  la  solution  analytique  ne  peut 
correspondre  à  la  réalité.  Expériences.  Exposition  et  critique  des  exemples  de 
mouvements  permanents  plans  donnés  par  M.  kirrhliofl*.  Instabilité  des  jets; 
flammes  sensibles;  flammes  chantantes.  Discussion  de  l'hypothèse  d*Helmholtz. 
Nécessité  de  tenir  compte  du  frottement.  Les  équations  différentiel  les  du  mou- 
vement d'un  liquide  parfait  suffisent  à  rendre  compte  des  mouvements  qui  se 
produisent  pendant  un  temps  fini  dans  un  liquide  à  frottement  très  faible; 
mais  elles  sont  absolument  insuffisantes  pour  rendre  compte  du  passage  d'un 
état  initial  quelconque,  et  en  particulier  du  repos,  à  un  état  permanent,  quelque 
faible  que  soit  le  frottement. 


(')  Les  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse  comportent  des  tra- 
vaux de  bibliographie  :  la  pagination  est  spéciale. 
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Ifihliogrnpliit'.   —    Liste    d'environ    deux   cenli»   Mémoiren   sur 
rilydrod^numiqiic,  paru»  entre  i858el  i885.  J.  T. 


(X)MPTES  RENDUS  iikddomadaires  des  fléANCBs  db  l'Acadi^mib  db8  Sgibncbm. 

Tomo  Cil;   i880(«). 

Lagucrrc,  —  Sur  le  potentiel  de  deux  ellipsoïdes.  (i^-'>eu). 

Soient  \^  7),  C  Ich  coordonnée!  du  centre  du  lecond  ellipHoYde  par  rapport  k 
de»  axcit  rectangulaire»  pa««ant  par  le  centre  du  premier.  Lei  équationi  den 
deux  HurfaceM  étant 

<f{iX},  y,z)  ~i, 

déHign/inH  par  /(X')  et  /o(V)  lei  dennité»  de»  couche»  dont  le»  surface»  ex- 
térieure» ont  pour  éiiuation» 

et  pofton» 

/*  * 

\)ia  =F(/), 


(X)^  =  F,(/J. 


Soient  U  et  U„  le»  di»criininant»  de»  deux  forme»  f|uadrati(|ue»  ^(jr,  ^,  c)  t:t 
'V«('^>  y,  ^),  1  et  i^  le»  valeur»  que  prennent  le»  forme»  adjointe»  quand  on  y 
remplace  rcHpectivement  le»  variable»  par 

/co»9       /«in  9         I 

et  par 

/co»9       /»in'^         r 

Le  potentiel  P  de»  deux  ellip»oïde»  s'exprime  alor»  par  la  formule 

•^^'^  J^i    ./_,    Jo       /Çco»9-f-/T,»in<pH'i;-/v/A-/.i/A'/ 

où  V  et  V,  »ont  le»  volume»  de»  deux  corp». 
La  méthode  par  laquelle  M.  Laguerre  parvient  h  ce  résultat  consiste  cssen* 


(')  Voir  DuUelin,  l.  \I,,  p.  i|,<,. 
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tiellemcnt  à  décomposer  les  ellipsoïdes  en  tranches  comprises  entre  des  plans 
infiniment  voisins  et  parallèles  au  plan  imaginaire 

ix  cos 9  -t-  l'y  sin  9  -H  -5  —  o. 

Sylvester,  —  Note  sur  les  invariants  différentiels.  (3i-34). 

Dans  une  Lettre  à  M.  Hermite  insérée  en  partie  dans  les  Comptes  rendus, 
M.  Sylvester  avait  dit  que  les  invariants  différentiels  de  M.  Halphen  étaient 
identiques  à  ses  réciprocants  purs.  Il  limite  actuellement  cette  assertion  et 
montre  que  ces  invariants  sont  identiques  avec  la  classe  particulière  des  réci- 
procants purs  projectifs. 

M.  Sylvester  fait  suivre  sa  propre  démonstration  de  celle  que  lui  a  commu- 
niquée M.  Halphen. 

Si  l'on  fait  le  changement  de  variables 

x=i,        Y=2'. 

X  X 

et  que  Ton  pose 

5x^='*-^-'       ^  =  ''•«'" 
on  a 

A,=  (-i)-a7—[a„-t.(/i-2)^'-4-X^ +...]. 

Soit  maintenant  une  fonction /(Ag,  A,,  ...,  A„)  dont  tous  les  termes  soient 

de  même  poids  p  et  de  même  degré  6;  en  supposant  —  infiniment  petit,  on 
aura 

/(A„  A„ ...,  A J  =  (-  i)Pa;'P-*|/(rt„,  a„  . . . ,  a^) 


Pour  que /soit  invariant  pour  la  substitution  considérer,  il  faut  (juc 

df  àf  ,  ,  i)f  Of 

En   particulier,  si  /  ne  contient  pas  «,,  ce  qui  est  le  cas  des  réciprocants 
purs,  on  aura 

équation  qui  définit  les  réciprocants  projectifs. 

Poincaré.  —  Sur  la  transformation  des  fonctions  fuchsiennes  cl 
la  réduction  des  intégrales  abélicnncs.  (4i-41)- 

Soient  X  cl  y  deux  variables  liées  par  une  relation  algébrique  de  jjcnrc  p\ 
si  l'on  pose 

J^  =f{j:\y')^      y  -J\(.^'',y')' 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  6i 

/  el  /,  étant  rationnels,  on  obtiendra  entre  x*  et  y  une  relation  algébrique 
dont  le  genre  q  sera  généralement  supérieur  à  p.  Les  fonctions  abéliennes  de 
rang  q  engendrées  par  la  courbe  en  a^ ^  y'  peuvent  donc  se  réduire  à  des  fonc- 
tions de  rang/?,  en  même  temps  que  se  réduit  le  genre  de  la  courbe. 

En  général,  x\  y'  sont  des  fonctions  non  uniformes  de  x^  y;  mais  ces 
fonctions  peuvent  ôtre  inramifiées,  c'est-à-dire  que,  x  el  y  décrivant  des  con- 
tours fermés  infiniment  |petits,  x'  et  y'  reprennent  la  même  valeur.  Dans  ce 
cas,  si  /?  =  I,  on  doit  avoir  aussi  q  =  i,  en  sorte  que  la  réduction  au  genre  i 
par  des  fonctions  inramifiées  est  impossible. 

Pour  p  quelconque,  iM.  Poincaré  a  montré  antérieurement  que,  quand  il  y  a 
réduction,  on  peut,  par  une  transformation  d'ordre  k,  changer  la  fonction  B  à 
réduire  en  un  produit  de  fonctions  B  d'un  nombre  moindre  de  variables. 
L'entier  k  est  alors  le  nombre  caractéristique  de  la  réduction. 

Ce  théorème  fournit  une  classification  très  simple  des  cas  de  réduction,  mais 
qui  ne  permet  pas  de  distinguer  des  autres  les  cas  où  la  réduction  des  fonctions 
abéliennes  est  accompagnée  de  celle  du  genre  de  la  courbe.  On  évite  cet  incon- 
vénient en  prenant  pour  point  de  départ  d'une  classification  des  cas  de  réduc- 
tion la  théorie  de  la  transformation  des  fonctions  fuchsiennes.  Étant  donné  un 
groupe  fuchsien,  on  peut  chercher  les  sous-groupes  fuchsiens  qui  y  sont  con- 
tenus :  cette  recherche  est  l'analogue  de  la  transformation  des  fonctions  ellip- 
tiques. M.  Poincaré  en  donne  divers  exemples. 

Syhester.  —  Sur  les  réciprocants  purs  irréductibles   du   qua- 
trième ordre,  (i 62-1 53). 

Poincaré,  —  Sur  les  résidus  des  intégrales  doubles.  (202-204). 

Soit 

F(Ç,T.)  =  P-HiQ 

une  fonction  de  deux  variables  complexes 

Ç  =  a?  -t-  iyy       T,  =  5  -4-  it. 

Le  contour  d'intégration  de  ¥{\^r[)d\dr^  étant  défini  par  les  quatre  équa- 
tions 

ar=<?,(tt,v), 

^'  =  9,(1*,  V), 

5  =  9,(M,  i;), 

tz=z  9,(w,  v), 

où  u  et  i'  sont  réels,  on  considère  trois  fonctions  entières  de  x,  y,  5,  /  qu'on 
prend  pour  coordonnées  d'un  point  M  de  l'espace,  et  l'on  fait  varier  u  et  v\  si, 
quelles  que  soient  ces  fonctions  entières,  le  point  M  décrit  une  surface  fermée, 
on  dira  que  le  contour  d'intégration  est  fermé. 

M.  Poincaré  étudie  le  cas  où  F(^,  r^)  est  une  fonction  rationnelle  mise  sous 
la  forme 
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et  cherche  les  périodes  de  l'inti^grale  double 


ffFa,y^)dldr,  =  ff^      (P-H,-Q)Ji^^>'J  +  (n>-Q) 


^    0{u,  V)  0{UfV)j 


c'est-à-dire  les  valeurs  obtenues  en  intégrant  le  long  d'un  contour  ferme.  Ces 
périodes  sont  de  trois  sortes  : 

!•  Les  périodes  de  la  première  sorte  sont  égales  à  aitiH,  H  étant  une  période 
de  première  espèce  de  l'intégrale  abélienne 


relative  à  la  courbe  6(Ç,  yj)  =  o;  de  même  pour  la  courbe  <KÇ,  t,)  =  o. 

2"  Les  périodes  de  la  seconde  sorte,  relatives  aux  points  d'intersection  (Ç,t,) 
des  deux  courbes  <{;  et  0  ;  elles  ont  pour  valeur 

±4^ ^^^'^^ 


d\   dr^        dr^  dl 

3"  Les  périodes  de  la  troisième  sorte,  relatives  aux  points  doubles  (Ç,  r,)  de 
la  courbe  0;  elles  ont  pour  valeur 


Goursat.  —  Sur  la  théorie  des  cqualions  linéaires.  (^204-20^). 

L'auteur  se  propose  de  former  toute  équation  linéaire  ayant  toutes  ses  inté- 
grales rcguliùrcs  et  possédant  p  points  singuliers  connus.  II  ramené  ce  pro- 
blème à  la  résolution  do  certaines  équations  en  nombres  entiers.  Connaissant 
un  système  de  solutions  de  ces  équations,  la  délcrminalion  de  réquation 
linéaire  correspondante  n'exige  (juc  des  calculs  al};ébriqucs.  Ces  calculs,  fort 
compliqués  en  général,  se  simplifient  lorsque  les  racines  de  clia(]ue  groupe  de 
l'équation  déterminante  fondamentale  relative  à  chacun  des  points  singuliers 
forment  une  progression  arithmétique;  tous  les  autres  cas,  d'ailleurs,  pour- 
raient se  ramener  à  celui-là.  Il  existe  deux  types  de  cette  espèce  pour  les 
équations  du  troisième  ordre,  six  pour  les  équations  du  quatri«  me  ordre. 

Toutes  ces  équations  jouissent  d'une  propriété  importante  :  on  peut,  en  géné- 
ral, par  des  calculs  algébricjues,  déterminer  les  substitutions  que  subit  un 
système  fondamental  d'intégrales  convenablemeent  choi>i,  (juand  on  fait  décrire 
à  la  variable  un  contour  fermé  quelconque;  les  coeflicients  de  ces  substitutions 
sont  des  fonctions  algébriques  des  multiplicateurs  des  intégrales  dans  le  do- 
maine des  points  critiques  et  ne  dépendant  pas  de  ces  [)oints  critiques. 

liesaL  —  Sur  la  vrille  et  le  |)ieu  à  vis.  (  •>.X\-'>S^/). 
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La  forme  d'une  vrille  est  celle  d'un  conoïde  droit  dont  la  direchice  rectiligne 
est  Taxe  de  la  tige  et  dont  la  directrice  curviligne  est  tracée  sur  un  cône  de 
révolution  autour  de  cet  axe.  M.  Uesal  envisage  le  cas  où  la  directrice  curvi- 
ligne est  une  loxodromie. 

Soient  O  le  sommet  dos  deux  cônes  qui  limitent  le  (ilei;  y^,  v^,  (Y^<yJ  les 
demi-angles  au  sommet;  i  l'angle  constant  que  fait  la  directrice  curviligne  du 
filet  tracé  sur  le  cône  intérieur  avec  la  génératrice  de  ce  cône;  5',^"  les  limites 
de  5  pour  une  portion  déterminée  de  l'aire  du  conoïde;  Q  reflTort  longitudinal 
exercé  suivant  Taxe  O-s;  M  le  moment  du  couple  normal  à  l'axe  qui  doit  s'op- 
poser au  glissement;/  le  coefficient  de  frottement  de  la  matière  pénétrée.  La 
condition  d'équilibre  de  la  vrille  est 


M        3  3cotisinY„(tangY,-+- tangYo)  — 3/(tang^Y.+  tansr,tangY^+tang>yJ  z" 


»-4-  r."  -'  _t-  -'J 


Q        9  tangY,-^  tangYo-+-2/cot/sinYo  z' -{- z' 

Pour  que  la  vrille  ne  puisse  pas  s'enfoncer  sous  la  charge  Q,  sans  effort  ex- 
térieur rotatif,  il  faut  que  M  <;  o  ou  que 

i.^    3        .   .  tangY,-+-  tangïo 

/  >  -  cot  i  sin  Y« ^-^ • 

2  'Uangw^-f.  tangY,  tangYo-^- tang'Yo 

Picard,  —  Sur  les  intégrales  de  différentielles  totales  de  seconde 
espèce.  ('.>.5o-253). 

Étant  donnée  une  surface,  reconnaître  si  elle  possède  des  intégrales  de  se- 
conde espèce  autres  que  des  fonctions  rationnelles  (cas  général);  trouver  le 
nombre  minimum  de  ces  intégrales  pour  les(]uelles  aucune  combinaison  linéaire 
ne  soit  égale  à  une  fonction  rationnelle  des  coordonnées. 

Pour  exposer  plus  commodément  la  solution  qu'il  donne  de  ce  problème, 
M.  Picard  prend  l'équation  de  la  surface  sous  la  forme  particulière 

z'  =  /{x,y). 

Il  montre  que  toute  intégrale  de  différentielle  totale  de  seconde  espèce  peut, 
après  soustraction  d'une  fonction  rationnelle  convenable,  se  mettre  sous  la 
forme 


r  y  dx  -h  Q  dy 


ou 


i)  —  b^x"*-* H-  b^x"*-^ -t-. . . -f-  ^, 


n%—V 


les  rt  et  ^  étant  des  fonctions  rationnelles  de^'.  La  condition  d'intégrabilité 

''oy-'^i-'-^^^^'iôj'-'irx) 

fournit  nm  —  i  relations  (|ui  permettent  d'exprimer  b^,  6,,  ...,  b^_^  à  l'aide 
des  a  et  de  leurs  dérivées  premières,  et  fl,,  a^,  . ..,  a^_^  au  moyen  de  a^  et  de 
ses  dérivées.  Quant  à  a^^  il  satisfera  .à  une  équation  linéaire  d'ordre  /;i  —  1 
dont  les  coefficients  seront  des  polynômes  en  y.  Si  l'on  trouve  r  intégrales  ra- 


64  SECONDE  PARTIE. 

lionncUes,  on  en  déduit  des  valeurs  correspondantes  pour  a  et  b,  et  Ton  a 
alors  r  intégrales  distinctes  de  seconde  espèce. 

En  terminant;  l'auteur  présente  quelques  remarques  sur  les  périodes  des  in- 
tégrales doubles  de  la  forme 


// 


Q(j;,  y,z)  dx  dy 


où  Q  est  un  polynôme  de  degré  m  —  l\  ici  que  la  surface  Q(j:,  >%  s)  =  o  passe 
par  les  courbes  doubles  de  /{x^  y,  z)  =  o.  Celle  intégrale  ne  présente  pas  de 
ces  périodes  polaires  étudiées  récemment  par  M.  Poincaré;  les  périodes  de  c<>s 
intégrales  sont  cycliques,  c'est-à-dire  dépendent  des  valeurs  initiales  x^^  y^^  z^ 
au  début  du  cycle. 

Mannheini,  —  Théorie  géométrique  de  Phyperboloïde  articulé. 

(253-256). 

Soient  Oa:,  Oy,  Oz  les  axes  d'un  parallélépipède  rectangle  et,  sur  les  faces 
de  ce  prisme  parallèles  à  Oz,  les  diagonales  P,  Q,  H,  S  qui  forment  un  qua- 
drilatère gauche. 

Si  l'on  construit  ce  quadrilatère  au  moyen  de  tiges  articulées,  on  peut  le  dé- 
former de  manière  que  les  côtés  opposés  P,  H  rencontrent  constamment  O^  à 
angle  droit  et  restent  à  des  distances  égales  de  O. 

Ce  quadrilatère  gauche  détermine  l'hyperboloïdc  H  ù  une  nappe  qui  a  pour 
sommets  les  milieux  de  ces  côtés  et  dont  l'axe  non  transverse  est  égal  à  la 
hauteur  du  prisme. 

L'étude  de  ce  quadrilatère  conduit  M.  Mannheim  à  une  théorie  très  simple 
de  rhyperboloYde  H  dont  les  gcneralriccs,  supposées  conslruilcs.au  moyen  de 
tiges  articulées  à  leurs  points  do  rencontre,  pcrmellcnt  la  déformation. 

Entre  autres  résultais,  l'auteur  relrouvc  le  théorème  de  M.  Grcenhill  :  l'hy- 
pcrboIoYdc  H  peut  se  déformer  en  conservant  son  centre  et  ses  axes  (en  direc- 
tion) ;  il  se  transforme  successivement  en  hypcrboloYdes  homoforaux;  ses  points 
décrivent  des  trajecloires  orthogonales  à  tous  ces  hypcrboloYdes. 

Et  il  obtient  celte  proposition  nouvelle  :  les  plans  principaux  de  H  déter- 
minent sur  une  génératrice  arbitraire  de  celle  surface  des  segments  qui  restent 
de  grandeur  invariable  pendant  la  déformation. 

Brioschi.  —  Sur  quelques  formules  liyperellipliques.  (239-242  et 
-^97-^98). 

Soient^,  z,  w  trois  fondions  hyperellipliques  à  deux  variables  «,,  m^,  loutcs 
trois  paires,  ou  deux  impaires  cl  la  troisième  paire ;^',,  z^,  i\\  leurs  dérivées 
par  rapport  à  u/,  y^,  z^,  iv,  leurs  dérivées  par  rapport  à  u^.  Entre  ces  six  dé- 
rivées, M.  Brioschi  Irouve  six  relations  rernarquables  : 

wz^-zw^  =  a^y^-\-a^y^,        ivz^  —  ziv^^.-a^y^  -  aj'^, 
où  les  constantes  a,  b,  c  sont  des  fondions  des  nu>duie>  assujellies  aux  cou- 
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ditions 

Au  moyen  de  ces  relations,  il  obtient  des  expressions  très  simples  pour  les 
carrés  des  dérivées  y,,  y,,  ...,  pour  leurs  produits  deux  à  deux,  pour  leurs 
dérivées  secondes,  et  par  suite  pour  toutes  les  dérivées  d'ordre  pair.  Les  carrés 
et  les  produits  deux  à  deux  des  dérivées  premières  des  trois  fonctions  hyper- 
elliptiques  s'expriment  par  des  polynômes  du  quatrième  degré  par  rapport  à 
ces  fonctions,  et  les  dérivées  partielles  d'ordre  3/1  sont  exprimables  par  des 
polynômes  de  degré  2/1-4-1. 

Guyou.    —  Noie  sur  un  nouveau  système  de   projection  de  la 
sphère.  (3o8-3io). 

L'équateur,  le  premier  méridien  et  le  méridien  de  longitude  90°  étant  tracés 
sur  la  sphère,  on  prend  sur  le  dernier  quatre  points  F,  F',  F,,  F',  à  égales 
distances  des  pôles.  Par  un  point  quelconque  M  on  fait  passer  les  deux  ellipses 
sphériques  qui  ont  respectivement  pour  foyers  F,  F',  et  F,  F,;  l'une  est  le  pa- 
rallèle elliptique,  l'autre  le  méridien  elliptique  du  point  M.  La  latitude  est  la 
distance  à  l'équateur  du  point  où  le  parallèle  coupe  le  premier  méridien;  la 
longitude  elliptique  est  la  distance  au  premier  méridien  du  point  où  le  méri- 
dien elliptique  coupe  l'équateur. 

En  projection,  le  premier  méridien  et  l'équateur  seront  représentés  par  deux 
droites  rectangulaires;  les  méridiens  et  les  parallèles  elliptiques  par  des  droites 
respectivement  parallèles  aux  précédentes.  Ce  mode  de  projection  est  le  seul 
qui  permette  la  représentation  conforme  de  la  sphère  sur  une  portion  finie  du 
plan  sans  déchirure  ni  duplicature  :  la  figure  présente,  il  est  vrai,  quatre 
points  critiques.  Si  les  deux  foyers  se  réunissent  au  pôle  correspondant,  on 
est  ramené  à  la  projection  de  Mercator. 

La  Carte  de  M.  Guyou  se  prête  aisément  à  l'étude  des  fonctions  doublement 
périodiques  d*une  variable  complexe.  Si  l'on  appelle  9  Taffixe  d'un  point  de 
cette  Carte  et  u  celle  d'un  point  de  la  Carte  de  Mercator,  on  a  la  relation 
9  =  amu  qui  permet  de  constater  immédiatement  les  propriétés  des  fonctions 
elliptiques. 

Mannheim,  —  Sur  le  théorème  d'Ivory  et  sur  quelques  théorèmes 
relatifs  aux  surfaces  homofocales  du  second  ordre.  (3ii-3i3). 

Aiitonne,  —  Recherches  sur  les  groupes  d'ordre  fini  contenus 
dans  le  groupe  des  substitutions  linéaires  de  contact.  (3i3- 
3i6). 

L'auteur  envisage  les  substitutions  biralionnetles  de  contact  où  figurent  deux 
séries  de  trois  variables  homogènes,  x,-  (coordonnées  d'un  point  x  du  plan)  et 
Uf  (coordonnées  d'une  droite  u  du  plan). 

Soit 

X,.         \iiXPyUl) 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  XII.  (Mai  1888.)  R.6 


ff  = 


(1  =  1,2,3) 
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une  pareille  substitution,  où  ^-  est  un  polynôme  de  dimension  p  en  jr^  et  q  en 
f/.,  f,  un  polynôme  de  dimension  r  en  x.^  et  s  en  u^.  Cette  substitution  est  li- 
néaire si  aucun  des  quatre  entiers  /?,  q,  r,  s  ne  dépasse  l'unité.  La  substitution 
(5\  9,  produit  de  a'  par  a,  sera,  par  définition, 


ff'ff  = 


M.  Au  ton  ne  fait  la  tliéorie  complète  des  substitutions  linéaires  de  contact. 
Une  telle  substitution  a  Tune  des  deux  formes 


X,         ▼  fl.  .T. 


w    ; 


".'      y^;"; 


(forme  monistique), 


/ 

!/•  T  d-X- 

«     ^1   «;    ; 


(forme  dualistique). 


Picard.  —  Sur  les  périodes  des  intégrales  doubles.  (349-35o). 

Dans  une  Note  antérieure,  M.  Picard  a  indiqué  une  première  manière  de 
définir  les  périodes  des  intégrales  doubles  des  fonctions  algébriques.  Se  plaçant 
à  un  autre  point  de  vue,  il  envisage  actuellement  une  surface  algébrique  dont 
il  suppose,  pour  simplifier,  les  coordonnées  exprimées  par  des  fonctions  hyper- 
fuc.hsiennos  de  deux  paramétres  u  et  v. 

Soit  8  le  domaine  fondamental  du  groupe;  ce  domaine  à  quatre  dimensions 
est  limité  par  cei^tains  espaces  à  trois  dimensions  dont  les  points  se  corres- 
pondent deux  à  deux  par  les  substitutions  fondamentales  du  groupe  et  devront 
dans  la  suite  être  considérés  comme  confondus.  C'est  ainsi  qu'un  espace  S  à 
deux  dimensions,  contenu  dans  6,  est  dit  fermé  quand  les  points  où  cet  espace 
lonrontre  la  limite  de  6  ^e  correspondent  deux  à  deux  par  une  substitution  du 
},'rr)upe. 

Cela  posé,  l'intégrale  double  de  première  espèce 


(le\ienl 


//G(w,  v)dud%\ 


où  G(i/,  v)  est  uniforme  el  continu  dans  toute  Ihypersphère  à  l'intérieur  de 
liupielle  sont  définis  Xy  y,  z.  Celte  dernière  intégrale,  étendue  à  l'espace  S, 
peut  être  appelée  période  de  l'intégrale  double. 

Perrin.  —  Sur  la  théorie  des  rcciprocanls.  (35 1-353). 

L'auteur  fiiil  connyitrc  quelques  théorèmes  généraux  qtii  simplifient  Tétudc 
des  formes  que  M.  Sylvester  appelle  réciprocants.  Un  réciprocant  d'ordre  X  est 
(Irdni  par  la  relation  identique 

l{(.a,h,c,...)  =-±ri\^-y  -^, ^- ,  ^^ ,  ...j, 

/,     ?flr,    2. '6.0,     2.3. '|.c, 


on 
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désignent  les  dérivées 


et 


lix       dx^  '     dx^  ' 
I        —a       2  a*—  t  h 


•  •  » 


les  quantités  qui  leur  correspondent  quand  on  regarde  x  comme  fonction  de^. 
Si  R  et  R'  sont  deux  réciprocants  quelconques  (purs  ou  mixtes)  de  classes  X 

et  X',  X'  R  -j XR'  -j—  sera  un  réciprocant  de  classe  X  h-  X'  -4- 1,  et  de  carac- 

,  ax  ax 

tère  pair  ou  impair  suivant  que  R  et  R'  sont  ou  non  de  même  caractère.  Ce 

théorème  permet  de  déduire  des  réciprocants  d'ordre  y  ceux  d'ordre  y -t-i,  et 

notamment  d'obtenir  de  proche  en  proche,  en  partant  des  deux  protomorpbcs 

les  plus  simples 

A^=a,        A,=  4ac— 56*, 

les  protomorphes  des  divers  ordres. 

Apres  avoir  énoncé  d'autres  théorèmes  permettant  de  déduire  de  réciprocants 
donnés  d'autres  réciprocants,  M.  Perrin  indique  certaines  propriétés  des  réci- 
procants complètement  identiques  à  celles  des  sous-invariants  et  qui,  par  con- 
séquent, appartiennent  aux  invariants  différentiels  : 

i"  Les  dérivées  successives  d'un  réciprocant  prises  par  rapport  à  la  dérivée 
de  l'ordre  le  plus  élevé  qui  y  figure  sont  encore  des  réciprocants  de  caractère 
alternativement  pair  ou  impair; 

a"  Sif  dans  plusieurs  réciprocants  de  même  ordre,  on  remplace  la  dérivée  de 

l'ordre  le  plus  élevé  par  le  rapport  -  de  deux  variables  homogènes  et  qu'on  les 

considère  comme  des  formes  binaires  indépendantes  aux  variables  Ç,  r„  tout 
covariant,  invariant  ou  sous-invariant  de  ce  système  de  formes  sera  encore  un 
réciprocant; 

3"  Tout  réciprocant  pur  est  déterminé  et  calculable  quand  on  connaît  son 
résidu,  c'est-à-dire  la  partie  du  réciprocant  qui  ne  contient  pas  la  variable  de 
l'ordre  le  plus  élevé. 

Mannheim.  —  Sur  la  polhodie  et  Fherpolhodie.  (353-356). 

Picard,  —  Sur  le  calcul  des  périodes  des  intégrales  doubles. 
(410-412). 

Dans  rintégralc 

rrq{x,y,z 


■<  )  dx  dy 


supposée  de  première  espèce,  on  laisse  d'abord  x  constant,  et  l'on  prend,  le 
long  d'un  cycle  relatif  à  la  relation  algébrique  entre  y  et  Zj  /{Xf  y^z)  =  0^ 
l'intégrale 

/'Q(x.r..)rfr^P(^). 

•/  /z 

Alors,  dans  le  plan  de  la  variable  x,  on  prendra  l'intégrale  fP(x)dx  le 
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long  d'un  contour  fermé  qui  soit  un  cycle  pour  la  période  représentée  par  la 
fonction  multiforme  P(j:).  L'intégrale  ainsi  obtenue  est  une  période  de  l'inté- 
grale double. 

La  fonction  P(x)  satisfait  à  une  équation  diiïérentielle  linéaire  dont  les 
points  singuliers  correspondent  aux  valeurs  de  x  pour  lesquelles  l'équation  ré- 
sultant de  l'élimination  de  z  entre  /  =  o  cl  /z=  o  a  deux  ou  plusieurs  racines 
égales  :  on  voit  dès  lors  comment  les  périodes  des  intégrales  doubles  peuvent 
être  ramenées  à  des  intégrales  simples. 

M.  Picard  cfTcctuc  les  calculs  dans  le  cas  où  les  coordonnées  x,  y^  z  d'an 
point  de  la  surface  s'expriment  par  des  fonctions  quadruplement  périodiques 
de  deux  paramètres  aux  quatre  couples  de  périodes 

».),,        (i>j,         Ul.,         Ulp 
<•)',,       0>', ,       O)',,       to',. 

Les  périodes  do  Tiiitègrale  double  sont  les  six  quantités 

'•>, wi:  —  «A w/  (  /,  A-  =  I,  a,  3,  V). 

Ces  six  périodes  se  réduisent  d'ailleurs  à  cinq. 

Mansion.   —  Détermination  du  reste  dans  la  formule  de  qua- 
drature de  Gauss.  (4i3-4i5). 

Soient/(a7)  la  fonction  à  interpoler;  j;,,  x^y  •••»  ^„  les  racines  du  polynôme 
\„  de  Legcndre;  Ci{x)  le  polynôme  entier  de  degré  n  —  i  qui,  pour  x  =  x, 
j:^,  ...fX„  prend  les  mêmes  valeurs  que/(j:).  On  aura 

;  rlaiil  coiniuis  entre  —  i  et  -•- 1. 

Foffret.   —   Sur   une    intcrprt'laliou    de   rr(|ualion  différentielle 

\j(x^^^—y)  —  -^1^^^  +  N  =  o,  dans  laquelle  L,  M,  N  désignent 

des  l'onctious  homogènes,  algébriques,  entières  et  d'un  même 
degré,  de  x  et  y.  (/\  i  5-4  1 8). 

r/auleur  a  montré  antérieurement  que,  si  L,  M,  N  sont  du  degré  v,  il  existe, 

outre  l'origine  O  qui  compte  au  degré  de  multiplicité  v,  v  -+- 1  points  A.,  A  ,  ..., 

ciy 
A^  pour  lesquels    -  est  indéterminé.  Les  tangentes  aux  courbes  du  faisceau,  aux 

divers  points  d'une  droite  quelconque  OU  [)assant  par  O,  concourent  en  un 
Miènir  point  I  «lont  la  position  d«'pcnd  uniquonicnt  de  la  direction  delà  droite. 

l)ans  la  présente  Noie,  M.  Kourct  fait  mnnaltrr  uno  ron<lruclion  élégante  du 
poinl  I,  qui  roiisisto  en  m  que  ce  point  «'st  le  cfMilr.'  Iiarnionique  par  rapport 
a  on  des  points  A-  alfeclcs  de  cocflicicnU  convcnai)lcs  m  . 

La   forme  (juo  M.  Fouret  donne  à    Téciualion   dillVrcnticIlo   met  en  évidence 
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deux  cas  d'intégrabililé  :  celui  où  les  coefficients  m-  sont  des  nombres  entiers, 
et  celui  où  les  points  A,-  sont  sur  une  même  droite. 

Gros,  —  Sur  le  coefficient  de  contraction  des  solides  élastiques. 

(418-421). 

Clebsch  est  parvenu,  pour  le  coefficient  de  contraction  transversale  des  corps 
isotropes,  à  la  limite  supérieure  -J,  en  admettant  que  l'extension  d'un  prisme 
élastique  est  toujours  accompagnée  d'une  augmentation  de  volume.  On  obtient 
la  môme  limite  en  partant  de  ce  fait  que.  sous  des  pressions  normales  aux 
bases,  les  arêtes  d'un  parallélépipède  rectangle  diminuent  de  longueur. 

Léauté,  —  Calcul  des  régulateurs.  Marche  rationnelle  à  suivre  en 
pratique  pour  rétablissement  d'un  appareil  de  régulation  ù 
action  directe.  (498-joi). 

Mannheim,  -;—  Sur  Thyperboloïde  articulé  et  l'application  de  ses 
propriétés  à  la  démonstration  du  théorème  de  M.  de  Sparrc. 

(5oi-5o4). 

Callandreaii,  —  Simplifications  qui  se  présentent  dans  le  calcul 
numérique  des  perturbations  pour  certaines  valeurs  de  l'argu- 
ment. (598-601). 

Au  premier  ordre  d'approximation,  le  calcul  des  perturbations  se  réduit  à 
des  quadratures.  On  pose  habituellement 

A  désignant  la  distance  du  corps  troublant  au  corps  troublé  et  A„  la  partie 
principale  A.  Les  intégrales  qu'on  aurait  à  considérer  si   l'on   ne  développait 

pas  — r  en  série   trigonométrique  d'argument  variable  avec  le  temps,  savoir 

ncat 
sin 

Ts 

(où  aJ  =  I -h  a' — aacosÇ  et  où  n  est  un  nombre  incommensurable)  peuvent 
s'obtenir,  comme  le  remarque  .M.  Callandreau,  d'une  manière  relativement 
facile  lorsque  les  limites  sont  o  et  iq-R  ou  o  et  {iq  — 1)^. 

De  là  résulte  qu'on  aura  les  valeurs  des  éléments  de  l'orbite  troublée  pour 
une  série  de  valeurs  de  l'argument  en  progression  arithmétique;  on  aura  en 
même  temps  les  valeurs  des  constantes  introduites  par  les  intégrations,  ce  qui 
permettra  de  calculer  les  éléments  moyens  de  l'orbite. 

Lipschitz,  —  Sur  la  théorie  des  diversités.  (602-604). 

Soit  une  diversité  de  m  variables  dont  chacune  est  comprise  entre  des  limites 
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fixes  égales  et  de  sigoes  contraires.  Le  domaine  de  la  diversité  définie  da  M 
ordre  est  limité  par  un  ensemble  de  diversités  d'ordres  inférieurs.  Si  l'on  dé- 
signe par  ti  le  nombre  des  diversités  de  Tordre  i,  on  a  les  deux  formules 

«•-*-«.-*-«.+•••-*-««-.  =  3* 
et 

f.—  f.-f-f.— ...-h  (—i)"^* «,»_,=  o    ou    a, 

suivant  que  m  est  pair  ou  impair. 

Pour  les  valeurs  m  =  i»  a,  3,  ces  deux  formules  ont  des  interprétations  géo- 
métriques très  simples.  Ainsi,  pour  m  =  3,  la  diversité  est  représentée  par  un 
parallélépipède  où  t,=:8  est  le  nombre  des  angles»  f,  =  ia  celui  des  arêtes, 
c,=  6  celui  des  faces;  et  la  seconde  formule,  qui  se  réduit  à 

est  l'expression  du  théorème  d'Euler. 

Godefroy.  —  Construction  des  tangentes  aux  courbes  planes  et 
détermination  du  point  où  une  droite  mobile  touche  son  en- 
veloppe. (6o4-6o6). 

Un  segment  variable  se  meut  dans  le  plan,  de  façon  que  ses  extrémités  A  et 
B  décrivent  des  courbes  fixes  a  et  6.  Il  varie  en  grandeur  et  direction  comme 
les  rayons  vecteurs  d'une  certaine  courbe  R.  Les  tangentes  en  A  et  B  se 
coupent  en  un  point  O  par  lequel  on  mène  une  parallèle  à  la  tangente  corres- 
pondante à  la  courbe  R.  Cette  parallèle  est  coupée  par  le  segment  mobile  en 
un  point  N. 

Or  ce  point  N  et  le  point  de  contact  du  segment  avec  son  enveloppe  sont 
cquidistants  du  milieu  du  segment  AD. 

Ce  théorème,  qu'on  démontre  en  partant  de  la  formule  de  Newton,  se  prête  à 
la  construction  des  tangentes  et  à  la  délcrmination  du  point  où  une  droite 
touche  son  enveloppe. 

ResaL  —  Sur  la  flexion  des  prismes.  (658-664  et  719-722). 

Painlevé.  —  Sur  le  développement  en  séries  de  polynômes  d'une 
fonction  holomorphe  dans  une  aire  quelconque.  (672-675). 

Soit  F(^)  une  fonction  holomorphe  dans  une  aire  S  limilée  par  un  contour 
convexe  S;  on  a 

Si  a  est  le  centre  d'un  cercle  tangent  au  contour  en  s  et  comprenant  S,  on  a 

I       __       I  X  —  a 

z  —  x       z  —  a       {z  —  ay 
par  suite 

n  --  *  n  =  «e 


F( 


/l=:0  n  -M 
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c'est-à-dire  qu'une  fonction  holomorphe  dans  l'aire  S  peut  se  développer  dans 
cette  aire  en  une  série  de  polynômes. 

On  montre  de  même  qu'une  fonction  V {Xy  y^z)  satisfaisant  à  l'équation 
AV  =  o,  régulière  dans  un  volume  convexe  et  continue  sur  la  surface,  ainsi  que 
ses  dérivées  premières,  est  dévcloppable  en  série  de  polynômes  P„(a?,  ^,5)  sa- 
tisfaisant à  l'équation  AP„=  o. 

Poincaré.  —  Sur  les  fondions  fuchsiennes  et  les  formes  quadra- 
tiques ternaires  indéfinies.  (735-737). 

Une  forme  quadratique  ternaire  indéfinie  peut  s'écrire 

F(ar,y,5)=Y'-XZ, 
où 

X  =  ax  -^by-hcZy        Y  =  a'x -hb'y -i-c' Zy        Z  =  a'x -i- b'y -hc'z, 

a,  bf  c  étant  réels.  Si  l'on  désigne  par  a,  p,  f,  8  quatre  nombres  réels  de  déter- 
minant I  et  que  l'on  pose 

X'=  a'X  -t-aarYH-T'Z  =  ax' -{- by' -^  cz'y 

Y' =  «PX  4- («5 -t- py  )  Y  4- rSZ  =  a'a?'-f- 6>'-4- c'i', 

Z'=  p'X  -t-2p5Y-t-6'Z  =  a''ar'-H6V-+-c''>3'. 

on  aura 

Y'«— X'Z'=  Y«— XZ; 

la  substitution  linéaire  S  qui  change  x,  y,  z  en  x'j  y'f  z'  n'altère  pas  la 
forme  F. 

Si  les  coefficients  de  F  sont  entiers,  les  substitutions  semblables  (à  coeffi- 
cients entiers)  forment  un  groupe  discontinu  G.  Si  à  la  substitution  S  on  fait 
correspondre  la  substitution 

az  -h  p 

au  groupe  G  correspondra  un  groupe  g  qui  sera  un  groupe  fuchsien,  et  l'on 
pourra  appliquer  à  l'étude  de  G  les  connaissances  acquises  sur  les  groupes 
fuchsiens.  Par  exemple,  dans  un  cycle  formé  par  les  sommets  du  polygone 
générateur,  la  somme  des  angles  sera  nécessairement  égale  à  air  (s'il  n'y  en  a 

qu'un),  ou  bien  à  ic,  -1  ^»  -^  ou  o  suivant  que  F  peut  être  transformée  par 

une  substitution  de  déterminant  convenable  (i,  a  ou  3)  en  l'une  des  formes 

a*-z«-f-  ax^-h  ib'xy  -^  a'y*, 

a" -5* -h  a  a:* -i-  a*yzy 

a" z^-\-  2b''{xy  —  x'  —  y^), 

ou  que  F  peut  représenter  o. 

M.  Poincaré  cherche  les  fonctions  fuchsiennes  /{z)  telles  qu'il  existe  une 
relation  algébrique  entre /(z)  et /( 2,  T),T  désignant  une  substitution  linéaire 
qui  n'appartient  pas  au  groupe  g  de  /{z)  (propriété  analogue  à  celle  de  l'ad- 
dition des  fonctions  elliptiques).  Cette  propriété  appartient,  entre  autres,  aux 
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fonctions  fuchsinnnes  engendrées  par  un  groupe  g  correspondant  au  groupe  G 
des  substitutions  semblables  d'une  forme  F. 

Petol,  —  Sur  une  extension  du  théorème  de  Pascal  aux  surfaces 
du  Iroisîùme  ordre.  (737-740). 

Propriët(^  de  trois  droites  non  concourantes  A,  B,  C  et  de  huit  points  D,  K, 
I,  a,  ...,  5,  6  appartenant  à  une  même  surface  du  troisième  ordre  : 

Si,  prônant  deux  points  P  et  Q  sur  les  intersections  du  plan  CE  avec  les 
plans  AE  et  BE,  puis  menant  par  le  point  I)  deux  droites  quelconques  a  et  ^^ 
on  fuit  correspondre  à  tout  point  M  de  l'espace  la  droite  ci>  intersection  de  deux 
|)luns  nicnt's  respect ivoment  par  les  points  fixes  P  et  Q,  par  les  traces  des 
droites  fixes  I)Q,  PQ  sur  les  plans  HM,  AM  et  par  celles  des  droites  fixes  a  et 
[â  sur  le  |)lan  CAf,  les  six  droites  correspondant  aux  derniers  points  de  la  sur- 
face appartiennent  à  un  mâme  complexe  du  premier  ordre. 

Pratiqucmeni,  ce  théorème  a,  pour  la  construction  des  surfaces  du  troisième 
ordre,  les  mêmes  conséquences  que  celui  de  Pascal  pour  la  construction  des 
roni(]ues. 

Pc  Sparre,  —  Sur  la  détermination  du  genre    d'une  fonclion 
liolomorplie  dans  quelques  cas  particuliers.  (74i-743). 

L-iic   fonction   holomorphe  dont  les  zéros  ont  pour  modules  a,,  a^, est 

dite  de  génie  w  lorsque  la  série 


I 


a«+i        Qj«4-i 


est  convergente  (Lafïuerre). 
Cette  condition  sera  remplie  si 


lima';;-»(a„_,-a„) 

est  un  nombre  Uni  (lilTérenl  de  zéro. 

Si,  joignant  1rs  îtéros  voisins,  on  peut  former  un  réseau  de  triangles  recou- 
vrant tout  le  plan  el  que,  pour  n  suffisamment  grand,  les  triangles  compris 
entre  les  cercles  «le  rayons  a,^  et  a„  puissent  être  regardés  comme  ayant  des 
surfaces  égales  (^n -*>„+..,  )j  si  lim  2','J~-S,,  est  finie  et  difi'érente  de  zéro,  alors  la 
fonction  est  du  genre  zéro. 

Bovdiga,  —  La  surface  du  .sixième  ordre  avec  six  droites.  (743- 

L'espace  fondamental  étant  l'espace  H.  à  six  dimensions,  soient  trois  formes 
du  deuxième  degré  rapportées  colliuéaircment  les  unes  aux  autres,  sans  être 
perspectives.  Trois  espaces  correspondants  à  (juatrc  dimensions  quelconques  se 
coupant  en  général  en  un  point,  les  points  (l'interscclion  des  espaces  corres- 
pondants forment  une  double  infinité,  c'est-à-dire  une  surface  F|  à  deux  di- 
mensions de  l'espace  fondamental. 

La  surface  F*  est  du  sixième  ordre,  c'est-à-dire  qu'un  espace  à  cinq  dimcn* 
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sioiis   la  coupe  généralement  suivant  une    courbe  du   sixième  ordre,  et  une 
surface  à  quatre  dimensions  suivant  six  points. 

Entre  autres  propriétés  de  la  surface  F\,  l'auteur  établit  celle-ci  :  elle  con- 
tient six  droites,  toutes  situées  dans  l'espace  à  cinq  dimensions  déterminé  par 
les  rayons  principaux. 

Léauté.  —  Sur  le  pieu  à  vis.  (746-749)' 

Équation  d'équilibre  du  pieu  lorsque  la  vis  est  formée  d'un  conoîde  droit  à 
pas  constant,  c'est-à-dire  d'une  surface  hélicoïdale. 

Boussinesq,  —  Observations  relatives  à  une  Note  de  M.  Resal 
sur  la  flexion  des  prismes.  (797-799)- 

Resal.  —  Réponse  à  M.  Boussinesq.  (799). 

Stieltjes.  —  Sur  le  nombre  des  pôles  à  la  surface  d'un  corps  ma- 
gnétique. (8o5). 

Lorsque  la  surface  du  corp%  magnétique  est  aAr  +  i  fois  connexe,  le  nombre 
des  pôles  neutres  diminué  du  nombre  des  autres  pâles  est  égal  à  aA'  —  3;  d'où 
résulte  que  le  nombre  des  pâles  neutres  est  au  moins  égal  à  a  A:. 

Petot,  —  Construction  de  la  courbe  gauche  du  sixième  ordre  et 
du  premier  genre.  Transformation  de  la  surface  du  troisième 
ordre  sur  un  plan.  (8o5-8o8). 

Mathiessen,  —  Sur  l'équilibre  d'une  masse  fluide  en  rotation. 

(857-858). 

Réclamation  de  priorité  à  propos  des  recherches  récentes  de  M.  Poincaré. 

Ilugoniot.  —  Sur  un  théorème  général  relatif  à  la  propagation  du 
mouvement.  (858-86o). 

Poincaré.  —  Sur  la  réduction  des  intégrales  abéliennes.  (91 5- 
916). 

Simplification  nouvelle  du  Tableau  des  périodes  des  intégrales  abéliennes  ré- 
ductibles à  un  genre  inférieur,  dans  le  cas  le  plus  général. 

D'Ocagne.  —  Théorème  sur  les  formes  binaires.  (916-917). 

Si  dans  lexprcssion  de  la  /?'••■•  dérivée  du  logarithme  d'une  fonction  quel- 
conque a  d'une  variable  indépendante,  on  remplace  les  accents  de  dérivation 
par  des  indices  correspondants,  de  façon  que 

a,    a! y    a" y    a", 
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soient  remplacés  par 


^0,    a,i    a,i    a,7 


reipression  ainsi  formée  pour  toutes  les  valeurs  de  p^  depuis  a  jusqu*à  /i,  est 
un  sous-invariant  de  la  forme  binaire 

n           .         n(n  —  i)  .   . 

a^x^^A —  a.  a?*-*  V  H a.x'^^y*  -i- . . . . 

•  I      *  1.2  ' 

Poincaré.  —  SurTéquilibre  d'une  masse  fluide  en  rotation.  (970- 

Héponse  à  la  réclamation  de  priorité  de  M.  Mathiessen. 

lless,  —  Sur  rherpolhodie.  (i3o4-i3o5  et  i366-i368). 

On  sait  que  l'herpolbodic  de  Poinsot  ne  peut  avoir  de  points  d'inflexion  (ni 
de  rebroussement]^.  Cette  proposition,  énoncée  par  M.  de  Sparrc  en  1884»  a  été 
publiée  dès  1880  par  M.  Hess,  qui  avait  traité  la  question  des  points  d'inflexion 
pour  toutes  les  quadriqucs. 

Syhester,  —  Sur  une  extension  du  théorème  relatif  au  nombre 
d'invariants  asyzygétiques  d'un  type  donné  à  une  classe  de 
formes  analogues.  (i43o-i435). 

AppelL  —  Développements  en  séries  trigonométriques  de  cer- 
taines fonctions  vérifiant  l'équation  du  potentiel  DF=o.  (1439- 
1442). 

L'auteur  donne  sans  démonstration  les  développements  trigonométriques  de 
certaines  fonctions  périodiques  de  trois  variables  réelles  admettant  une  infinité 
de  pôles  distribués  régulièrement  dans  Tespacc. 

Voici  le  plus  simple  de  ses  résultats.  Si  l'on  pose 

la  fonction  définie  par  la  série 

—  1  « 


-  «> 


a  pour  expression  en  tous  les  points  de  l'espace  non  situes  sur  l'axe  des  x 


V  =  ao 


-  log    ._!__ r    -     >,  cos-   -  f  I  ^- I, 
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C  désignanl  la  constante  d'Eulcr  et  ?(<)  l'intégrale  définie 


/' 


,-i("J)*. 


Bordiga.  —  Nouveaux  groupes  de  surfaces  à  deux  dimensions 
dans  les  espaces  à  n  dimensions.  (i44^~i44^)* 

L'espace  fondamental  étant  l'espace  R.m^,  à  a  m  + 1  dimensions,  soient 
d'abord  m  formes  du  deuxième  degré  S^]^.,  (X  =  i,a,  ...^m)  et  une  autre 
forme  du  même  degré  ff^.,.  Si  l'on  fait  correspondre  projectivement  chaque 
espace  S,^_j  des  premières  formes  à  un  espace  K,^,  les  éléments  correspondants 
des  formes  se  rencontrent  en  un  point;  par  suite,  le  point  d'intersection  des 
éléments  correspondants  engendre  une  surface   F,  à   deux  dimensions  située 

dans  R- . -.  Cette  surface  est  unicursale,  de  l'ordre   — ••  >  et  contient 


m  (  m  H-  I  ) 


I  droites. 


3 

L'auteur  indique  la  génération  et  les  propriétés  d'un  second  groupe  de  sur- 
faces ordinaires  situées  dans  R,^^.,  et  retrouve  comme  cas  particulier  (m  =  a) 
la  surface  du  septième  ordre  de  M.  Crcmona  qui  contient  neuf  droites  et  trente- 
six  coniques. 

Un  troisième  groupe  de  surfaces  ordinaires  est  situé  dans  l'espace  à  a  m  di- 
mensions. Les  formes  du  deuxième  degré  qui  engendrent  ces  surfaces  sont 
'i/n-3>  *îm-3  et  S'j^,}j_j  (X  =  I,  a, ...,  m  —  x).  Les  éléments  des  premières 
formes  seront  les  espaces  K,^_,  et  ceux  des  autres  formes  seront  les  espaces 

^im-i*  ^^  surfaces  de  ce  groupe  seront  de  Tordre  — ^ —  i   et  con- 

tiendront  — ^ -+•  a  droites. 

3 

Darboux.  —  Sur  la  théorie  des  surfaces  minima.  (i5i3-i5i9). 

Déterminer  toutes  les  surfaces  minima  algébriques  inscrites  dans  une  déve- 
loppable  algébrique  donnée.  Ce  problème,  grâce  aux  travaux  de  M.  Lie,  peut 
être  résolu  quand  la  développable  est  un  cône  et  aussi  dans  le  cas  où,  cette 
développable  étant  quelconque,  on  connaît  déjà  une  surface  minima  inscrite. 
M.  Darboux  a  traité  la  question  dans  toute  sa  généralité  et  en  fait  connaître 
deux  solutions. 

La  première  est  purement  analytique;  la  discussion  d'un  cas  où  elle  semble  en 
défaut  conduit  au  théorème  de  M.  Henneberg  sur  les  cylindres  circonscrits  aux 
surfaces  minima  algébriques. 

M.  Darboux  remarque  ensuite  que  le  problème  sera  résolu  si  l'on  trouve 
deux  courbes  algébriques  (C),  (CJ,  l'une  (C)  tracée  sur  la  développable 
donnée  (A),  l'autre  (C,)  située  dans  l'espace,  satisfaisant  aux  conditions  sui- 
vantes :  les  éléments  correspondants  des  deux  courbes  seront  à  la  fois  égaux 
et  perpendiculaires;  de  plus,  si  M  el  M,  sont  les  points  correspondants  de  ces 
deux  courbes,  le  plan  tangent  en  M  à  la  développable  (A)  devra  être  parallèle 
à  la  tangente  en  M,  à  (CJ.  Ce  principe  conduit  à  l'expression  des  coordonnées 
des  deux  courbes  (C),  (C^)  et  à  une  construction  géométrique  simple  de  ces 
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courties.  De  cette  coDStmction  génértie  on  peut  dédaire  toutes  cellei  qui  sont 
relatÎTes  à  des  cas  particuliers  et  qui  ont  été  indiquées  par  M.  Lie.  L'aateur 
conclut  de  ses  formules  cette  élégante  proposition  : 

Étant  donnée  une  courbe  algébrique  (R)  d'arc  t  et  de  torsion  t,  si  l'on  porte 
sur  les  tangentes  à  celte  courbe  à  partir  du  point  de  contact  une  longueur 

égale  à  "^  ^>  on  obtiendra  une  courbe  suirant  laquelle  une  surface  minima 

algébrique  sera  cfrcooscritc  à  la  déreloppable  formée  par  les  tangentes  de  (  R). 

Sylvester.  —  Sur  une  extension  du  théorème  de  Clebsch  relatif 
aux  courbes  du  quatrième  degré.  (i53a-i534)* 

Clebsch  a  montré  que  le  premiet  membre  de  l'équation  d'une  courbe  du 
quatrième  degré  n'est  pas  en  général  exprimable  par  la  somme  des  quatrièmes 
puissances  de  cinq  fonctions  linéaires  des  variables.  M.  SyWester  établit  une 
proposition  générale  dont  le  théorème  de  Clebsch  n'est  qu'un  cas  particulier. 
Il  en  déduit,  entre  autres  conséquences,  que  le  premier  membre  de  l'équation 
d'une  surface  du  quatrième  ordre,  qui  ne  contient  que  trente-cinq  constantes, 
ne  peut  en  général  être  exprimé  par  la  somme  des  quatrièmes  puissances  de 
neuf  fonctions  linéaires  des  Tartables,  quoique  cette  somme  contienne  trente- 
six  constantes  disponibles. 


»o< 


SITZUN6SBERICHTE  dbr  K5nioligh  preussischbn  âkadbmib  dbr  Wissbn- 

SGHAFTEN  ZU  BeRLIN  (^). 

2*  semestre,  1884. 

Kronecker.  —  Sur  la  troisième  démonstration,  donnée  par  Gauss, 
de  la  loi  de  réciprocité  des  restes  quadratiques.  (645-647). 

Soient  a  une  quantité  réelle  quelconque  et  n  uu  nombre  impair  quelconque. 
Désignons  par 

[a] 

le  nombre  entier  immédiatement  inférieur  ou  égal  à  la  quantité  a;  par 

H(a) 

le  reste  obtenu  en  retranchant  de  la  quantité  a  le  nombre  entier  le  plus  proche 
(inférieur  ou  supérieur  à  la  quantité  a);  enfin  par  le  symbole  sgn  place  de- 
vant une  quantité  quelconque,  le  signe  de  cette  quantité. 

On  aura  alors 

5gnR(a)  =  (—  i)l"l  =  (  — i)l— »-i, 

et  cette  formule,  qu'il  est  facile  de  vérifier,  correspond  entièrement  aux  re- 
anurqaes  lU,  IV  et  V  de  l'article  4  du  Mémoire  de  Gauss  :  Theorematis  arith- 
mmtid  dtmonêtratio  nova  {Œuvres,  t.  II,  p.  5). 
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Ceci  posé,  soit  a„  une  quantité  réelle  quelconque  comprise  entre  o  et  -J.  Sui- 
vant que  aa^  sera  plus  petit  ou  plus  grand  que  J,  nous  poserons  a  =  2a„  ou 
a  =  1  —  aa^,  de  sorte  que  «  sera  toujours  compris  entre  o  et  ^.  On  voit  alors 
que 


s 


(-.).... =sg,.n(^-«> 


k=l 

D'ailleurs,  la  première  égalité  donne  pour  a  =  na^, 

sgnR(/iaJ:r.(-i)l'»«l. 

On  a  donc  la  relation 

il  — I 

s 


sgn  R(/ia,)  =  sgnJJ^-  -  a  ), 


de  laquelle  on  peut  déduire  bien  facilement,  comme  le  montre  M.  Kronecker^ 
que  le  symbole  de  Legendre  (  —  j»  où  m  désigne  un  nombre  premier  impair, 
est  égal  au  signe  du  double  produit 

/n  —  l  n  — t 
h  =  i   A  =  l 

d'où  résulte  immédiatement  la  loi  de  réciprocité. 

La  démonstration  de  M.  Kronecker,  tout  en  conservant  le  caractère  de  la 
troisième  démonstration  de  Gauss,  remplace  ainsi  avantageusement,  en  les  sim- 
plifiant, les  développements  contenus  dans  les  n**'  6  à  9  de  l'article  4,  ainsi  que 
dans  les  articles  5  à  7  du  Mémoire  de  Gauss. 

Lipschitz.  —  Remarque  concernant  le  Mémoire  :  «  Recherches  sur 
la  détermination  de  surfaces  dont  Télément  linéaire  est  donné  ». 
(649-650). 

Dans  le  Mémoire  cité,  M.  Lipschitz  avait,  entre  autres  théorèmes,  énoncé  le 
suivant  : 

Si  deux  systèmes  de  variables  réelles 
et 

*'         t'  6' 

vérifient  les  équations 

^?-+-  Xt  -H...-^  Xà  =1, 
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les  variables  X\t  Xtt  •••i  Xn  ^ont  nécessairement  des  /onctions  linéaires  et 
homogènes,  à  coefficients  constants,  des  variables  Ç,»  ^,  ...,  Ç^. 

M.  Lipschitz  explique  ici  comment  on  peut  ramener  la  démonstration  de  ce 
théorème  à  celle  de  cet  autre  théorème  qui  lui  se  trouve  démontré  dans  son 
Mémoire  et  qui,  dans  le  cas  particulier  où  n  =  3,  a  été  donné  pour  la  première 
fois  par  LiouYille  {Journal  de  Liouville»  t.  15,  p.  io3)  : 

Lorsqu'un  système  de  fonctions  réelles  x\,  x'^y  ...,  x'a  des  variables  indé- 
pendantes réelles  x^,x^,  ...,  x^  vérifie  l'équation  différentielle 

dx'f  -+-  dx'f  -+-. .  .-f-  €lxn  =  dx\  -+-  dxl  -h. . .  4-  rfxj, 

on  a  nécessairement,  en  désignant,  pour  À*  =  i,  a,  . . .,  n,  par  a^ et  c^^,  C;^,,  .... 
c^^  des  constantes,  les  n  relations 

a»  -+-  ari-  =  c^,  a:,  h-  c^,  a:,  -4- . . .  -♦-  c^,x„, 
(A*  =  1,  a,  . . .,  n). 

Clausius.  —  Sur  les  équations  de  la  Mécanique  servant  à  éclaircir 
le  second  (héorcme  fondamental  de  la  théorie  mécanique  de  la 
chaleur.  (663-670). 

Ce  Mémoire  sera  analysé  dans  la  première  Partie  du  Bulletin, 

Fuchs.  —  Sur  les  équations  différentielles  dont  les  intégrales 
ont  des  points  de  ramification  fixes.  (699-710). 

Soit 

une  équation  différentielle  du  premier  ordre;  F  désigne  une  fonction  ralionnelle 

entière  de  la  variable  y  cl  de  sa  première  dérivée  y'  =  -r->  dont  les  coeffîcients 

az 

sont  des  fonctions  quelconques  de  la  variable  indépendante  z;  on  suppose  que 
l'on  ne  puisse  décomposer  F  en  facteurs  qui  soient  fonctions  rationnelles 
entières  de  y  et  y'  de  degrés  inférieurs  à  celui  de  F  par  rapport  à  y'.  En  or- 
donnant F  par  rapport  aux  puissances  de  y',  nous  écrirons  la  même  équation 
différentielle  de  la  manière  suivante: 

v'~-i-  ^,y"^-'-^. .  .H-  'i>„,  =  o. 

Nommons  points  de  ramification  d'une  intrj;ralc  de  cette  équation  différen- 
tielle les  valeurs  de  la  variable  z  pour  Icsquclios  cette  intt'grale  se  ramifie. 

Si  Ton  donne  h  la  variable  z  une  valeur  quelconque  z^,  si  l'on  choisit  arbi- 
trairement une  quantité  y„  et  si  l'on  fixe  celle  des  valeurs  de  y',  y'  =  rj)  que 
l'on  veut  parmi  les  racines  de  IVquation  F(^^,  r„,  y')  =  o,  il  n'y  a,  d'après  un 
llicoHMiie  connu  de  Caurhy,  qu'une  seule  inlégrale  de  l'équation  différentielle 
''(-j.V,  y')  =0  prenant  pour  z  =  z„  la  valeur  y  =  y^.  C'est  pourquoi,  par 
analogie  avec  la  Mécanique,  nous  nommerons  les  valeurs  z.,  ip,  y'^  valeurs 
initiales  de  l'intégrale  y  de  l'équation  différcnlicllc  F(-,  >-,  y'  )  —  o. 

On  sait  que  les  points  de  ramification  des  intégrales  des  équations  différen- 
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ticUes  linéaires  sont  fixesj  c'csl-à-dire  ne  varient  pas  d'une  façon  continue 
lorsque  les  valeurs  initiales  de  ces  intégrales  varient  d'une  façon  continue.  Il 
y  a,  au  contraire,  un  grand  nombre  d'équations  difTérentielles,  du  premier 
ordre  déjà,  pour  lesquelles  un  certain  nombre  de  points  de  ramification  de 
leurs  intégrales  varient  d'une  façon  continue  lorsque  les  valeurs  initiales  de 
ces  intégrales  varient  d'une  façon  continue.  Dés  lors  on  peut  se  proposer  de 
caractériser  celles  des  équations  différentielles  du  premier  ordre  qui,  comme 
les  équations  différentielles  linéaires,  ont  tous  les  points  de  ramification  de 
leurs  intégrales  fixes. 

M.  Fuchs  démontre  que,  pour  qu'une  équation  différentielle  du  premier  ordre 
appartienne  au  groupe  que  nous  voulons  caractériser,  il  faut  et  il  suffit  que  les 
trois  conditions  suivantes  soient  vérifiées  : 

1.  <}/,,  <{/^,  ...,  ^^  sont  des  fonctions  rationnelles  entières  de  y  (dont  les  coef- 
ficients sont  fonctions  de  x),  telles  que  le  degré  de  «{/^  par  rapport  k  y  ne  dé- 
passe pas  ik. 

2.  Soit  (D(2,  y)  =  o  l'équation  résultant  de  l'élimination  de  y'  entre  les 

deux  équations  F  =  o  et  -r— ;  =  o. 

oy' 

Si  y  =  Ti  est  une  racine  de  l'équation  (D  (z,  y)  z=z  o  pour  laquelle  la  fonction 

algébrique  y'  définie  par  l'équation   F  =  o  se  ramifie,  7;  est  une  intégrale  de 

l'équation   différentielle   F=o.   Dans  la  surface  de  Riemann  représentant  y' 

comme  fonction  algébrique  de  y^  en  tout  point  de  ramiGcation  situé  sur  ^=7;, 

la  valeur  de  y'  est  y'  =  Ç  =  -7-^  • 

3.  A  chaque  groupe  de  a  feuilles  se  ramifiant  au  point  ^  =  tj,  _^'  =  Ç  corres- 
pondent au  moins  (a  —  1)  racines  ^  =  t|  de  l'équation  F (5,  y,  0  =  °»  où  ^  est 
considérée  comme  l'inconnue. 

M.  Fuchs  considère  ensuite  deux  cas  particuliers,  celui  où  la  fonction  algé- 
brique y'  définie  par  l'équation  F  =  o  appartient  à  la  classe  (notation  de 
Hicmann)  /?  =  o  et  celui  où  elle  appartient  à  la  classe  />  =  i. 

Ces  cas  particuliers  se  présentent,  par  exemple,  lorsque  l'on  peut  décomposer 
la  fonction  6^{Zyy)  en  deux  facteurs  dont  l'un /(y)  soit  une  fonction  ration- 
nelle de  ^  à  coefficients  indépendants  de  z,  et  qu'alors  l'équation  /{y)  =  o 
donne  seule  des  points  de  ramification  ^  =  7;  de  la  fonction  algébrique  y  de  yj 
tandis  que  le  second  facteur  de  dD(x,  y)  n'en  donne  pas,  ou,  pour  parler  plus 
exactement,  ne  donne  que  des  points  de  ramification  se  compensant  les  uns  les 
autres. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  tous  les  coefficients  <J/,,  <{/,,  ...1  «J^^  sont 
déjà  indépendants  de  z.  Ce  cas  a  été,  comme  Ton  sait,  examiné  par  Briot  et 
Bouquet  {Journal  de  l'École  Polytechnique,  Cahier  XXXVI%  p.  212). 

Dans  ce  Mémoire  M.  Fuchs  s'est  borné  au  cas  des  équations  différentielles  du 
premier  ordre.  Mais  on  voit  que  la  marche  suivie  s'applique  dans  ses  parties 
essentielles  aux  équations  d'un  ordre  quelconque. 

Helniholtz,    —   Sur  la    Statique   des   systèmes    moDOcycliques. 
(Troisième  Mémoire).  (755-759). 
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Kundt,  —  Sur  la  rotation  électromagnétique  du  plan  de  polarisa- 
tion de  la  lumière  par  le  fer,  le  cobalt  et  le  nickel.  (761-782). 

Kohlrausch, —  Conductibilité  électrique  de  l'eau  distillée  dans  le 
vide.  (961-91)4). 

Siemens.  —  Sur  la  théorie  du  magnétisme.  (pGS-gSS). 

Kronecker.  —  Sur  les  systèmes  de  périodes  des  fonctions    de 
\ariables  réelles.  (107 1- 1080). 

Soient 

^u»    ^tk^      •••»     f'pk  (A— 1,3,  ...7) 

un  syslcmc  de  quantités  réelles  quelconques  et  n  le  plus  grand  nombre,  tel 
que  l'un  au  moins  des  déterminants  d'ordre  n  formé  avec  les  éléments  de  ce 
système  soit  différent  de  zéro,  de  sorte  que  l'on  ait»  par  exemple, 

|a,J  ^o  (1,  A-  =  1,  Q,  ...,  /ï). 

Soit  alors 

«lA»    a'tki     •••»    ««A  (A  =  I,  2,  ...,  /i) 

le  système  de  quantités  que  M.  Kroneckera  nommé  réciproque  {*)  du  système 
et  posons,  pour  ;§^  =  i,  2,  . . .,  w  et  pour  /i  =  i,  5,  . . .,  q^ 

Ceci  posé,  supposons  qu'une  fonction 

des  variables  a;,,  x^,  ....  x  soit  univoque,  uniformément  convergente  et  que 
l'on  ait,  pour  A*  —  i ,  2,  . . . ,  q,  les  relations 

(1)  F(x,-l-«,p  :r,-f-fl,i,  ...,  :r^-:-fl^i)  -  F(x,,  x^,  ...,  x^), 

et  proposons-nous  de  déduire  les  conséquences  de  cette  hypothèse. 

A  cet  effet,  introduisons  p  nouvelles  variables  ^',,  y^,  ....  y    liées  aux  p 
variables  x^f  x^,  ...,  x    par  les  relations  linéaires 

•^.  "-yi-^  «.,r,  +  «.,1',  -f-. ..-+-  «.,!„, 

(^  =  I,   7.,  ...,«;  /  —  /i  -h  I,  /ï  -i-  2 p  ). 

La  fonction  F(jr,,  ...,  j:  )  se  transforme  alors  en  une  fonction 


(')  Comparez  Buiietin,  18S7,  a*  Partie,  p.  102. 
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iinivoquc  el  uniformément  continue,  des/?  variables j>',,  y\^  ...,  v  et  c'est  elle 
que  nous  allons  étudier. 

On  voit  d'abord  facilement  que  la  fonction  (j'C^',,  .>*,,  ...,>'„)  est  périodique 
par  rapport  aux  n  variables  y,,  ^,,  ...,  >^„  et  Ton  peut  calculer  les  périodes. 
Il  vient  en  effet,  en  désignant  par 

iV,,     iV„     ...,     w^ 
des  nombres  entiers  quelconques, 

\  k=l  k=zi  / 

En  prenant,  par  exemple,  iv„^,,  w^.^^^  ...,iv  égaux  à  zéro  et  en  laissant  le 
nombre  entier  w    arbitraire  de  même  que  (v,,  (v,,  . . .,  m\,  on  a  ainsi  la  relation 

de  laquelle  nous  ferons  d'abord  usage  dans  ce  qui  va  suivre. 
Supposons  que,  parmi  les  quantités  6   ,  6   ,  ..  .*•  b    ,  il  y  en  ait  m 

qui  puissent  être  représentées  par  des  fonctions  linéaires  à  coefficients  ra- 
tionnels des  {n  —  m)  autres 

mais  qu'il  n'y  ait  aucune  relation  linéaire  à  coeffîcients  rationnels  entre  ces 
dernières  quantités.  Nous  restons  dans  le  plus  grand  degré  de  généralité  possible 
en  supposant  que  le  nombre  m  puisse  prendre  l'une  quelconque  des  valeurs  o, 
1 ,  2,  . . . ,  n.  Si  m  est  plus  petit  que  w,  soit,  pour  A  =  i ,  2,  . . . ,  m, 

les  quantités  r  étant  des  nombres  rationnels. 

Introduisons  maintenant  m  nouvelles  variables  z^y  j,^ ...,  «^  liées  aux  m  va- 
riables y,,  y^y  •••»>'«  par  ïes  relations  linéaires 

y  h  =  -^fc  ~*~  '^h,m+tym-hi  -i-  •  •  •  -H  fh^nyn' 

La  fonction  (l'C^',,  ^'j,  ...r  >'„)  se  transforme  alors  en  une  fonction  univoque 
et  continue,  des  variables  5,,  5,,  ...,  z^\  ym-^o  ••  >  ^'p  ^"*^  nous  désignerons 
par 

H  (5,,  . . .,  5^;  ^^+,»  •  •  .|  ^'p)» 

Cette  fonction  est  périodique  par  rapport  aux  variables  2,,  ••  ,  ^«'j^'.h+i»  •••' 
^^;  par  rapport  à  la  variable  -s^  (/i  =  i,  2,  . . .,  m)  la   période  est  le  nombre 

rationnel 

n 

A  =im-  I 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  \1I.  (Mai  1888.)  R.7 
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M.  Kroneckcr  démonlrc  que  cette  fonction  H  ne  change  pas  de  valeur  si  Tod 
ajoute  aux  variables 

certaines  quantités  qui  dépendent  d*une  façon  simple  de 

sans  rien  ajouter  ou  retrancher  aux  autres  variables 

Il  en  résulte  que  Ton  peut  substituer  aux  variables  >'^+,,  >'«+,,  ...,  y^, 
d'aulres  variables  y'/wj-t,  Vm-^it  y'n-i  fonctions  linéaires  des  précédentes  et  de 
V^  et  telles  que  la  fonction 

dans  laquelle  se  transforme  alors  H,  ne  dépende  plus  dey^. 

Kn  continuant  le  même  raisonnement,  on  montre  que,  par  une  suite  de  sub- 
stitutions linéaires  ne  concernant  que  les  variables  y  dont  l'indice  est  plus 
};raud  que  m  et  plus  petit  que  /i,  on  peut  transformer  la  fonction  H'  en  une 
fonction  K  ne  dépendant  plus  que  des  variables 

-5,,   -5j,    ...,   z^\  y^^,,  y^j^.^   •••>  y^- 

Cette  fonction  K  est  d'ailleurs,  comme  la  fonction  H  dont  elle  est  la  trans- 
formée, périodique  par  rapport  aux  variables  5,,  ^,,  ...,  s^,  et  ses  périodes  sont 
les  nit^iiics  nombres  rationnels  que  nous  avons  écrits  plus  haut,  car,  par  rap- 
port aux  variables  5„  5,,  ...,  s^,  K  est  la  même  fonction  que  H. 

Dans  les  nombres  rationnels  écrits  plus  haut  qui  forment  un  système  de  pé- 
riodes, paraissent  des  nombres  entiers  arbitraires  \\\  Mais  un  nombre  quel- 
conque de  ces  systèmes  de  périodes  peut  toujours»  être  réduit  à  m  systèmes  de 
périodes.  Et  par  une  transformation  linéaire,  à  ct)enicients  rationnels,  «les  va- 
riables c,,  z^y  ...,  c^,  on  peut  ensuite  remplacer  ces  n\  systèmes  de  pério<les 
par  les  m  s>  sternes 


o,j,     Ojj,    ...,     0^1  (  A  —  1,  ■>,...,  w), 

où 

S  o  pour  «<  A   i  ,  .  . 

^iv-  \  -il  (ï  —  I,  :?,...,  m). 

'*       '  I  pour  I  —  A  ) 

On  parvient  ainsi  au  résultat  suivant  : 

Par  une  transformation  linéaire^  à  coefficients  rationnels,  des   variables 

y\y  Xi*  •  •  •» Xn^ 

on  peut  amener  la  fonction 

à  ne  plus  dépendre  de  {n  —m)  des  nouvelles  variables,  tout  en  ne  changeant 
pas  de  valeur  si  l'on  augmente  ou  diminue  chacune  des  m  autres  variabies 
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d'un  nombre  entier  qui  peut  être  choisi  arbitrairement  pour  chacune  de  ces 
variables. 

La  relation  (  III  ),  de  laquelle  nous  avons  déduit  ce  résultat,  provenait  de  la  re- 
lation (II)  en  prenant  les  nombres  entiers  iv,^,,  ...,  tv  égaux  à  zéro  et  en 
laissant  arbitraire  le  nombre  entier  tv  .  Si  nous  laissons  maintenant  arbitraire 
tout  autre  des  nombres  entiers  de  la  suite 

en  égalaht  les  autres  à  zéro,  la  relation  (II)  nous  donne  d'autres  relations,  ana- 
logues à  la  relation  (III),  où  les  quantités  ^/t^^^i  ou  b^^^^^j  ...  ou  ^ji,^_,  rempla. 
cent  les  quantités  6^(A'  =  i,  2, ...,  n).  Ces  relations,  analogues  à  la  relation  (III), 
peuvent  permettre  de  réduire  de  nouveau,  par  des  transformations  linéaires, 
le  nombre  des  variables;  cela  dépend  des  nombres  entiers  qui,  pour  les  quantités 
^*,i.n»  •••>  ^t,«-i»  remplacent  le  nombre  m,  correspondant  aux  quantités  6j  . 

M.  Kronecker  termine  sa  Communication  en  montrant  que  tous  les  dévelop- 
pements se  simpIiQent  si,  au  lieu  de  tirer  les  conséquences  de  l'équation  donnée 
et  bien  déterminée  (I),  on  se  borne  à  vouloir  démontrer  le  théorème  général 
suivant,  concernant  le  nombre  de  systèmes  de  périodes  que  peut  avoir  une 
fonction  univoque  et  uniformément  continue  F  de  plusieurs  variables  (ici 
réelles  ou  imaginaires)  : 

On  peut  toujours,  par  une  transformation  linéaire  des  variables,  transformer 
F  en  une  fonction  telle  que  le  nombre  de  ses.  systèmes  de  périodes,  à  l'aide 
desquels  il  est  possible  d'exprimer  linéairement,  avec  des  coefficients  entiers, 
tous  ses  systèmes  de  périodes,  soit  précisément  égal  à  /i. 

Il  convient  d'observer  que  le  nombre  /i,  que  nous  avons  défini  plus  haut,  est 
le  rang  (*)  du  système  de  quantités  formé  par  toutes  les  périodes,  ou  encore 
le  rang  du  système  de  diviseurs  formé  par  q  fonctions  linéaires  de/>  variables 
*p  *ji  •  •  •  »  t  j 


P  P  ^  \ 

1  =  1  i=l  1  =  1  / 


Kirchhoff,  —  Sur  quelques  applications  de  la  théorie  du  chan- 
gement de  forme  que  subit  un  corps  lorsqu'il  est  polarisé  ma- 
gnétiquement ou  diélectriquement.  (iidS-ii^o). 

Helmhollz.  —  Généralisation  des  théorèmes  concernani  la  statique 
des  systèmes  monocycliques.  (1 197-1201). 

Kônig  et  Richarz,  —  Nouvelle  méthode  pour  déterminer  la  con- 
stante de  la  gravitation.  (i2o3-i2o5). 


(')  Pour  le  sens  général  donné,  dans  cette  Communication  et  dans  les  suivantes 
de  M.  Kronecker,  sur  la  résolution  approximative  en  nombres  entiers  des  systèmes 
d'équations  linéaires,  aux  mots  rang,  système  de  diviseurs,  domaine  de  ra- 
tionalité [R=i],  équivalent,  équivalent  dans  un  domaine  de  rationalité 
donné,  etc.,  comparez.  Acta  mathematica,  t.  VI,  p.  i  à  166. 
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Fuchs.  —  Sur  une  forme  sous  laquelle  on  peut  mettre  rint^nile 
générale  d'une  équation  différentielle  du  premier  ordre,  lorsque 
cette  intégrale  est  algébrique,  (i  171-1 177). 

Soit 

ASi'  ^'  *'  A,  B, . . .  j 

dy 
ano  foncUon  rationnelle  entière  de  ^  »  y,  «  et  d'un  nombre  fini  de  fonctions 

données  de  la  Tsrtable  s»  dont  les  dérivées  soient  également  fonctions  ration- 
nelles de  s,  A,  B,  ...  et  qui  ne  soient,  en  entre,  pas  liées  entre  elles  et  âTee  m 

jMur  une  équation  algébrique.  Qn  suppose  que  la  fonction  /,  de  degré  m  en  ^» 

soit  irrédueUbU,  en  ce  sens  qu'elle  ne  puisse  être  décomposée  en  facteurs  ayant 
mêmes  propriétés  que  /,  et  étant  de  degrés  plus  petits  que  m  par  rapport 

*r 

M.  Fuchs  démontre  que,  lorsque  l'intégrale  générale  de   l'équation   diffé> 
rentielle  du  premier  ordre 


/(j^»  y^  *iA,  B,  ...j  = 


est  une fonction*a/j^rJi7iie  de  £,  A,  B,  ...,  on  peut  toujours  la^mettre  sons 

la  forme 

r  =  R(A,^,z,A,B,  ...), 

où  r  est  une  constante  arbitraire,  A  une  fonction  algébrique  des  variables  y^  z 
vérifiant  l'équation  irréductible 

/(A,  y,5,  A,  B,  ...)=o, 

et  où  R  désigne  une  fonction  rationnelle  de  A,  y,  z,  K,  B,  .... 

Pour    démontrer    ce  théorème,  M.  Fuchs  s'appuie    sur  les    deux    lemmes 
suivants  : 

Lemme  /.—  Si  l'intégrale  générale  y  de  l'équation  différentielle /=o  est  une 
fonction  algébrique  de  2,  A,  B,  ...,  elle  vérifie  une  équation  algébrique 

9{c,yyZ)  =  0, 

dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  entières  de  s,  A,  B,  ...  et 
'^'une  constante  arbitraire  c. 

''Q(e^y%»)  un  facteur  irréductible  par  rapport  à  c,  du  premier  membre 
^  ''e  cette  équation  algébrique,  tel  qu'en  donnant  à  c  une  valeur  con> 
IMe.  tontes  les  racines  y  de  l'équation 

Ç(c,  ^,  ^)  =  o 
ition  différentielle  /  =  0.  Désignons  alors  par  A  la 
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fonclion  rationnelle  de  r,  >',  Zj  A,  B,  ...,  (U'-finie  par  la  relation 

et  par 

l'équalion  résullante  de  l'climinalion  de  la  constante  arbitraire  c  entre  les  deux 

équations 

(|'(c,  ^r,  c)  =  o 
et 

Oz         Oy 

Lemme  II.  —  A  un  facteur  près  indopendant  de  A,  la  fonction  h{àjyf  z) 
est  une  puissance  de  la  fonction /(  A,  ^,  z). 

Le  résultat  obtenu  par  M.  Kuchs  est  complété  par  l'exposé  d'une  méthode 
qui  permet  de  reconnaître,  sur  toute  équption  diirérenlielie  du  premier  ordre 
donnée,  si  son  intégrale  générale  est  algébrique  ou  non,  et,  dans  le  premier 
cas,  de  calculer  celte  intégrale. 

Kronecker,  —  Sur  la  résoluiion  approximative,  en  nombres 
entiers,  des  systènies  d'équations  linéaires.  Premier  Mémoire. 
(i  179-1 193).  Deuxième  Mémoire,  (i  271- 1299). 

• 

Dans  les  Comptes  rendus  de  i883  et  i88'|,  M.  Kronecker  a  publié  plusieurs 
articles  concernant  la  résolution  approxiniative  des  systèmes  d'équations  li- 
néaires et  homogènes.  Il  considère  maintenant  des  systèmes  d'équations  li- 
néaires quelconques. 

Il  s'agii  de  reconnaître  sous  <|uelles  conditions  un  système  d'équations 
linéaires 

^M%-^-«./*'3-^-••-^  «./»'.;=;. 
(£  -  I,  .?,  ...,y>), 

où  les  quantités  réelles  a,,,  «i.,,  ...,  «.^,  \i  sont  données,  peut  être  vérifié  par 
des  nombres  entiers  iv,,  cv,,  . . .,  u-  ,  avec  une  approximation  aussi  grande  que 
l'on  veut.  Il  s'agit  aussi,  lorsque  ces  conditions  sont  vérifiées,  de  trouver  les 
nombres  entiers  iv,,  tv^,  .,.,  w    qui  répondent  à  la  question. 

Résoudre  en  nombres  entiers,  avec  une  approximation  aussi  grande  que  l'on 
veut,  le  système  précédent  d'équations  linéaires,  c'est  trouver  des  nombres 
entiers  w,,  w,,  ...,  w^  vérifiant  le  système  d'équations  linéaires 

où  la  valeur  absolue  de  chacune  des  quantités  9,,  5^,  ...,9  est  plus  petite 
qu'un  nombre  s  choisi  aussi  petit  que  Ton  veut. 

Pour  arriver  à  ce  résultat,  .M.  Kronecker  considère  le  système  formé  par  les 
coefficients 

«M»    ^o'    •••»    "ui  (' =  ',  ^»  ..,  />) 

des  équations  données.  Ce  système  a  un  rang  et  un  rang  de  rationa/ile,  c'est- 
à-dire  un  ran^  relatif  au  domaine  de  rationalité  [Il  =  ij.  Soit  /*  son  rang  et  p 
son  rang  de  rationalité. 

liull.  des  Sciences  mathém.,  a*  série,  t.  \IK  (Juin  1887.)  H. 8 
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On  peut  alors  transformer  ce  système,  par  des  transformations  linéaires  de 
ses  lignes,  en  un  système  équivalent  n'uyant  que  r  lignes  dont  tous  les  éléments 
ne  soient  pas  nuls  et  n'ayant  que  p  lignes  dont  tous  les  cléments  ne  soient  pas 
des  nombres  entiers;  et  l'on  ne  peut  le  transformer,  par  des  transformations  li- 
néaires de  ses  lignes,  en  un  système  équivalent  ayant  moins  de  r  lignes  dont 
tous  les  éléments  ne  soient  pas  nuls  ou  ayant  moins  de  p  lignes  dont  tous  les 
éléments  ne  soient  pas  des  nombres  entiers. 

Nous  supposerons  que  ce  sont  les  r  premières  lignes  qui  sont  linéairement 
indépendantes  et  que  ce  sont  les  p  premières  lignes  qui  sont  linéairement  in- 
dépendantes par  rapport  au  tlomaine  de  rationalilc  [R— i].  Il  y  aura  alors 
nécessairement,  pour  A-  —  i,  a,  ...,  7,  des  quantités  c^,,,  ...,  c,,^  telles  que  l'on 
ait,  entre  les  quantités  a,j,  a^^^  ...,  a^j,  (/•  —  p)  relations  linéairement  indépen- 
dantes 

où  les  a,,j  sont  des  nombres  entiers. 

Ceci  posé,  on  démontre  (théorème  I)  que  la  condition  nécessaire  et  sufiî- 
saate  pour  que  l'on  puisse  résoudre  en  nombres  entiers  w  le  système  d'équa- 
tions linéaires 

V^  /A  —  1,  » /•,  *\ 

n^  '^'''-^ /^    ^ 

où  5  est  l'un  quelconque  des  nombres  /•  ~  i ,  /• -4- 2 7,  est  que   le    rang  de 

rationalité   p  du  système  formé    par   les   cocfliciciils  r/,^  de  ers  é(|uat  ions    soit 
nul. 

On  démontre  onsuile  (tliéorémo  TT  )  ((ue  le  systvnie  d'rf/ un  fions  linéaires 

<u"i  l(*  nombre  (i'éfjiialions  csi,  roniiiie  l'on  vnil,  éual  .nu  raiis<  <lc  rationaiité- 
(iu  syslriMc  des  C(»olTici<Mits,  peut  être  résolu  en  nombres  entiers  ii-^.  u*  ,  .... 
i\'    avec  une  approximation  aussi  <;rantle  que  l'on  veut. 

A  cet  eircl,  M.  Krouockcr  ronsiciéro,  dans  son  pr«Miiior  Mémoire,  le  cas  par- 
ticulier on  p  —  I,  c'est-à-dire  où  l'on  a  une  soûle  é(jualion  linéaire  dont  les 
cocffiriciils  formcnl  un  sysléiiie  de  raii^.'  ri**  rationalité  un  et  aii-^si,  afin  de  bien 
suivre  la  marriie  générale  de  la  (b-nuuislration  dniis  un  ras  sitiipie,  le  ca^  f>ù 
p  -  : .».  c'«'st-à-dire  où  l'on  a  (I<mix  équations  lin(*'air(*^  dont  les  e.oeflici(*nts  forment 
un  s>sLéine  de  raii^  de  rationalité  dcu.r.  Vu\<,  dans  son  second  Mémoire  (  !^  'Jj, 
supj)osaiit  le  lliéoréme  vrai  i)our  (  ç«  —  i)  «(jnalion^  liué.iires  dont  les  roeflî- 
cicnls  forment  un  système  dtî  raii;:  de  lalionalité  (0  —  i),  il  le  dfUKjnire  jmur 
p  é«iualions  linéaires  «lonL  les  eocKicients  forrnrnl  un  s\>téine  de  rang  de,  ra- 
tionalité p,  et  montre  eoininent  on  ptMit  trouver,  jjour  une  ap|)ro\iinatit)n 
donné*e,  les  nombres  entiers  r<''j)ondant  à  bi  (jue>tion. 

On  \(iit  «le  même  que  le  srstrmr  d'ef/uations  li/uai/es 

peut  être  résolu  en  nombres  entiers  \\\,  \v  ,  ...,  o     a\er  unr  a/)pro:ri/n(tti4>n 
aussi  grande  que  l'on  veut,  lorsque  les  quantités  ;,,  ;  .  ...,  ;^  vérifient  lt'< 
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rela  lions 

où  les  c  sont  les  quantités  définies  plus  haut. 

On  le  démontre  d'abord  pour  p  —  i,  puis,  supposant  le  théorème  vrai  lorsque 
le  rang  de  rationalité  du  système  des  coefficients  est  (p  — i),  on  le  démontre 
lorsque  le  rang  de  rationalité  du  système  des  coefficients  est  p. 

Tous  les  résultats  précédents  ont  été  obtenus  par  des  transformations  de 
lignes  du  système  de  coefficients  donnés.  Mais  on  peut  aussi  chercher  à  trans- 
former les  colonnes  de  ce  système. 

On  démontre  (théorème  III)  que  tout  système  de  rang  r  et  de  rang  de  ra- 
tionalité p  peut  être  transformé,  par  une  transformation  de  colonnes,  en  un  sys- 
tème équivalent  tel  qu'en  laissant  de  côté  (r  —  p)  colonnes  déterminées  de  ce 
système  on  obtienne  un  système  dont  le  rang  /*  soit  égal  au  rang  de  rationa- 
lité p. 

En  particulier,  pour  p  =  o,  on  voit  donc  (théorème  IV)  que  tout  système 
de  rang  r  et  de  rang  de  rationalité  nul  peut  être  transformé,  par  une  trans- 
formation de  colonnes,  en  un  système  équivalent  ne  contenant  que  juste 
/*  colonnes. 

Ce  théorème,  duquel  on  peut  aussi  inversement  déduire  le  précédent,  est 
identique  à  l'un  de  ceux  que  M.  Kronecker  avait  déjà  établis  dans  son  Mémoire 
sur  les  systèmes  de  périodes  des  fonctions  de  variables  réelles  dont  il  a  été 
rendu  compte  plus  haut. 

On  déduit  de  ces  théorèmes  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  la 
résolution  en  nombres  entiers,  avec  une  approximation  aussi  grande  que  l'on 
veut,  du  système  d'équations  linéaires  données,  en  ramenant,  sous  certaines 
conditions  déterminées  concernant  les  quantités  Ç,  cette  résolution  à  celle 
d'un  autre  système  de  p  équations  dont  les  coefficients  forment  un  système  qui 
lui  Ise  trouve  être  de  rang  de  rationalité  p,  en  v6rtu  de  la  réduction  précédente 
donnée  par  le  théorème  III.  Or  on  a  déjà  montré  plus  haut  (théorème  II) 
qu'un  tel  système  peut  être  résolu  en  nombres  entiers  avec  une  approximation 
aussi  grande  que  l'on  veut.  Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  la  ré- 
solution en  nombres  entiers,  avec  une  approximation  aussi  grande  que  l'on 
veut,  du  système  d'équations  linéaires  données,  sont  donc  les  conditions  déter- 
minées concernant  les  quantités  \  dont  nous  venons  de  parler. 

Voici  d'ailleurs  ces  conditions,  transformées  de  manière  à  bien  mettre  en 
évidence  dans  quelles  limites  on  peut  choisir  arbitrairement  les  quantités  \ 
pour  avoir  des  systèmes  d'équations  résolubles  en  nombres  entiers  avec  une 
approximation  aussi  grande  que  l'on  veut. 

//  faut  et  il  suffit  que  les  quantités 

> 

soient  des  nombres  entiers,  d'ailleurs  quelconques,  et  que  les  quantités 

soient  nulles. 
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Les  pip  —  p)  quantités 


/h  =  pH-i,  ".y  p\ 

CLhi  I    .  1, 

\  {  =  I,  2,  ...,/;     / 


qui  paraissent  comme  coefficients  dans  ces   fonctions  linéaires  de   ^,, ,  ^  , 

sont  déterminées  à  l'aide  des  relations  qui  existent  nécessairement  entre  les 
coefficients  a^^^  des  équations  linéaires  données,  formant  un  système  de  rang  r 
et  de  rang  de  rationalité  p.  C'est  le  théorème  IV  que  l'on  applique  pour  déduire 
du  système  de  nombres  entiers  formé  par  les  seconds  membres  de  ces  relations 
un  système  équivalent  dont  le  conjugué  permet  de  calculer  facilement  les 
p{p  —  p  )  quantités  a'. 

J.   M. 
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Rondiconti,  t.  II,  i886. 

Tacchini  (P.).  —  Sur  les  observations  solaires  faites  à  Tobser- 
vatoire  royal  du  Collège  Roiuain.  (4-^)- 

Millosevich  {E,).  —  Observations  de  comètes  faites  avec  Téqua- 
lorial  à  25*"  d'ouverture  à  l'observatoire  du  Collège  Romain. 

(5). 

Millose^LcIi  (/>.).  —  Sur  les  petites  planùLcs  Naja  [m.  et  Hen- 
riette 1>2?^ .  (5-6). 

Uirco  {A,\  —  Résumé  des  observations  des  crépuscules  rouges. 
(6-8). 

Zona{T.).  —  Le  courant  d'Androméda  et  l'atmosphère  terrestre. 

(S-io). 

Abetti  {A,).  —  Essai  pour  les  déterminations  de  latitude,  (ait 
avec  l'instrument  des  passîiges  de  Bambrrg  à  robservatoire  de 
Padoue,  en  octobre  i8(Sj.  (io-i5 ). 

Frattini  (G.)»  —  Sur  la  génération  des  groupes  d'opérations  et 
sur  un  iKéorème  d'arithmétique.  (iG-ip). 


(«)  Xoir  Bulletin  y  \[^,  p.  176. 
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Le  système  des  n  congruences  linéaires  à  n  inconnues 

a^x  -\-  n^y  -f-  a^z  h-...  .-h  a„(v  —  k^  mod.s, 
b^x  -\-  b^y  -^  6,5  4-. .  .4-  6„iv  —  Âj  Miod.  p, 


m^x  -k-m^y  -f-  m,5  -+-. .  .-i-  m^w^  A„mod.  jx 

est  toujours  résoluble  lorsque  les  nombres  a,,  6^,  c,,  ...,  m^  sont  respective- 
ment premiers  avec  les  modules  a^  p,  ...,  jx;  tous  les  autres  nombres  a  ren- 
ferment tous  les  facteurs  premiers  inégaux  de  a^  tous  les  autres  b  ceux  de  p,  ... 
tous  les  autres  m  ceux  de  \i. 

Blanchi  (/-.)•  —  ^"'*  '^^  systèmes  triplete  de  surfaces  orthogo- 
nales renfermant  un  système  de  surfaces  pseudosphériques.  (ig- 
22). 

L'auteur  suppose  que  la  courbure  —  —  varie  (avec  continuité)  d'une  surface 

à  l'autre  du  système. 
L'élément  linéaire  est  donné  par 

ds^  =  cos>0  rfa»-+-  sin>0  dv^-\-\\?(  —  \  dw'y 

0  étant  une  fonction  de  i«,  Vj  w  satisfaisant  aux  équations  à  dérivées  partielles 

(^0        d'O  _  sinOcose 


/  '^  H  dw\~R')  "^  sin^ 


da\cosO  ôudw)       H  dw\    R  /       sinO  ôv  ôvôw 

d'6       _  cose  dO      d'9     _  sinB   f>0      d'O 
ôudvôw  ~  sinô   du  d^'dtv        cosO  dt'  ôuthv 

Réciproquement,  à  chaque  couple  0,  R  de  fonctions  satisfaisant  à  ces  équa- 
tions correspond  un  système  unique.  En  connaissant  un  de  ces  systèmes,  on 
peut  en  déduire  par  la  transformation  de  Bàcklund  une  double  infinité. 

Enfîn  l'auteur  fait  l'application  de  ce  qui  précède  au  cas  des  hélicoïdes  de 
iM.  Dini. 

Tacchini{P,).  —  Sur  les  photographies  d'éloiles  faîtes  à  Tobscr- 
vatoire  de  Paris.  (82). 

Tacchini  (P-)»  —   Sur    les    grandes    protubérances   observées 
en  i885et  1884.(82-84). 

Tacchini  {P.).  —  Sur  la  distribution  en  latitude  des  protubé- 
rances solaires  observées  en  i885.  (84-85). 

Jung  (G.).  —  Sur  les  surfaces  engendrées  par  trois  systèmes  que 
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Ton  peut  déduire  Tun  de  l'autre  par  des  Iran  s  form  allons  blra- 
tionnelles.  (Sa-Sp). 

Ces  recherches  se  rattachent  à  celles  du  même  auteur  publiées  aussi  dans  ces 
Bendicontif  dont  nous  avons  parlé  plus  haut,  et  à  sa  Noie  :  Suite  trasforma- 
zioni  birazionali  di  tre  forme  geometriche  di  seconda  specie  (  Hendiconti 
delV  Istituto  Lombardo,  4  février  1886). 

Frattini  (C).  —  Extension  et  inversion  d'un  théorème  d'arlth- 
*  métique.  (i32-i3j). 

Il  s'agit  du  théorème  que  nous  avons  rapporté  plus  haut. 

Padova  {£,),  —  Propriélés  du  mouvement  d'un  corps  de  révolu- 
lion  soumis  à  l'aclion  de  forces  avant  la  fonction  polentielle 
H  cos^ô.  Note  I  (i35-i4o),  Note  II  (168-174). 

Brioschi  (/*'.).  —  Les  nouveaux  modules  pour  les  fondions  hv- 
pcrelliptiques  à  deux  variables.  (159-164). 

Soient 

SfC^'ot',).      2fo(*'.>^.)>      ^^À^^y^^)^      ^,S^xi^\) 

quatre  fonctions  thêta  lices  par  une  équation  de  Gi^pel,  et  soit 

-{-  -ibiz*-^  ir\r» )  ^-  '2 c ( w^ -\-  l' z^)  -\-  (\ kyz w  =  o, 


cette  équalion,  où 


Or  ^  Or 

>w  .^  ,.J 


et 

/.'  —  a^  -i-  />'  -'r~  C'  —  labc  —  i 
Les  quantités 


X  r^  a  +  y  cf"  —  1 ,         \i.  —  b  -\-  \  b'  —  1 ,         V  =  c  4-  V  c^  —  « 

sont  ce  (|iie  l'auteur  appelle  l«>s  nouveaux  modules.  Tl  en  donne  une  applica- 
tion à  la  rcciicielu*  des  éciualions  différentielles  partielles  qui  doivent  être  sa- 
tisfaites par  le  numérateur  et  par  le  dénominateur  des  formules  pour  la  trans- 
formation et  de  celles  pour  la  multiplication. 

Taccliini  (P-)-  —  Sur  la  distribution   en   latitude  des   facules, 
taches  et  éruptions  solaires,  observées  en  i885.  (164-166). 

Millosevich  {R -)-  —  Les  trois  comètes  Brooks,  Barnard  et  Fabry. 
(166-167). 

Millosevich  {E-)-  —   Quelques  récentes  observations  de  petites 
planètes  entre  Mars  et  Jupiter.  (i6j-i68). 
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Chisloni  (C.)»  —  Compte  rendu  des  travaux  de  magnétisme  ter- 
restre faits  en  i885.  (179-182). 

Brioschi  (F,),  —  Sur  l'expression  par  séries  des  fonctions  hyper- 
elliptiques  à  deux  variables.  Note  I  (199-203),  Note  H  (2i5- 
221). 

L'auteur  élablit  pour  ces  fonctions  des  relations  analogues  à  celles  de  Jacobi 
pour  les  fonctions  elliptiques 

dn>a  =  —  H 5 — ^ — -• 

K  du* 

Dans  la  seconde  Note,  il  examine  les  équations  diiïérentielles  partielles  sa- 
tisfaites par  la  fonction  8(m)  à  deux  arguments. 

Ricco  {A,),  —  Sur  la  fréquence  des  inversions  de  la  raie  coro- 
nale  et  des  6,  et  leur  relation  avec  la  fréquence  des  taches  so- 
laires. (247-249). 

Brioschi  {F,),  —  Sur  les  propriétés  d'une  classe  de  formes  bi- 
naires. (3o2-3o5). 

Taccliini  (P»)-  —  Observations  solaires  et  spectres  de  comètes. 

(324-325). 

Segre  (C).  —  Sur  les  espaces  fondamentaux  d'une  homographie. 

(32.5-327). 

L'auteur  démontre  un  théorème  qui  permet  de  donner  une  définition  géomé- 
trique de  la  correspondance  entre  les  espaces  fondamentaux  de  points  (consti- 
tués par  les  points  unis)  et  les  espaces  fondamentaux  des  plans  (constitués 
par  les  plans  unis)  d'une  homographie  à  n  dimensions,  et  de  construire  pour 
chacun  de  ces  espaces  de  points  l'espace  conjugué  àt  plans  et  réciproquement. 
Voici  le  théorème  : 

«  Dans  une  homographie  quelconque^  non  dégénérée,  de  l'espace  à  n  dimen- 
sions, représentons  par  S^et  S^  deux  espaces  fondamentaux  conjugués  de  points 
et  de  plans  respectivement.  Le  lieu  des  centres  de  perspective  des  couples  de 
S^^,  correspondants  passant  par  S^  est  l'espace  S,^^_,  soutien  de  S,.  La  corres- 
pondance entre  lés  S^^,  passant  par  S^  et  leurs  centres  de  perspective  avec  les 
S^,  correspondants  est  une  homographie.  » 

Et  corrélativement. 

/ 

Pieri  (^/.).  —  Sur  les  normales  doubles  d'une  courbe  gauche 
algébrique.  (327-329). 

Au   moyen  du  principe  de  correspondance  algébrique  entre  les  points  d'un 
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plan,  dû  i  .^almon,  l'aatciir  trouve  U  formule  4]ui  dnnnc  k-  nnnibrr 
Bitles  douliks  d'uae  r.ourlie  de  l'ordre  »,  de  la  r.Uae  m  et  du  i'an{;  /',  ayant] 
pointa  doalilcs  appareuts  et  S  géni*ratrices  stnlioo nuirez  de  la  déTcInppablc  os 
calatrîce 

T  =  A  .  jr(r-i)  +-n(r->)-  i<n^-m  +  «).  fl 

ÂfilioseiHch  (E.).  —  Oliscrvuiions  de  comètes  faîtes  avec  l'AifaK-     J 
lorial  à  aj*"^  (J^ouverture   de   l' observa  toi  re  royal    du    GoUige 
Romain.  (32g-33o). 

Giacomelli  {F.)'.  —  Observations  des  comètes  Fabry  el  Baroard. 
(33o). 

Aiit/osevick  (S.).  —  Observations  de  la  oouvelle  comète  Broodu 
II,  1&86,  et  de  la  nouvelle  planète  @.  (438). 

Jiespighi  (/•■).  —  Sur  les  changements  de  réfrangibilîté  des 
rayons  spectraux  de  la  cbromosphère  et  des  protubéraDces  so- 
laires. (444-448). 

CeiTitU  (  F.).  —  Sur  la  déformation  d'une  splière  homogèoe  iso- 
trope. Note  I  (461-469),  Noie  II  (686-593). 

L'ïUlfur  vient  compléter  les  résultats  obtenus  par  lui  dans  une  Note  com- 
muniquiic  au  Congrès  de  l'Aisuciation  française  i  Grenoble,  et  auatjse  le  ras 
que  les  points  de  la  surface  soient  soumis  à  des  Tiirceii  extérieures  données, 
tandis  que  dans  la  Note  de  Grenoble  il  avait  supposé  donnés  les  dt^placemenls 
a  la  surface.  L.es  forces  données  forment  un  système  en  équilibre  et  leurs  com- 
posantes |>our  l'unilv  de  surface  ont  les  expressions 

,    à_   d     I  ^   à     d   ^  ,drfi 

^^"  Ox,  dr  ït'     '^'<)y,  dr  II'     ^''"'  à:,  dr  TV 

lx,y,s,)  est  un  point  fixe  quelconque  inlurne  i  la  sphère,  r  et  I)  junl  les  dis- 
tances d'un  point  variable  {xys}  au  centre  et  au  point  (^,j',2,}  respective- 
ment. L'auteur  suppose  que  les  déplacements  que  pourrait  subir  la  sphère  sup- 
posée rigide  soient  empêchés. 

Dans  la  seconde  Note,  M.  Ccrruli  analyse  le  cas  général  oii  les  forces  i,  la 
surface  sont  quelconques,  pourvu  qu'elles  constituent  un  système  en  équililirr. 

La  méthode  qu'il  suit  est  celle  qu'il  a  tracée  dans  son  Mémoire  :  Hicerche  in- 
torno  ail'  equilibrio  de'  corpi  elattici  Uotropi { Alti  delta  /t.  Accadcmia  liei 
ùncei,  3*  série,  Memorie,  t.  Mil,  p.  8i-n3). 

'hini  (P.).  —  Sur  les  phénomènes   de  la  chromosphère  so- 
tbservés  à  l'obscrvaloire  royal  du  Collège  Ituinain   dans 
tre  de  1886.  (.i69-J7o). 
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Cliizzoni  (F.).  —  Sur  une  certaine  famille  de  surfaces  que  Ton 
rencontre  dans  une  transformation  involutivedu  troisième  degré 
dans  Tespace.  (470-476). 

Ces  surfaces  B  renfermcnl  un  nombre  infini  de  couples  de  points  conjugués 
par  rapport  à  une  quadriciue  donnée,  et  correspondent  à  elles-mêmes  dans  une 
certaine  transformation  involutive  de  l'espace.  L'auteur  arrive  à  une  nouvelle 
construction  de  la  courbe  du  quatrième  ordre  passant  par  huit  points  donnés  et 
de  la  quadrique  passant  par  neuf  points  donnés. 

Cliizzoni  (^F,),  —  Sur  une  certaine  famille  de  surfaces  renfer- 
mant une  nouvelle  famille  de  cyclides.  (476-482). 

Cette  Note  est  une  continuation  de  la  précédente.  L'auteur  s'occupe  de 
quelques  espèces  particulières  de  surfaces  ft.  Ces  surfaces,  par  une  transforma- 
tion liomo^raphique  convenable,  donnent  une  nouvelle  espèce  de  cyclides. 
Lne  de  ces  surfaces  6  est  représentable  point  par  point  sur  un  plan,  et  l'auteur 
établit  analytiquemcnt  les  éléments  de  cette  représentation  et  en  donne  les  cir- 
constances caractéristiques. 

Cassàni  (/^.).  —  Un  théorème  général  sur  les  lignes  normales 
des  espaces  impairs.  (482-484). 

Ce  théorème  est  une  généralisation  de  celui  de  Chaslcs  sur  les  plans  oscula- 
teurs  d'une  cubique  gauche.  Le  voici  : 

«  Dans  un  espace  impair  (d'un  nombre  impair  de  dimensions)  R„,  le  point 
commun  à  n  espaces  H„_,  osculateurs  à  une  ligne  normale  C„  est  sur  l'espace 
R„_,  passant  par  les  n  points  de  contact.  ■ 

Dans  les  espaces  pairs,  le  théorème  n'a  pas  lieu. 

Milloscvicli  (F.),  —  Statistique  des  oppositions  utilisées  des  258 
peliles  planètes  entre  Mars  el  Jupiter  jusqu'au  mois  de  juin  1886. 

(485-487). 

Millosevicli  {F.).  —  Sur  la  nouvelle  comète  Broocks  (^^,  1886 
et  sur  la  nouvelle  planète  (S).  (487-488). 

Cliisloni  (C).  —  Sur  le  coefficient  de  réduction  de  l'unité  arbi- 
traire de  force  magnétique  de  Humboldt  en  uiiité  absolue. 

Cliisloni  (C).  —  Valeurs  absolues  de  la  déclinaison  magnétique 
et  de  rinclinaison,  déterminées  en  quelques  points  de  la  Fouille 
et  de  la  Terre  d'Otrante  en  1886,  3.  (498-499). 

Chistoni  (C).  —  Sur  la  variation  séculaire  de  Tinclinaison  et  de 
rinlensité  de  la  force  magnétique  à  Florence.  (499-5o2). 
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Besso  (D.).  —  Sur  une  classe  d'équatioDS  diflGSrentielles  linéaires 
du  deuxième  ordre  et  sur  l'équation  du  cinquième  degré.  (SgS- 

597)- 

L'équation 

L"(a?)^4-  L{x)  M(a?)y-4-  N{x)x  =  o, 

où  L(4?),  M(â;),  N{x)  sont  des  fonctions  entières  de  degrés  m,  m  — i,  a  m  — a 
respectivement,  et  la  première  a  ses  racines  différentes,  peut  être  réduite  par 
des  substitutions  convenables  à  une  équation  hypergéométrique.  On  peut  faire 
dépendre  la  résolution  de  l'équation 

de  l'intégration  d'une  équation  de  l'espèce  mentionnée. 

Pizzetti  (P.).  —   Un  théorème  relatif  à  l'erreur  moyenne  d'une 
fonction  de  quantités  déterminées  par  l'expérience.  (597-601}. 

Soient  nijg,  m  ,  m.,  ...  les  erreurs  moyennes  des  quantités  x,  ^,  x,  ...  dé- 
terminées avec  un  système  quelconque  d'observations  indirectes.  La  valeur  nu- 
mérique de  l'erreur  moyenne  de  la  fonction 

F  =  L,-4-  L,a?  -h  L^y  -h  L,«  -h. . . 

est  toujours  inférieure  à  la  quantité 

',»  ',t  /,»  •••  étant  les  valeurs  absolues  de  L„  L,,  L,,  ...  respectivement  et  w^, 
f^jy  ^tf  •  '  '  ^^3iit  pris  positivement. 

Tome  II;  1886,  a*  semestre. 
Cesàro  (E,).  —  Sur  certains  groupes  d'opérations.  (SS-Sp). 

Pieri{M,).  —  Sur  les  normales  doubles  d'une  surface  algébrique. 

(40-42). 

T  étant  le  nombre  des  normales  doubles,  l'auteur  trouve 

2 
où  n  est  l'ordre  de  la  surface,  qui  est  supposée  générale. 

Cesàro  {E,).  —  Formes  algébriques  à  liens  arilhméliques.  (56- 
61). 

Lazzeri (G*)>  —  Sur  le%  réciprocités  biralionnelles  dans  le  plan. 
Note  I.  (61-67). 
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I/autcur  appelle  réciprocité  birationnelle  d'ordre  n  la  correspondance  que 
l'on  obtient  entre  deux  plans  II,  II'  lorsqu'on  fait  correspondre  les  points  de  n 
aux  points  d'un  troisième  plan  H"  par  une  transformation  Cremona  et  les  points 
de  n"  aux  droites  de  n'  par  une  réciprocité  ordinaire.  Il  suppose  ces  deux  plans 
II,  n'  superposés  et  donne  plusieurs  propriétés  de  la  courbe  G„^,  de  Tordre 
/i-f-N  lieu  des  points  qui  sont  dans  leurs  droites  correspondantes  et  de  la 
courbe  r„^,  de  la  classe  /i  -+-i,  enveloppée  par  les  droites  qui  renferment  leurs 
points  correspondants.  Il  démontre  aussi  que  les  réciprocités  polaires  (par 
lesquelles  un  point  correspond  à  sa  droite  polaire  par  rapport  à  une  courbe) 
ne  peuvent  être  que  des  réciprocités  ordinaires  ou  des  réciprocités  quadra- 
tiques, et  que  les  réciprocités  où  chaque  droite  passe  par  le  point  correspon- 
dant ne  peuvent  être  que  des  réciprocités  quadratiques. 

Lazzeri{G.).  —  Sur  les  réciprocités  biralionnelles  dans  l'espace. 
Noie  II.  (73.79). 

L'auleur  établit  la  théorie  des  réciprocités  (|x,v),  c'est-à-dire  telles  qu'aux  points 
(Pun  plan  correspondent  dans  l'autre  espace  les  plans  d'une  surface  dans  la 
classe  V,  et  aux  plans  par  un  point  dans  ce  dernier  espace  correspondent  les 
points  d'une  surface  de  l'ordre  {i  dans  le  premier.  Il  examine  particulièrement 
les  courbes  et  développables  fondamentales  et  les  surfaces  0„^,,  r^+,»  lieu  des 
points  qui  sont  dans  les  points  correspondants,  et  enveloppe  des  plans  qui 
passent  par  les  points  correspondants.  Il  démontre  ensuite  que  pour  pi  >  3  il 
n'y  a  de  réciprocités  polaires  que  la  réciprocité  polaire  ordinaire.  Pour  \l—i 
on  a  la  réciprocité  polaire 


et  pour  ;x  =  3  l'autre 


Wj  _=  X^X^X^j 


Wj  ■-=  X^X^X^j 

Mj    =    X^X^X^y 


U^  =:  X^X^X^. 

Après,  il  s'occupe  des  réciprocités  où  chaque  plan  passe  par  le  point  corres- 
pondant. Il  démontre  d'abord  qu'elles  doivent  être  de  la  forme  (v,  v)  et  puis 
que,  excepté  les  NuUsystemey  les  réciprocités  de  cette  espèce  ne  peuvent  être 
que  des  (3,  3). 

Visalli  (P,).  —  Sur  une  série  de  surfaces  représentables  point 
par  point  sur  un  plan.  Note  I  (80-84),  Note  II  (84-87). 

Dans  la  première  Note,  l'auteur  étudie  les  surfaces  engendrées  par  les  inter- 
sections des  rayons  d'une  congruence  crémonienne  S  ^  (9,  9'),  et  des  plans 
d'une  gerbe  Q  qui  est  en  correspondance  crémonienne  avec  le  plan  9. 

Dans  la  seconde,  il  étudie  les  surfaces  engendrées  par   les   intersections  de 
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trois  plans  correspondants  en  trois  gerbes  qui  sont  entre  elles  en  correspoi- 
dance  crémonienne. 

Morghen  {A»),  —  Sur  l^inHuence  que  produit  la  densité  non  uni- 
forme des  corps  sur  les  mesures  relatives  à  la  composante  lon- 
gitudinale du  magnétisme  terrestre  et  à  la  gravité.  (87*92). 

Brioschi  (F,).  —  Sur  une  formule  de  transformation  d'intégrales 
multiples.  (1 1  i-i  17). 

Jiicci  (G,).  —  Sur  les  systèmes  d*intégrales  indépendantes  d^unc 
équation  linéaire  homogène  à  dérivées  partielles  du  premier 
ordre.  Note  I  (i  19-122),  Note  II  (190-194). 

L*autcur  traite  une  généralisation   du  problème  des  sarfaces  orthogonales. 
Soient 

^P^P^^  ^ift^^         •^P^p—   ^^^^^^      ^^^^^^  ^^      ^^Wt^r  ^ 

le  carré  de  l'élément  linéaire  d'un  espace  à  n  dimensions,  et 

une  équation  à  dérivées  partielles  linéaire  et  homogène,  il  s'agit  de  déterminer 
les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  cette  équation  admette  n  —  i 
intégrales  p,,  p^,  ...,  p,_,  orlho^^onales  ciilrc  elles  deux  à  deux,  c'cst-à-dirc 
telles  ({u'il  soit 

-r.^r.  -rr  ri"  --  <>.       (  /*  <  A  »    /i,  —  i,  r» /i  —  1  ), 


dx.  iix 
où 


a  élani  le  discriminant  de  ds^~ 


I     (la 


a  du 


n 


Tacchini  (P.),  —  Sur  l'rclipse  totale  de  Soleil  observée  à  Gre- 
nade le  matin  du  29  août  dernier.  (i85-i<S-). 

Ricco  {A.),  —  Résumé  des  ohservalions  des  crépuscules  rouges. 
(187-190). 

Bertini (E.).  —  Sur  les  faisceaux  de  quadriques  dans  un  espace 
de  n  dimensions.  (ao8-2i  1). 

VoUerra  (F.).  —  Sur  une  propriété  d^unc  classe  de  fonctions 
traBScendantes.  (211-214)* 
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Pincherle  (S.).  —  Quelques  observations  sur  les  polynômes  de 
M.  le  professeur  Appell.  {9.i^-'ài'j). 

Blanchi  {L.),  —  Sur  les  solutions  communes  a  deux  équations 
à  dérivées  partielles  du  deuxième  ordre  à  deux  variables.  Note  I 
(2i8-'223),  Note  II  (237-241),  Note  ïïl  (3o7-3io). 

L'auleiir  traite  dans  toute  sa  géDcralité  la  question  de  voir  si  deux  équa- 
tions données  du  deuxième  ordre  ont  des  solutions  communes  et  de  trouver 
ces  solutions. 

Jung  {E')'  —  Sur  les  transformations  planes  multiples.  (3o2- 
3o()). 

Exposé  sommaire  de  quelques  propriétés  des  transformations  réciproques  mul- 
tiples, c'est-à-dire  telles  qu'à  un  point  de  a'  corresponde  une  droite  de  a,  et  à 
une  droite  de  j  un  groupe  de  k  points  en  a'. 

Respighi  (L.),  —  Sur  le  spectroscope  objectif.  (3i5-32i). 

Tacchi'ni  (P,),  —  Sur  les  phénomènes  de  la  chromosphère  so- 
laire observés  à  Tobservatolre  royal  du  Collège  Romain  dans 
le  deuxième  et  le  troisième  trimestre  de  i88().  (333-334). 

Tacchini  (P-)*   —    Observations  de    taches  et  facules  solaires. 

(331-335). 

De  Paolisi^R.),  —  Sur  les  involutions  projectives.  (335-337). 

L'auteur  démontre  deux  propriétés  des  involutions  projectives.  Il  a  employé 
ces  propriétés,  comme  il  le  dit  dans  une  note,  dans  la  résolution  du  problème 
d'établir  la  théorie  des  courbes  et  des  surfaces  en  tenant  compte  des  éléments 
imaginaires  et  sans  considérations  algébriques.  Il  n'a  pas  encore  publié  ces  re- 
cherches, car  il  attend  la  publication  d'un  Mémoire  de  M.  Kotter  sur  ce  sujet. 

Millosevich  (£*•).  —  Observations  de  la  comète  Finlay,  faites  à 
Téquatorial  de  o™,  25  d'ouverture  de  l'observatoire  du  Collège 
Romain.  (337-338). 

Millosevich  {E.).  —  Observations  de  la  planète  Irma  (nî),  et  sur 
les  nouvelles  ])lanètes  entre  Mars  et  Jupiter.  (338-339). 

Jung  (G.)-  —  S^***  deux  transformations  multiples  associées  à 
toute  transformation  birationnelle  (339-344)' 

L'auteur  suppose  que  les  deux  plans  crémonicns  a,,  a,  coïncident  en  un  plan 
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£.  Alors  il  s'agit  de  la  transformation  multiple  réciproque  qui  fait  corre>- 
|>ondrc  à  chaque  point  L  de  ?,  la  droite  /  de  £  qui  le  joint  à  son  correspon- 
dant de  9,,  et  à  chaque  droite  /  de  H  les  n  points  de  «,  situés  sur  /  et  qui  ont 
sur  cette  môme  droite  leurs  points  correspondants  de  9*^.  L'autre  transforma- 
tion multiple  résulte  de  l'échange  des  deux  plans  9^  9,. 

S.  R. 


NOUVELLES  ANNALES   dr   Mathématiques,  nVligées  par  MM.  Gerono  i-t 
Cil.  Baisse,  puis  par  MM.  Ch.  Drisse  et  E.  UotciiÉ  (').  —  3*  série. 

Tome  VI;  i"  semestre  1887. 


a 
m 


Bichler  (Ch,).  —  Sur  Téqnation  de  degré  2/1  qui  donne  tang 
lorsqu'on  connaît  langa.  (S-g). 

M.  Bichler  met  celle  équalion  sous  forme  entière  V^  r=  o,  et  fait  application 
des  théorèmes  de  Sturm  et  de  llollc  à  celte  équation  et  à  l'équation  dilTcreu- 
tielle  du  second  ordre  à  laquelle  satisfait  le  pol}  nome  V^. 

Bichler  [Ch,).  —  Sur  une  classe  dY*quations  algébriques   dont 
toutes  les  racines  sont  réelles,  (y- 18). 

Posant  )'  =  (i  —  a  ax  -t-  a'  )    ',  on  a 

n  -If  - 

(I  —  'iax-h  a')        2 

L'aulcur  étudie  les  pro|)riélés  du  polynûiiic  (J^(x,  a)  (|ui  est  de  degré  n  en  jc 
coniinc  en  a.  Il  (iémoiitrc  «jui*  Q^  --  o,  si  —  i  -  ;  x  . -h  1.  a  loutes  les  racines  a 
réelles,  cl  lerniiiir  par  l'exuiiicii  de  la  liaison  nnicuse  qui  existe  entre  les 
pul}'nômes  Q^  et  les  fuiir lions  X^  de  L«*^'('ii(lre. 

Laurent {II.).  —  Sur  les  conditions  d'intégiabililé  d'une  expres- 
sion diiïV'rentiell(?.  (i()-7./î). 

L'auteur  se  |)ro|M)<.o  de  démontrer  que  les  rotidilions  que  l'on  énonce  ordi- 
nairement peuvent  «Ire  reinpiaeées  par  d'autres  moins  générales.  Cela  lui  a 
permis  de  simplilier  rerlaines  théories  relative»;  aux  dérivées  partielles;  cl  il 
montre  comment  on  |)eiil  arriver  ainsi  très  simplement  à  rinlé^ration  de  l'équa- 
ùin\  type  aux  dérivées  p.irtieiles  du  pr(Miiier  ordre. 


(  ')  \o\v  Bulletin,  t.  \1^,  p.  .-^s.  La  substitution,  romnîc  rédacteur,  de  M.  Uuuchô 
à  M.  Gcrono,  a  eu  lieu  à  partir  du  numéro  de  juin    i^^"^;. 
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Genty.  —  Note  sur  la  courbure  des  sections  normales  d'une  sur- 
face. (24-29). 

Détermination  géométrique  fort  élégante  du  centre  de  courbure  d'une  sec- 
tion normale.  De  là  plusieurs  propriétés  intéressantes  et  fécondes,  dont  l'auteur 
indique  plusieurs  applications. 

Cesàro  (E.).  —  Sur  quelques  fractions  continues.  (29-36). 

(I       I       I  \  T 

*»->-♦  ô»  •••  )»  qu'on  trouve  égale  à  —  » 

et  plus  généralement  de  X(ui,  v)  =  (  1,  — i— ,  — —,  .  ^     >  •  •  •  )»  qu'on  obtient 
^  *^  \       H-v     2-rV     3-+-V  /' ^ 

sous  la  forme  d'un  rapport  de  deux  intégrales.  L'origine  de  cet  article  se  trouve 

dans   1rs   Unsolved  questions  de   M.    Sylvester,  publiées    par   V Educational 

Times. 

Cesàro  (E,),  —  Sur  une  distribution  de  zéros.  (36-43). 

c,,  c,,  ...  étant  les  zéros  de  la  fonction  f/,  M.  Ccsaro  étudie  la  distribution 
des  zéros  de  la  fonction  m'*—  uu".  Il  arrive  ainsi  à  plusieurs  propositions  fori 
curieuses,  dans  l'énoncé  desquelles  interviennent  d'une  façon  particulièrement 
heureuse  des  termes  empruntés  à  la  Mécanique.  Généralisation  et  applications 
à  certains  exemples. 

Gonies  Teixeira  {F-)-  —  Exemples  de  fonctions  à  espaces  lacu- 
naires. (43-44  )• 

ï/autcur  montre  un  premier  exemple  où  l'espace  lacunaire  est  un  cercle;  puis 
un  autre  où  les  espaces  lacunaires  sont  des  cercles  de  rayons  égaux.  Enfîn  il 
est  possible  d'avoir  une  fonction,  avec  un  nombre  infini  d'espaces  lacunaires. 

Balilrand.  — Sur  Tintégrale   /- ~r7i' (^^"47)- 

Application  <lc  la  méthode  donnée  par  M.  V.  àit%\x^V'6\^{ {Nouvelles  Annales ^ 
t.  Vj,  p.  533  ). 

Bibliographie.  —  yi.  Rémond  :  Exercices  élémentaires  de  Géo- 
jnélrie  analytique  à  deux  et  à  trois  dimensions,  I'*  Partie,  in-8'*, 
1887;  compte  rendu  par  M.  Maurice  d^Ocagne.  —  P,  Du- 
li(*ni  :  Le  potentiel  thermodynamique  et  les  applications  à  la 
Mécanique  chimique  et  à  Tétude  des  phénomènes  électriques; 
gr.  in-8",  1886.  —  E,  Lebon  :  Bulletin  scientifique  de  rensei- 
gnement secondaire  spécial;  in-8**,  mensuel,  1886.  (47-0 1). 

PLBLlCATIO^S    RÉCENTES.   —  (5 1-56). 
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Besal  (ff.).  —  Note  sur  la  courbure  des  lignes  ^codésiques  d'une 
surface  de  révolution.  (57-60). 

Établissement  d'une  formule  nouvelle,  dont  Tauteur  fait  applicatioo  aux  sur- 
faces de  révolution  du  second  degré,  ce  qui  le  conduit  à  des  conséquences 
aussi  simples  (jue  remarquables. 

Biehler{Ch.).  —  Sur  la  limite  de  (  1  H j     quand  m  augmente 

indéfiuiinent.  (r)o-()"). 

Démonstration  rigoureuse,  qui  permet  d'étendre  les  résultats  à  toutes  les 
valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  la  variable  x. 

Biehier  (C/i.).  —  Sur  l'éliminalion  par  la  méthode  d'Eiiler,  (67- 

75). 

Démonstration  simple  du  théorème  d'Kuler,  fondée  sur  les  analogies  entre  la 
divisibilité  algébrique  et  la  divisibilité  arithmétique.  Établissement  de  plusieurs 
propositions  concernant  cette  théorie.  Condition  pour  que  deux  polynômes  ho- 
mogènes à  deux  variables  aient  un  facteur  commun. 

Biehier  (Ch,).  —  Sur  le  théorème  de  Rollc.  (75-79)» 

Démonstration  nouvelle,  reposant  sur  la  substitution  des  deux  plus  petites 
(ou  des  deux  plus  grandes)  racines  réelles  de  l'équation  dérivée. 

Biehier  i^Ch»),  —  Sur  la  forme  adjointe.  (79-82). 

Dcmonslration  simple  de  (piclqucs  propriétés  <Ic  la  forirlion  adjointe  d'un»" 
forme  (]iiadrali({ue  donnée.  La  lorinc  choisie  osL  du  second  degré  ù  trois  va- 
riables. 

]\  eill.  —  Sur  un  lliror^nie  de  (Jinsles  (S2-S.)), 

Sur  les  points  de  contact  des  taii;L;cntC'.  à  une  ourhc  al^'«'hii(|nc,  parallèles  ,j 
une  riièine  direction. 

Weill.   —  Sur  la  division  des  polMiùmes.  (^8JJ-iS.V). 

Coenicicnls  dn  «luutient  dans  la  divisiini  ,  —      .  \in>li(a- 

I  -     a./;  -  -  ,ix-      ...   -  Az,"         '  ' 

tioris  à  deux  exemples  <;L  consé(|uence>  arillimelicjucs  fort  curitHises. 

]\'eiU.  —  Sur  c|ticl(|ues  formes  (jtiadralicjiies.  (8ji-8-  ). 

Théorème  général,  conduisant  à  de  nombreuses  consc(|iience>,  parmi  lesquelles 
nous  citerons  la  solution,  générale,  mais  non  coni|»lète,  dr  \a  question  ^^ni- 
vante  :  trouver  les  formes  des  entiers  A,  H,  C  lelli^s  (|ue  le  nombr»- 

A.r'H-  lî.î'  H-C:;^ 
soit  une  somme  de  trois  carrés. 
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Pirondini  {G,)*  —  Sur  les  hélicoïdes.  (87-101). 

Élude  de  la  surface  engendrée  par  une  droite  assujettie  à  un  mouvenient 
hélicoïdal  autour  d'une  droite  fixe.  Démonstration  d'une  série  de  théorèmes 
relatifs  à  ces  sortes  de  surfaces,  aux  loxodromies  et  aux  trajectoires  orthogo- 
nales. 

Bibliographie.  —  G.  Halphen  :  Traité  des  fonctions  elliptiques 
et  de  leurs  applications;  P®  Partie,  gr.  in-8®,  1886;  extrait  de  la 
préface.  (ioi-io4). 

lioiiché  (E.).  —  Edmond  Laguerre,  sa  vie  et  ses  travaux.  (io5- 

.73). 

Cette  magistrale  étude  sur  la  vie  et  l'œuvre  de  Laguerrc  est  extraite  du 
Journal  de  l'Écoie  Polytechnique  {LVl*  Cahier).  Nous  ne  pouvons  en  indiquer 
ici  que  la  substance  même,  c'est-à-dire  rappeler  sommairement  l'œuvre  de 
Laguerre,  qui  s'étend  de  i865  à  1886,  et  qui  comprend  cent  quarante  Notes  ou 
Mémoires,  classés  par  M.  Rouché  dans  les  grandes  divisions  suivantes  : 

Emploi  des  imaginaires  en  Géométrie;  applications  du  Calcul  intégral  et  de 
la  théorie  des  formes  à  la  Géométrie;  Géométrie  infinitésimale;  Géométrie  de 
direction;  méthodes  d'approximation  pour  certaines  fonctions  analytiques;  ré- 
solution numérique  des  équations;  équations  différentielles;  fonctions  ellip- 
tiques. 

Après  un  examen  approfondi  des  travaux  essentiels  de  Laguerre  (et  la  liste 
qui  précède  en  dit  assez  l'étendue  et  la  variété),  M.  Rouché  ajoute  : 

«  L'homme  que  la  Science  vient  de  perdre  n'était  pas  seulement  un  géomètre 
distingué,  habile  à  trouver  d'heureux  développements  et  des  solutions  élégantes; 
c'était  un  inventeur,  aux  idées  neuves  et  fécondes,  dont  les  écrits  sur  l'emploi 
des  imaginaires,  sur  la  théorie  des  équations,  sur  les  cycles,  etc.,  rendront  le 
nom  impérissable.  » 

C'est  là  un  jugement  que  l'histoire  ratifiera. 

Nieivenglowski  (B.).  —  Application  d'un  théorème  de  Stewart. 

(173-175). 

Si  A,  B,  C  sont  trois  points  en  ligne  droite  et  O  un  point  quelconque,  on  a 

ÔA  '.BC  4-  ÔB  *.CA  -+-  ÔC*.AB  -+-  AB.BC.CA  -  o, 

en  tenant  compte  des  signes.  Tel  est  le  théorème  de  Stewart,  fort  ancien  déjà, 
mais  peut-être  trop  oublié,  dont  M.  Niewenglowski  indique  une  application 
simple. 

Aubry  {A,),  —  Solution  d'une  question  d'Algèbre.  (175-190). 

Trouver  les  substitutions  rationnelles  qui  reproduisent  l'équation  complète 
(lu  troisième  degré.  C'est  cette  question  qui  fait  l'objet  de  l'article  de  M.  Aubry, 
comprenant  une  discussion  claire  et  des  calculs  bien  présentés,  complétés  par 
plusieurs  exemples. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  I.  XII.  (Juillet  1888.)  R.9 
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Biehler{Ch.).  —  Sur  une  application  du  théorème  de  Rolle.  (190- 
ao4). 

Propriétés  desdérÎTées  de  reipresûon  {œ* -h y* —/*)'•  Double  iféDéralisatioft, 
obtenue  :  i*  en  remplaçant  a  par  a  m;  a*  en  prenant  trois  Tariables  «,  y  9  m  aa 
lieu  de  deux  seulement. 

WeilL  —  Sur  une  équation  différentielle.  (ao4*2o5). 

Si 

kr 

f  xr 

on  a 

V  —  V  V      —  k\ 

formation  d'une  équation  différentielle  du  second  ordre,  é  laquelle  satisfait  la 
fonction  V. 

fVeill.  —  Sur  les  courbes  unlcursales.  (205-207). 

Intéressante  proposition  sur  la  génération  de  la  courbe  unicursale  la  plus 
générale  de  Tordre  p, 

CoNCOOllS    d'aDMISSIOU    a    l'école     polytechnique     EXf     1886.     — 

Énoncés  des  compositions  :  Mathématiques,  Lavis,  Géométrie 
descriptive,  Trigonométrie.  (207-208). 

Question  proposée.  —  1S63.  (208). 

II  nous  sera  permis,  à  celle  occasion,  de  regretter  que  les  énoncés  des  questions 
deviennent  si  rares.  La  dernière  question  proposée  (1562)  remonte  au  mois  de 
juin  1886,  cl  celle-ci  figure  dans  le  numéro  d'avril  1887.  hes  Nouvelles  Annales, 
si  elles  veulent  rester  fidèles  à  leur  tradition,  qui  leur  valut  jadis  tant  de  succès, 
ne  doivent  pas  être  uniquement  un  Recueil  de  Mémoires.  En  faisant  cette  ob- 
servation, nous  nous  faisons  rinlerprète  de  la  grande  majorité  des  lecteurs  les 
plus  fidèles  de  celle  inléressanlc  publication. 

Gerono.  —  A  Messieurs  les  abonnés  des  Nouvelles  Annales  de 
Mathématiques.  (  209  ). 

Annonce  de  sa  retraite  commerèdacteur,clde  son  remplacement  par  M.  Roucbé. 
<c  J'ai  vécu  assez  longtemps  en  communauté  d'esprit  avec  mes  nombreux  lec- 
teurs, écrit  en  terminant  M.  Gerono,  pour  me  permettre  de  leur  dire  adieu 
comme  à  d'anciens  et  bienveillants  amis;  c'est  ce  que  je  fais  de  tout  mon 
cœur.  » 

Stieltjes  (T.-J.),  —  Note  sur  la  multiplication  de  deux  séries. 

(2IO-2l5). 

L'auteur  suppose  l'une  des  séries  absolument  convergente  et  l'autre  simple- 
nnent  convergente,  et  il  fixe  l'ordre  des  termes  d'une  manière  très  ingénieuse, 
au  moyen  d'une  figuration  géométrique.  Deux  applications  terminent  rarticle. 


BEVUE  DES  PUBLICATIONS.  io3 

Cesaro  {E,).   —  Remarques  sur  la  Géométrie  du  triangle.  (2i5- 

î>.42). 

Élude  intéressante  et  originale  sur  la  nouvelle  géométrie  du  triangle.  Nous 
en  indiquons  ci-après  les  divisions  principales.  Ck)ordonnées  d'inertie;  cercle 
circonscrit;  ellipse  de  Stciner;  points  de  Steiner  et  de  Tarry;  relations  entre 
les  coordonnées  d'inertie  et  les  coordonnées  baryccntriques ;  point  de  Lemoine; 
droites  de  Simson;  digression  sur  la  théorie  des  antiparalléles;  coniques  cir- 
conscrites, contenant  le  baryccntre;  hyperbole  de  Kiepert;  autres  points  remar- 
quables; cercle  et  points  de  Brocard;  triangle  de  Brocard;  transformations. 

Biehler  (Ch,).  —  Sur  les  séries.  ( 243-25 1). 

Examen  des  conditions  de  convergence  ou  de  divergence;  applications  à  un 
certain  nombre  d'exemples  intéressants. 

Biehler  (Ch.),  —  Sur  rabaissement  des  équations  réciproques. 

(25i-256). 

Etude  des  substitutions  y=  ^ — -  qui  jouissent  de  la  même  propriété  que 


K^^î) 


I  —  3C 

y  = L'auteur  montre  qu'elles  rentrent  dans  le  type  général  — ] 

Cesaro  {E.).  —  Sur  la  droite  de  Simson.  (257-266). 

Une  Note  fait  remarquer  que  cet  article  aurait  dû  précéder  celui  intitulé  : 
Remarques  sur  la  géométrie  du  triangle  {voir  plus  haut).  L'auteur  fait 
usage  de  ses  coordonnées  d'inertie  pour  étudier  la  droite  de  Simson  et  plusieurs 
de  ses  propriétés. 

Collin  (/.).  —  Sur  le  théorème  de  Rolle.  (266-^68). 

Démonstration  de  deux  théorèmes  pouvant  simplifier  souvent  l'application 
du  théorème  de  Hollc. 

WcilL  —  Théorèmes  de  Géométrie.  (269-272). 

Étude  d'un  système  de  deux  courbes  planes,  et,  notamment,  correspondance 
des  points  où  les  tangentes  sont  parallèles. 

WeilL  —  Sur  la  courbe  du  quatrième  degré  à  deux  points  doubles. 

(272-274). 

La  courbe  est  considérée  comme  enveloppe  d'une  conique  passant  par  deux 
points  fixes  et  par  les  trois  sommets  d'un  triangle  variable  inscrit  et  circonscrit 
à  deux  coniques  fixes. 
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Laurent  {H.).  —  Remarques  sur  les  conditions  d*inlégrabilité. 
(274-^79). 

GoDtiaaatioD  d'aa  traTtil  sar  le  même  sajet  publié  antériewrenent  («oir 
pi  os  haat).  Ici,  Taitteiir  s'attache  à  montrer  commeat  la  métliode  de  laeebi 
poar  l'intégratioQ  des  équations  ans  dérivées  partielles  da  premier  ordre  eon- 
duit  à  celle  de  Caach  j.  Une  suite  est  annoncée  à  ce  premier  article. 

Concours  GÉRÉAAL  DE  1886.  —  Mathématiques  spéciales,  Ifathé- 
matiques  élémentaires.  Philosophie  :  énoncés  des  compositions. 
(279-281). 

Ëk:oLE  HORMÀLB  supÉaiBURE  (Concours  de  i886).  —  Énoiicés  des 
compositions  :  Mathématiques,  Physique.  (281-282). 

École  forestière  (Concours  de  1886).  —  Énoncés  des  compo* 
sitions  :  Mathématiques,  Trigonométrie  et  calcul  logarithmique. 
(283-284). 

Ëk:oLB  KAVALB  (Coucours  de  1886).  —  Énoncés  des  compositions: 
Arithmétique  et  Algèbre,  Calcul  trigonométrique,  Géométrie 
descriptive.  Géométrie,  Composition  française.  (284-287). 

Concours  d'admission  ▲  l^Ecolb  centrale  en  1886.  —  Énoncés 
des  compositions;  V*  Session  (juillet  1886)  et  seconde  Session 
(octobre  1886)  :  Géométrie  analytique,  Calcul  trigonométrique, 
Physique,  Chimie,  Géométrie  descriptive.  (287-293), 

École  spéciale  militaire  (Concours  de  1886).  —  Énoncés  des 
compositions  :  Mathématiques,  Calcul  trigonométrique,  Géo- 
métrie descriptive.  (293-294). 

Concours  pour  les  bourses  de  licence  (Paris,  1886).  —  Énoncé 
de  la  composition  de  Mathématiques.  (295). 

Agrégation  de  l'enseignement  secondaire  spécial  (Concours 
de  1886).  —  Énoncés  des  compositions  :  Algèbre  et  Trigono- 
métrie, Géométrie  descriptive,  Mécanique.  (îi95-297). 

Correspondance.  —  Extrait  d'une  Lettre  du  professeur  Genèse: 
Sur  un  théorème  de  M.  d'Ocagnc,  relatif  aux  courbes  algé- 
briques. Voir  Nouvelles  Annales  y  p.  'Mp  ;  1886.  (297-298). 
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Bibliographie.  —  A,  de  Saint-Germain  :  Résumé  de  la  théorie 
du  mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe;  in-8°, 
1887.  —  René  Descartes  :  La  Géométrie;  nouvelle  édition, 
petit  10-4**  carré,  1886.  —  C.  Possé  :  Sur  quelques  applications 
des  fractions  continues  algébriques;  gr.  in-8**,  1886.  —  A. 
Thévenet  :  Étude  analytique  du  déplacement  infiniment  petit 
d'un  corps  solide;  in-4°,  1886.  —  Despeyràus  :  Mémoire  sur 
les  équations  résolubles  algébriquement ;gr.  in-8°,  1887.  —  C- 
A.  Laisant  :  Théorie  et  applications  des  équipollences;  in-8®, 
1887.(298-300). 

Publications  récentes.  —  (3oo-3o4).  A.  L. 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Agadémie  des  Sciences. 

Tome  CUI;  1886  (>). 

De  Jonquières.   —   Sur  le  mouvement  d'un  solide  homogène, 
pesant,  fixé  par  un  point  de  son  axe  de  figure.  (17-21). 

Callandreau,  —  Sur  le  développement  en  série  du  potentiel  d'un 
corps  homogène  de  révolution.  (33-35  et  195-198). 

Il  s'agit  de  savoir  si  les  séries  qui  représentent  le  potentiel  extérieur  V^  et  le 

potentiel  intérieur  V.-  d'un  sphéroïde  sont  applicables,  ainsi  que  l'admettaient 

Legendre  et  Laplace,  aux  points  situés  à  la  surface  du   corps.   L'auteur  s'en 

tient  aux  sphéroïdes  de  révolution.  Tout  revient  à  constater  :  i"  que  les  fonc- 

^V        ()v.    d\        d\ 
tions  V,  et  V,,  -77  et  -t7>  -^  et  -^  prennent  les  mêmes  valeurs  à  la  surface; 

30  qu'elles  sont  continues  dans  tout  l'espace. 

âS        d\ . 
L'accord  des  valeurs  de  V.  et  V-,  ainsi  que  de  — -  et  —r^  >  à  la  surface,  résulte 

des  travaux  de  Poisson,  complétés  par  Todhunter.  Pour  comparer  -^  et  -—> 

l'auteur  admet  que  les  séries  considérées  sont  absolument  convergentes.   Il 
conclut  : 

Les  formules  pour  le  potentiel  seront  valables  du  moment  que  les  séries  V., 
V.  seront  absolument  convergentes  et  qu'on  pourra  établir  la  continuité  des 
séries. 


(')  Voir  liulletin,  même  volume,  p.  59. 
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Halphen.  —  Sur  le  problème  de  Gauss  concernant  rattraction 
d'un  anneau  elliptique.  (363-367). 

Ce  problème  consiste  à  déterminer  l'attraction  qu'exerce  sur  un  point  quel- 
copque  un  anneau  elliptique  infmiment  mince,  où  chaque  arc  élémentaire  a 
une  masse  proportionnelle  à  Taire  du  secteur  dont  il  forme  la  base  et  dont  le 
sommet  est  un  foyer.  M.  Halphen  a  repris  ce  problème  pour  en  donner  une 
solution  explicite  qui  n'exige  pas  la  résolution  préalable  d'une  équation  do 
troisième  degré. 

II  considère  à  cet  eflfet  une  forme  quadratique  ^{x^y^z)  analogue  à  un 
potentiel  :  Si  x^,y^f  Zo  sont  les  coordonnées  du  foyer,  et  oi,  p,  y  celles  du  point 

c>4>  à*P  d*P 
attiré,  après  avoir  calculé  les  dérivées  partielles  X"'  ^'  TT^  *  *'  suffit  d'y  rem- 
placer Xf  y  y  z  par  Xo  —  a>  ^o  —  P,  Zo  —  y  pour  avoir  les  composantes  de  l'at- 
traction. La  forme  *P  est  une  combinaison  linéaire  de  trois  autres  formes  qua- 
dratiques, et  ce  sont  les  invariants  du  système  composé  par  ces  trois  formes 
qui  figurent  seuls  dans  la  solution  résumée  par  M.  Halphen. 

Sylvester.  —  Sur  Téquation  différentielle  d'une  courbe  d'ordre 
quelconque.  (4o8-4ï  i). 

Procédé  symbolique,  direct  et  général,  pour  trouver  l'équation  difTérentielIc 
de  toutes  les  courbes  d'un  ordre  quelconque. 

M.  Halphen,  dans  un  Mémoire  publié  en  1876,  a  donné  des  formules  qui  con- 
duisent aux  mêmes  résultats. 

Tisserand.  —  Sur  un  cas  remarquable  du  problème  des  perlur- 
balioDs.  (446-45 1). 

Lioiwillc  {/i').  —  Sur  quelques  cqualions  différentielles  non 
linéaires.  —  Sur  une  classe  d'équations  différentielles  non 
linéaires.  (457-460  et  476-479)- 

L'équalion  (liiïcrcnlieiic 

V    -i-    )'  -  _ L     _    y —   o 

(Jy  "        Ox 

peut  toujours  être  inlcgrcc,  si  les  fonctions  a,  p  vcii fient  le  syslèinc 

67.  -\ — ~  o,         .-{^  -i r—r        —  "» 

Ox  ()y  Ox  Oy 


dont  la  solution  générale  est 

0' 


a  — 


-Ioj;(\,V,.:-\^Y,-.\Y    ), 


(tx  Oy 


les  lettres  X  désignent  des  fonctions  arbitraires  de  .t ,  les  lettres  Y  des  fonctions 
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arbitraires  de  y,  et  Ton  a  pose 

L,  -.  X,\3  -  X,X2,         M.  .-  Y,Y3  -  Y,Y,, 


L'intégrale  générale  de  Téquation  proposée  est 


L  (a?')    '  J 


dx 

C,,  C,,  C,  représentant  trois  constantes  arbitraires. 

Ce  résultat  se  rattache  à  une  proposition  plus  générale  qui  fait  l'objet  d'une 
seconde  Communication  : 

Pour  qu'une  équation  diiïérentielle  du  second  ordre  admette  une  intégrale 
générale  où  les  constantes  arbitraires  entrent  linéairement,  il  faut  et  il  suffit 
qu'elle  soit  de  la  forme 

y"  -h  a, y  -+-  3a,y»  -4-  3a^y'  h-  a,  =  o, 

les  a  étant  des  fonctions  de  j;  et  ^  qui  vérifient  un  certain  système  de  deux 
équations  aux  dérivées  partielles. 

Kœniffs,  —  Sur  les  intégrales  algébriques  des  problèmes  de  Dy- 
namique. (46o-463).  . 

Tous  les  auteurs  qui  se  sont  occupés  de  ce  sujet  ont  admis  que  l'intégrale 
algébrique  considérée  :  i"  est  algébrique  par  rapport  aux  composantes  des 
vitesses;  s**  qu'elle  est  rationnelle  par  rapport  à  ces  vitesses. 

M.  KœnigSy  en  se  bornant  aux  problèmes  qu'on  peut  traiter  par  la  méthode 
de  Jacobi,  montre  que,  sous  une  condition  simple  et  générale  imposée  à  l'équa- 
tion de  Jacobi,  le  cas  d'une  intégrale  algébrique  irrationnelle  rentre  dans  le 
cas  de  la  rationnalité,  en  vertu  de  ce  théorème  : 

S'il  existe  une  intégrale  <P  algébrique  et  irrationnelle  par  rapport  à  l'une 
des  quantités  q^  et  /?,.,  on  pourra  toujours  exprimer  «I>  à  l'aide  d'un  nombre 
limité  d'intégrales  non  seulement  algébriques,  mais  encore  rationnelles  par 
rapport  à  cette  quantité. 

Il  suit  de  là,  entre  autres  conséquences,  qu'au  point  de  vue  algébrique  les 
recherches  de  Bour  et  de  M.  Maurice  Lévy  sur  les  géodésiques  à  intégrales 
rationnelles  offrent  toute  la  généralité  voulue. 

Picard.   —  Sur   la  transformation  des  surfaces  algébriques  en 
elles-mêmes.  (517-520). 

On  sait  que  les  courbes  du  genre  zéro  et  du  genre  un  sont  les  seules  qui 
puissent  être  transformées  en  elles-mêmes  par  une  substitution  biralionnelle 
renfermant  un  paramètre  arbitraire.  Ce  théorème,  dû  à  M.  Schwartz,  est 
établi  par  M.  Picard  à  l'aide  d'une  analyse  nouvelle  qui  s'étend  aux  surfaces 
et  donne  alors  cette  proposition  : 

Les  surfaces  algébriques  susceptibles  de  se  transformer  en  elles-mêmes  par 
une  substitution  birationnelle  renfermant  deux  paramètres  arbitraires  sont  du 
genre  zéro  ou  un,  le  genre  étant  ici  le  nombre  des  coefficients  arbitraires  dans 
le  polynôme  d'ordre  m  --  4  adjoint  à  la  surface,  supposée  de  degré  m. 
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Picard.  —  Sur  la  transformation  des  surfaces  algébriques  en 
elles-mômes  et  sur  un  nombre  fondamental  dans  la  théorie  des 
surfaces.  (549-552). 

Les  surfaces  susceptibles  d*<^lrc  transformées  en  elles-mêmes  par  une  substi- 
tution rationnelle  renfermant  un  seul  paramétre  arbitraire  peuvent  être  d*un 
genre  quelconque.  On  obtient  toutes  celles  dont  le  genre  est  p  >  i  en  prenant 
pour  Xy  Xf  z  trois  fonctions  rationnelles  de  quatre  paramétres  X,  {x,  X',  jx',  les 
deux  premiers  liés  par  une  relation  algébrique  de  genre  un,  les  deux  derniers 
par  une  relation  de  genre  /?,  sous  la  condition  qu'à  un  point  arbitraire  de  la 
surface  ne  correspondent  qu'un  seul  système  de  valeurs  (X,  (jl)  et  un  seul 
système  de  valeurs  (^',  ji'). 

Quant  aux  substitutions  birationnelles  qui  pourraient  transformer  en  elle- 
même  une  surface  de  genre  supérieur  à  un,  elles  sont  en  nombre  limité. 

Le  nombre  fondamental  introduit  par  M.  Picard  et  qui  joue,  concurremment 

avec  /?,  un   rôle   important  dans  la  théorie  des  surfaces,   est  le  degré  D  de  la 

relation 

9 (A,,  A,.  ...,  Ap)  —  o, 

qui  exprime  que  la  surface  adjointe  d'ordre  m  —  4 

^^,Q.(^.  r»  -)  -+-  A,Q,(a:,^,  5)  -h..  .4-  \^Q^{x,  yjZ)  = 

est  tangente  à  la  proposée  en  un  point  situé  en  dehors  des  lignes  ou  points 
singuliers  de  cette  surface.  Toutes  les  surfaces  admettant  le  même  nombre  D 
ne  forment  qu'un  nombre  limité  de  classes,  en  appelant  classe  l'ensemble  des 
surfaces  qui  se  correspondent  point  par  point. 

Guccia.  —  Sur  une  question  concernant  les  points  singuliers  des 
courbes  algébriques  planes.  (Sgi-SpG). 

L'autour  énonce  une  propriété  générale  des  courbes  algébri(iucs  vl  en  déduit 
ce  théo renie  : 

Le  nombre  des  conditions  simples  auxquelles  équivaut,  pour  une  courbe 
algél)ri(iue,  la  condition  de  posséder  en  un  point  donné  une  singularité  donnée, 
est  égal  au  nombre  des  intersections  réunies  en  ce  point  de  deux  courbes 
quelcon(jues  douées  de  la  sin;;ularité  donnée,  diminué  du  nombre  exprimant 
rabaissement  du  genre  produit  par  la  singularité  dans  toute  courbe  algé- 
brique. 

De  Jonquières.  —  Note  sur  un  principe  de  Mécanique  ration- 
nelle et  une  dc'nionstration  dont  Daniel  Bernoiilli  s\'st  servi  en 
1757.  (6i7-6'^.o). 

Picard.  —  Sur  la  transformation  des  surfaces  et  sur  une  classe 
d'équations  diflerenlielles.  (G35-G38). 

Glebsch  a  démontré  qu'une  courbe  plane  algébrique  de  ^eiire  />  peut  toujours 
être  transformée  par  une  substitution  birationnelle  en  une  courbe  de  dcure 
f;4-i.  M.  Picard  énonce  le  théorème  analogue  relatif  aux  surfaces  : 
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Une  surface  d'ordre  m  dont  les  adjointes  d'ordre  m  —  f\  dépendent  de 
p  —  I  paramètres  arbitraires  et  qui  a  /?,  points  communs  avec  deux  de  ces 
adjointes  (en  dehors  des  lignes  et  des  points  singuliers)^  peut  être  transformée 
par  une  substitution  rationnelle  en  une  surface  de  degré  i>,  —  i>  +  4»  ^^  sup- 
posant p>  li- 

II  passe  ensuite  aux  équations  différentielles  de  la  forme 

/étant  un  polynôme,  y'  et  y  désignant  les  dérivées  de  y  par  rapport  à  Xy 
pour  traiter  le  cas  où  l'intégrale  générale  est  une  fonction  uniforme  de  a:  sans 
autre  point  singulier  essentiel  que  le  point  or  =  oo.  Si  le  genre  de  la  surface 
/(>^)^)^)  =  o  est  supérieur  à  un,  l'équation  se  ramène  à  une  équation 
9(^,  ^')  =  o  intégrable  par  les  fonctions  elliptiques.  Quand  l'équation /=o 
est  du  genre  un,  on  peut,  par  un  procédé  que  l'auteur  indique,  reconnaître  si 
elle  est  intégrable  à  l'aide  des  fonctions  abéliennes  de  deux  variables,  dont 
l'une  est  prise  pour  constante  arbitraire. 

Ilaton  de  la  Goupillière.  —  Écoulement  varié  des  gaz.  (661 -665, 
709-712  et  785-788). 

Dans  trois  Notes  consécutives,  l'auteur  présente  une  solution  complète  du 
problème  du  remplissage  progressif  des  récipients  aux  dépens  d'un  réservoir 
maintenu  à  une  tension  constante/?,. 

En  désignant  par  V  le  volume  du  récipient,  originairement  à  la  pression 
atmosphérique,  par  û  la  section  de  l'orifice,  par  m  le  coefficient  de  contraction, 
par/?  la  pression,  par  v  le  volume  de  l'unité  de  poids  et  par  t  le  temps,  on 
trouve 

V 


/  - 


m  Ci  ^2  g 


Les  calculs  indiqués  dans  cette  formule  s'achèvent  dans  les  deux  hypothèses 
importantes  de  l'écoulement  isotherme  et  de  l'écoulement  adiabatique. 

Quand,  au  lieu  de  se  remplir,  un  récipient,  primitivement  à  la  pression  /?„ 
se  vide  librement  dans  l'atmosphère,  le  poids  spécifique  conserve  une  valeur 
fixe  Og,  et  l'on  obtient 

V 

t  = —- 


cjjnQ\/2g 


Avec  cette  nouvelle  formule,  le  problème  de  l'écoulement  isotherme  ne  peut 
pas  être  résolu  en  termes  finis,  non  plus  que  celui  de  l'écoulement  adiaba- 
tique. Toutefois  on  obtient  pour  celui-ci  une  solution  très  suffisamment  ap- 
prochée en  adoptant  pour  le  rapport  des  deux  chaleurs  spécifiques  la   valeur 

i,4o  ou  I;  on  peut  alors  obtenir  le  temps  en  fonction  explicite  de  p. 

Après  ces   calculs,   l'auteur   indique    les   réserves   qu'il   convient    de   faire, 
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d'apn'îs  les  donné«*s  «le  rcxpcricncc,  sur  rhypolhèsc  admise,  suivant  laquelle  m 
serait  conslant. 

DluteL  —  Sur  les  surfaces  enveloppes  des  cônes  du  second  degré, 
dans  le  cas  où  chaque  cône  louche  son  enveloppe  suivant  un 
cercle.  (G8--()8()). 

Un  cône  du  second  degré,  conclut  l'auteur,  ne  peut  toucher  son  enveloppe 
suivant  un  cercle  de  plan  réel  que  quand  il  est  de  révolution  (  la  surface  enve- 
loppée est  alors  une  enveloppe  de  sphères)  ou  quand  le  plan  du  cercle  de  con- 
tact est  parallèle  à  un  plan  fixe. 

Picard.  —  Sur  les  surfaces  algébriques  susceptibles  d'une  double 
infinité  de  transformations  birationnelles.  (730-73»), 

On  obtient  toutes  ces  surfaces  en  prenant  pour  les  coordonnées  a:,  y^  z  d'un 
quelconque  de  leurs  points  des  fondions  uniformes  quadrupicmcnt  périodique5 
de  deux  paramètres  ou  des  dégénérescences  de  pareilles  fonctions. 

Ce  théorème  permet  de  faire  l'étude  complète  de  Téquation  dififérentielle  du 
second  ordre 

^(r»  y  y  y")  "•' 

quand  son  intégrale  générale  est  uniforme.  Dans  le  cas  où  y^y',  y"  s'expriment 
par  des  fonctions  uniformes  ayant  effectivement  quatre  groupes  de  périodes, 
l'intégrale  générale  y  est  de  la  forme 

y  —  9(fljF  -r-  C,  a'x-\-  C), 

a  et  a'  étant  doux  ronstantos,  C  et  C'<'lant  arbitraires,  et  9  (m,  v)  rcpréscnlanl 
une  fonction  quacirupicuH.'nl  périoiliquc  de  u  cl  v. 

Poincarc.  —  Sur  les  Iransforniations  des  surfaces  en  elles-nicmes. 

L'auteur  donne  du  lliéon'nic  de  M.  Picard  {voir  t.  CIlï,  p.  73o)  une  dé- 
nioiislration  fondée  sur  les  pro[)riétés  des  j^roiipcs  continus.  Ce  mode  do  rai- 
sonnement est  applicable  à  d'autres  (luostions.  Ainsi,  pour  ({u'uue  équation 
différentielle  du  premier  ordre  n'ait  qu'un  nombre  fini  de  points  singuliers,  il 
faut  qu'elle  soit  réductible  au\  équalioris  linéaires,  oU'inté;;rabIc,  soit  algébri- 
quement, soit  par  quadratures  (  l-uchs,  Poincaré).  D'après  l'analyse  expi»5éc 
dans  la  présente  Note,  il  en  est  encore  de  môine  pour  les  étjualions  d'ordre 
supérieur. 

Nœl/icr.  —  r^xlension  du   lliéorrnio  de  Ixicmanu-Roch  aux  sur- 
faces algél)ri([ucs.  (7'^1-7>7)- 

Avant  d'entrer  en  matière,  l'auteur  donne  une  relation  (jui  lie  les  deux 
nombres /?  et /?j  relatifs  à  une  surface  (voir  t.  CIlI,  p.  iV.]'))  et  le  nombre 
appelé  D  par  M.  Picard  {voir  t.  CIÏI,  p.  Vio);  en  (lcsi;:naiil  par  a^  l'ordre  de 
multiplicité  d'un  point  nuilti|)le  isolé  de  la  surface,  on  n 
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M.  Nœlhcr  fait  connaflrc  ensuite  son  extension  du  llic^orôme  de  Riemann- 
\\oc\\.  Soit  C  une  courbe  de  genre  -z  située  sur  une  surface /de  genres/?  et/?,  ; 
elle  fait  partie  d'un  système  linéaire  S  de  courbes  du  même  ordre  situées  sur 
/;  soit  ^  -+- 1  le  nombre  des  constantes  arbitraires  d'une  fonction  rationnelle  de 
Xy  yy  z  qui  devient  infinie  en  C;  sôit  s  le  nombre  des  points  d'intersection 
mobiles  de  C  avec  une  courbe  £  quelconque;  soit  enfin  p  le  nombre  des  sur- 
faces d'ordre  m  —  4  adjointes  à  /  et  linéairement  indépendantes  qui  passent 
par  C;  on  a,  en  général, 

Exceptionnellement,  q  peut  être  supérieur  au  second  membre  de  cette 
relation. 

Poincaré.  —  Sur  une  classe  étendue  de  transcendantes  uniformes. 

(862-864). 

Soient 

^,=  ?.(")»        ^,=  ?,(")»        •••»        ^,.=  ?»(") 

n  fonctions  uniformes  d'une  variable  u;  soit  m  un  nombre  de  module  plus 
grand  que  1  et  soient 

M.  Poincaré  dit  que  les  fonctions  9  admettent  un  théorème  de  multiplication 

si  ar'i,  x'if  ..  .y  x\n  sont  fonctions  rationnelles  de  x,,  x^y  . . .,  x^. 
Il  se  propose  de  former  toutes  les  fonctions  qui  jouissent  de  cette  propriété. 
On  reconnaît  sans  peine  que  les  x'  peuvent  toujours  se  mettre  sous  la  forme 

j:;  — \a?.-»-6        (t  =  I,  a,..., /i), 

les  B  étant  des  fonctions  des  x  dont   le  développement  commence  par  des 
termes  du  deuxième  degré. 
Il  faut  alors  qu'un  des  X  soit  égal  à  m.  Deux  cas  sont  à  distinguer  : 

I"  Tous  les  ^  sont  égaux  à  m.  M.  Poincaré  démontre  alors  qu'il  existe  des 
séries 

x^—  a,a-t-  P.w'H-  Y,"'^---M 

convergentes  et  uniformes  dans  tout  le  plan,  qui  répondent  à  la  question.  On 
peut  choisir  arbitrairement  les  n  coefficients  a. 

a**  Si  \y  par  exemple,  est  égal  à  m,  les  autres X  étant  différents  de  m,  il  existe 
encore  une  infinité  de  séries  qui  résolvent  le  problème;  a,  est  arbitraire,  les 
n  —  I  autres  a  doivent  être  nuls. 

On  reconnaît  sans  peine  que  la  fonction  la  plus  générale  qui  admet  un 
théorème  de  multiplication  est  le  quotient  de  deux  fonctions  entières  jouissant 
de  la  même  propriété.  Ces  transcendantes  contiennent  comme  cas  particulier 
les  fonctions  elliptiques,  les  fonctions  6  et  les  transcendantes  obtenues  en  égalant 
à  o  toutes  les  variables,  sauf  une,  dans  une  fonction  abéliennc. 

Callandreau.   —   Sur  la  série  de  Maclaun'n   dans  le  cas  d'une 
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variable  réelle.  Applicalion  au  développement  en  série  du  po- 
tentiel d'un  corps  homogène.  (864-867). 

L'auteur,  supposant  que  les  coefficients  de  la  série  de  Maclaorin  sont  tous 
^iff<%li(%,  qu'ils  ne  croissent  pas  à  partir  d'un  certain  rang,  qu'on  ait  établi  la 
l^fCitimilé  du  développement  de /(x)  pour  les  valeurs  positives  de  â?  inférieures 
ou  éi^klftn  à  un  nombre  donné  plus  petit  que  1,  montre  qo*on  peut  prolonger 
la  r^pr'tvïntation  de  la  fonction  par  la  série  tant  qu'on  ne  sera  pas  arrêté  par 
une  div^^ntinuité  des  dérivées /"' (x)  ou  par  la  limite  de  convergence  de  la 
*érie. 

Ilumhert.  —  Sur  le  théorème  d'Abel.  (919-922). 

^^tant  donnée  une  courbe  algébrique  de  degré  n^  /{x^  y)  =  o,  que  l'on  coupe 
par  un  faisceau  F— 149  =  0  de  courbes  de  degré  m,  on  propose  d'évaluer 
directement  l'expression 


i  =  mn 


SX 

1  =  1        - 


où  (l  et  R  sont  des  polynùmcs  de  degrés  q  et  r,  et  où  x\^  arj,  ...,  xSm;  ^,» 
x„  ....  x^^  sont  les  abscisses  d'intersection  de  la  courbe  /=  o  avec  les  deux 
r.ourbes  F  —  «^9  =  0,  F  —  m  9  =  0. 

Les  cfKjrdonnées  homogènes  de  la  courbe /(x,,  x,,  x,)  =  o  peuvent  toujours 
se  mettre  sous  la  forme 

x.=  e.(0,  (1=1,3,3), 

^1»  ^»  ^1  <^^3nt  des  fonctions  thétafuchsiennes  holomorphes,  de  degré  {x,  d'un 
paramètre  /.  L'intégrale 

\tc\xl  des  lors  s'écrire 

I  =  /;(0^^ 

^'/)  étant  une  fonction  thètafuchsicnnc  de  degré  i. 

Cela  posé,  l'inlégrale 

r  KtUit 


'V 


' —  u 


pri-»c  le  long  du  polygone  fuchsien  H^  correspondant  aux  fonctions  0,,  0,,  0,,  est 

égale  à  zéro;  il  en  résulte  que  la  somme  des  résidus  de  la  fonction  ,.  ^  — - — 

9 
est  nulle  dans  l'intérieur  de  H  . 

Or  les  infinis  de  0(/)  sont  :  i"  les   arguments   des  m  points  communs  ày"=o, 

It    -  o  (résidus  r^);  :»"  les  arguments  des  points  à  l'infini  sur  f—o  (résidus  r,); 

3"  les  arguments  des  points  mobiles  communs  aux  courbes  f  —  o  cl  l*  —  u^  —  o 

(résidus  f\).  On  trouve 

§'  --       -  • 

■-'     du  ' 
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d'où,  en  écrivant  que  la  somme  des  résidus  est  nulle, 

et,  en  intégrant  entre  u^  et  u,  i 

i  =:mn 

Les  quantités  r^et  r  sont  faciles  à  calculer;  elles  ne  doivent  dépendre  que 
de  u  et  des  éléments  géométriques  de  la  courbe /=  o  aux  points  où  elle  est 
coupée  par  R  =  o  et  a?,  =  o. 

Hugoniot.  —  Sur  récoulement  d'un  gaz  qui  pénètre  dans  un  ré- 
cipient de  capacité  limitée.  (922-925). 

Kronecker,  —  Quelques   remarques   sur  la   détermination   des 
valeurs  moyennes.  (980-987). 

Soient  9,+  9, -H  o,-H. . .  une  série  convergente  à  termes  réels  et  «I'»,  +,,  +,1  ••• 
des  quantités  réelles,  positives,  croissant  indéfininïent  avec  /i;  on  a 

lim  -|^(?,+,H-<p,+,+...-+-?^4/.)  =  o, 

et  plus  généralement  pour  des  valeurs  indéfiniment  croissantes  de  m  et  de  /i 
(ces  dernières  croissant  d'une  manière  convenable) 

De  là  ces  théorèmes,  si  l'on  prend  ç^  =  -^  >  <j;^  =  A:  : 

c        c        c 
Lorsque  la  série  -'  h-  -!  4-  -5^  4- . . .  est  convergente,  on  a 

12  4 

lim  ^  (c, -+-C, -+-... H- c„)  =  o, 
«  =  •  '• 

Passant  ensuite  à  l'étude  de  la  série  V  p^^»  et  la  supposant  convergente  pour 

des  valeurs  positives  de  p,  y  compris  zéro,  M.   Kronecker  examine  la  question 
du  savoir  s'il  est  légitime  d'écrire 

k=.n  k  =  n 

lim  lim   V  7-^  =   lim  lim    7  r-^. 

AppelL  —  Sur  le  mouvement  d'un  fil  dans  un  plan  fixe.  (991- 

99^)- 


1 


a 
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Soit  01  l'angle  que  fait  à  i'instaot  t  la  tangente  en  un   point  du  fil  avec  l'aie 
des  abscisses  :  l'équation  de  cette  tangente  en  coordonnées  rectangulaires  sera 

arsina  —  ^  cosa  = />', 

p  désignant  une  certaine  fonction  de  a  et  ^  dont  les  dérivées  successives  par 
rapport  à  a"  seront  appelées  />',  />',  .... 
Les  équations  du  mouvement  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

T  désignant  la  tension,  ^  et  ^  les  composantes  tangenticlle   et  normale  de  la 
force  extérieure. 
L'élimination  de  T  conduit  à  l'équation 

\ât        Ot  J\Ot         dt  J 

qui  définit  p  en  fonction  de  a  et  t.  Cette  équation  aux  dérivées  partielles  du 
quatrième  ordre  conduit  avec  une  grande  facilité  à  la  solution  de  plusieurs 
problèmes  importants.  On  trouvera,  par  exemple,  les  mouvements  dans  les- 
quels le  fil  glisse  le  long  d'une  courbe  animée  d'un  mouvement  de  translation 
en  cherchant  une  intégrale  de  la  forme 

p  -:/(a)-+-/.(0  -1-/3(0  cosa  ^-/^(Osinat. 

Goursat.    —    Sur   les   intégrales   algébricjues    de     Téq nation    de 
Kummer.  (993-996). 

M.  Papperilz,  qui  s'est  occupé  de  la  reclierchc  des  intégrales  algébriques  de 
Kummer  {Habilitationschrift,  Leipzig,  i88l)),a  établi  pour  cet  objet  un  système 
d'équations  arithniéliqucs  dont  toute  solution  ne  correspond  pas  en  général  à 
une  intégrale  algébrique  de  réquation  de  Kunnner,  ainsi  que  le  montre 
M.  Goursal. 

yiclam.  —  Démonstration  analeptique  d'un  théorème  relatif  aux 
surfaces  orthogonales.  (996-998). 

Ce  théorème,  énoncé  et  démontré  géomélriqucment  par  M.  Maurice  Lévy, 
est  le  suivant  :  Pour  qu'une  famille  de  surfaces  puisse  faire  partie  d'un  svs- 
téme  orthogonal,  il  faut  que  sa  ligne  ombilicale  soit  une  trajectoire  orthogonale 
des  surfaces  qui  le  composent. 

Serret   {P-)-   —  Sur  l'octacdre  et  la  construction  de  la   droite 
associée.  (999-1002). 

La  recherche  de  la  direction  de  la  droite  associée  d'un  octaèdre  est  ramenée 
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par  M.  Scrrct  au  problème  :  Etant  donnés  deux  cônes  du  deuxième  ordre,  de 
sommet  commun,  construire  la  hauteur  du  tricdrc  conjugué  commun  à  ces 
(feux  cônes;  problème  résoluble  par  la  seule  géométrie  et  dont  l'auteur  donne 
une  solution  analytique. 

Hugoniot,  —  Sur  le  mouvement  varié  d'un  gaz  comprimé  dans 
un  réservoir  qui  se  vide  librement  dans  Tatmosphère.  (1002- 
ioo4). 

Soient  V  le  volume  du  récipient,  Û  la  section  de  l'orilicc,  m  le  coefficient  de 
contraction,  /?,  la  pression  initiale,  p^  la  pression  atmosphérique,  A  le  cocfn- 
cient  de  détente.  On  a  pour  la  durée  T  de  l'écoulement. 

i"  Transformation  isothermique  (à  la  température  6)  : 


■1°  Transformation  adiabatique  : 
1  = 


(  0,120  -f-  i,ai2  log  vulg.  —  \  ; 

»  «0  / 


V 


mÛv^H(273  4-6) 


[2,363  (-^'^  ''  -a,269j. 


Fouret,  —  Sur  certains  problèmes  dans  lesquels  on  considère, 
sur  une  courbe  plane,  des  arcs  de  même  origine  parcourus  dans 
le  même  temps  que  les  cordes  correspondantes.  (iii4-iii6). 

Un  point  matériel  soumis,  dans  un  plan,  à  une  force  dérivant  d'un  potentiel 
déterminé,  part  d'une  origine  O  avec  une  vitesse  donnée.  Faire  passer  par  O 
un  système  de  courbes  (C)  homothétiqucs,  telles  que  le  mobile,  décrivant  une 
de  ces  courbes  à  partir  de  O,  atteigne  un  point  quelconque  du  plan  dans  le 
même  tomps  qu'il  mettrait  à  décrire  la  corde  correspondante. 

Ce  problème  n'a  de  solution  que  si  la  vitesse  initiale  est  nulle  et  si  l'expres- 
sion du  potentiel  a  la  forme 


4?(V)]''<«>' 


r  et  6  désignant  les  coordonnées  polaires  dont  O  est  le  pôle.  L'équation  de  la 
courbe  (  C)  est  alors 


M.  Fouret  résout  le  problème  inverse,  dans  lequel  le  système  (C)  est  donné 
et  la  force  inconnue. 

Serret  {P-)-  —  Sur  un  théorème  connu,  (i  1 16-1 1 18). 

Correspondance  des  lignes  de  courbure  sur  deux  surfaces  à  rayons  vecteurs 
réciproques. 

Fouret.  —  Sur  certains  problèmes  d'isochronisme.  (1174-" '76). 
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Autonne.    —  Sur  !<:<  groupes  irrt^ductiblcs  d'ordre  fini 
dans  le  groupe  qusdraliquc  crémouicn.  (i  i  7G-1 178). 

Une  anbïlitutio»  i  Atu\  néri»  iIp  Iroiv  virikblci   Ixtmo^énc^  x-,  et  u, 
ilito  cre'monitnae  si  dII<!  »t  A  l«  tnisbiriiliunnella  (M  Hp  roDlact.  ConI 
Hut  notïlions  cmplDj*»  dans  une  Gommunicalifin  jjréctfiltnw,  l'autcui  dbÎM 
une  cNiaunicnnc  S  de  ceiL«  iniiuiire 


UnB  erdmoni«nnc  devient  erémonique  si  l'un  des  cDti«n  1 

L«9  en^monieunos  fnrniCDl  un  {groupe.  Apri-s  l'Aliide  des  (■''■'■'P'?'  Iiaéaût$, 
pour  tesr^uiil»  Muvun  des  entiers  a.  fr,  c,  li  ne  d^guss'-  i,  l'oiiltur  aborde  cdk 
des  groupes  quadrattgue»,  où  aucun  de  ces  entiers  ne  di!pa: 

Un  groupe  iiuddraliquo  contient  des  subatilulions  linéaires  rrt'moniqnes  Et 
crémunienaes  linéaires  propreruEOt  ditosi  pour  lesquelles  on  a  a^b—c=di=x 
Une  de  ces  dcTDiérci  est  dite  réduetiàle,  lorsqu'elle  est  un  produit  de  eràn»- 
niques,  irréductilile  dans  le  cas  contraire. 

M.  AutoDDc  n'étudie  que  les  groupes  crfmoniens  irrt^ductililes,  cniupo 
cr^mouicnnrs  quadratiques  proprement  dite»  et  drfpourïus  de  réductibles. 

Il   diiinontrc  trois  tlii!on>nics  qui  épuisent  l'élude  de  ces  groupes,  sof 
d'ordre  Gni,  en  ramenant  leur  construction  à  celle  de  groupes  connus. 

Ilugoniol.  —  Sur  un  théorème  relatif  an  moiivemenl  permanenl 
et  à  l'écoulement  des  Buides.  (1179-1181). 

Suivant  l'auteur,  la  vitesse  au  point  du  lllet  où  se  produit  le  maximum  de 
contraction  est  Égal  i  ta  vitesse  du  son  correspondant  i  la  pression  et  ila 
densité  en  ce  point. 

Stieltjes.  —  Sur  les  dérivées  des  séries  qui  procèdent  suivant  les 
puissances  d'une  variable.  {i243-i'^'j6). 

Étant  donnée  la  fonction  J{x)  =  V  o^x",  représentée  entre  ^  =  o  et  x  =  1 
par  une  série  convergente  pour  x^i,  aa  doit  prendre  pour  dcflnitioit  de  /'(O 


,  /(■)-/( -r). 


Mais   M.   Stieltjes  montre  par   divers  exemples   que  /'(i)  n'existe  pastou- 
jours;  et,  en  supposant  même  que  /'(i)  existe,  on  n'csi  pas  en  droit  de  con- 

iini/'{jr)  ../■(,), 
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Toutefois  celte  dernière  égalité  est  vraie  dans  le  cas  où  la  série 

k  =  00  n  =  0o 


11"' 


A  =  t  n  =  k 

est  convergente. 

AppelL  —  Sur  les  fonctions  abélienncs.  (1246-1348). 

D'après  M.  Weierstrass^  toute  fonction  périodique  de  deux  variables  u  tl  v  'a 
quatre  paires  de  périodes  peut  s'exprimer  rationnellement  à  Taide  de  trois 
fonctions  de  même  nature 

liées  par  une  équation  algébrique  irréductible. 

De  là  résulte,  en  particulier,  que  f^{x,y)y  /^{x,  y)y  f^{x,  y)  sont  expri- 
mables rationnellement  au  moyen  de  six  fonctions  d'une  seule  variable,  savoir 

/.(^,o),    /,{x,o),    /,(jr,o), 

/.(<*» r)»  /.(«»r)»  /,(o»r)- 

M.  Appell  montre  comment,  dans  ce  mode  d'expression  des  fonctions 
fi{x,  y)i  /^{Xf  y)^  /^{Xj  y)t  se  manifeste  leur  quadruple  périodicité. 

Gilbert.  —  Sur  l'accélération  angulaire,  (i  248-1 25o). 


JOURNAL  PUR  DIE  REINE  UND  ANGEWANDTE  Matheiiatik,  herausgegebcn  von 
L.  Kronecker  und  K.  Weiërstrass. 

Tome  XCVU;  1884. 

Sturm  {Rudolf),   —   Le   cube   et  le  tétraèdre    régulier  comme 
maximum  et  minimum.  (1-12). 

Démonstrations  synthétiques  et  très  exactes  des  deux  théorèmes  : 

«  De  tous  les  prismes  à  base  quadrilatérale,  le  cube  possède,  la  srfrface  étant 
donnée,  le  plus  grand  volume  et,  le  volume  étant  donné,  la  plus  petite  sur- 
face. 

»  De  tous  les  tétraèdres,  le  tétraèdre  régulier  possède,  la  surface  étant 
donnée,  le  plus  grand  volume  et,  le  volume  étant  donné,  la  plus  petite  sur- 
face. » 

Stciner  s'est  déjà  occupé  de  ces  théorèmes,  mais  ses  démonstrations  n'attei- 
gnent pas  le  degré  de  simplicité  qui  lui  ait  paru  satisfaisant.  Tout  en  se  ser- 
vant d'un  principe  appliqué  par  Steiner  et  qui  consiste  à  donner  à  une  gran- 
deur la  valeur  qu'elle  possédera  dans  la  figure  de  maximum  ou  de  minimum, 

BulL  des  Sciences  maChém.,  a*  série,  t.  \II.  (Août  1888.)  R.io 
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M.  Sturm  parvient  à  réduire  le  prisme  donné  au  rube  en  appliquant  successi- 
vement quatre  transformations  dont  rharune  laisse  subsister  la  môme  sarface 
et  sert  à  augmenter  le  volume.  Tout  de  intime  trois  transformations  succes- 
sives opérées  sur  un  tétraèdre  quelconque  donné  font  ressortir  à  la  fin  te 
tétraèdre  régulier  comme  celui  de  la  plus  petite  surface. 

Study  {E,),  —  Conslrucliori  géoiiictrique  de  la    représentalioD 
de  l'anneau  circulaire  sur  un  rectangle.  (i3-i5). 

La  construction  part  de  la  représentation  connue  de  la  cyclidc. 

Frobenius  (6^.).  —  Sur  les  bases  de  la  théorie  des   fonctions  de 
Jacobi.  (16-48). 

(Introduction  de  l'auteur  ).  Si  une  fonction  analytique  uniforme  7  (1/,,  ...,u.) 
des  p  variables  1/,,  ...,  u.  satisfait  à  une  é((uation 

9(M,  +«„...,  w^  +  a^)  =  €'''  (''-•  -''À«x)?(M„  . . .,  M^), 

où  a,,  ...,  a.,  bf  b^,  ...,  b^  sont  des  constantes,  je  nomme  le  système  des 
quantités  a^,  .•.,  ^a  •  une  période  de  la  fonction  9  ou  bien  une  période  de 
première  espèce,  le  système  des  quantités  6„  . . .,  6    :  la  période  de  deuxième 

espèce  correspondante,  et  la  constante  c  définie  par  l'équation  6  =  c  h-  ^Za^bii 
\e  paramètre  correspondant  à  cette  période.  Soit  g{u^t  •••>"«)  une  fonction 
entière  des  u-  du  second  degré;  alors  la  fonction  c'^**!.— .«p),  que  j'appelle 
fonction  de  Jacobi  d'ordre  zéro,  satisfait  pour  des  valeurs  quelconques  de 
rt,,  ..'^a  à  une  équation  de  la  forme  indiquée  ci-dessus.  Si  la  fonction  9  a 
dos  périodes  indéfiniment  petites  et  dilTéreiitcs  de  zéro,  c'est-à-dire  telles  que 
les  modules  «,,  ...,  a  soient  tous  inférieurs  4  ^'"C  limite  arbitraire,  on  sait 
(juc,  d'après  un  Ihcorcme  connu  de  Kicmann,  les  dérivées  partielles  du 
fiouxièrnc  ordre  de  log©  sont  expririiablos  par  moins  de  p  agrégats  linéaires 
des  variables  m,,  ....  //  et,  suivant  l'extension  (|ue  M.  AVeierstrass  a  donnée  à 
ce  liiéorèuie,  toutes  par  les  mêmes  agrégats.  Donc  cp  est  le  produit  d'une  fonc- 
tion de  JarolM  d'ordre  zéro  et  d'une  fonction  ([ui  peut  être  transformée  par 
une  substitution  linéaire  en  une  fonction  de  moins  de  0  variables.  Réciproque- 
ment,  une  telle  fon<:tion  a  toujours  des  périodes  indéfiniment  petites.  J'exclus 
ce  ras  de  la  recherche  qui  suit. 

Plusieurs  périodes  se  nomment  indépendantes  quand  on  n'en  peut  composer 
aucune  par  les  autres  en  les  ajoutant,  chacune  multipliée  respectivement  par 
des  nombres  rationnels  (entiers  ou  fractionnaires).  Si,  dans  le  nombre  de 
plusieurs  fonctions  homo^'ènes  et  linéaires  de  n  >arial>les  à  coefficients  réels, 
il  ne  se  trouve  pas  n  algébriquement  indépendantes  les  unes  des  autres,  on  peut 
tfMijonrs  assigner  aux  variables  des  valeurs  entières  telles  que  les  valeurs  des 
fonctions  soient  toutes  inférieures  à  une  limite  fixée  d'avance.  Donc,  si  ces 
fonctions  ne  peuvent  encore  s'évanouir  toutes  pour  des  valeurs  entières  des  va- 
riables, elles  peuvent  devenir  indéfiniment  petites  pour  ces  valeurs.  D'où  l'on 
lire  le  théorème  ; 

«  Soient  «,^,  ...,  r/gjj  (  a  =  i;  '^^  •••.  7)  ^  périodes  indépendantes  d'une  fonc- 
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tion  qui  ne  possède  pas  de  périodes  infiniment  petites,  et  soient 

alors,  dans  le  système  à  9  lignes  et  3p  colonnes, 

0|g,    ...,  flpji^  ^la>    •••»  ^pa» 


et  partant,  dans  le  système 

_  o  o 

"l«»     •••»    ^ça»    **!«♦     •••»    "p« 

les  déterminants  de  degré  rs  ne  peuvent  tous  s'évanouir,  n 

Par  conséquent,  il  faut  que  9  soit  <ap.  Une  fonction  de  p  variables  qui  est 
partout  holomorphe  à  distance  finie  et  qui  possède  exactement  2p  périodes  in- 
dépendantes, sera  nommée  fonction  de  Jacobi  du  rang  p.  Elle  ne  peut  avoir 
de  périodes  infiniment  petites;  car,  si  elle  en  avait,  on  pourrait  déterminer, 
d'après  les  recherches  de  M.  Weierslrass,  un  système  de  grandeurs  r,,  ...,'*« 
tel  que  a^=r^Zf  . . .,  a.  =  r  z  fût  une  période  de  la  fonction  pour  des  valeurs 
quelconques  de  2,  et  alors  elle  aurait  un  nombre  arbitraire  de  périodes  indé- 
pendantes. 

§  1.  Équations  entre  les  périodes.  §  "2.  Conditions  d'inégalité  pour  les  pé- 
riodes. §  3.  Conséquences  des  conditions  A  et  B.  §  4.  Construction  des  systèmes 
de  périodes.  §  5.  La  forme  bilinéaire  ILk^^x^x'^.  §  6.  Fonctions  de  Jacobi  du 
rang  p.  §  7.  Les  inégalités  B  et  B'.  §  8.  Détermination  de  fonctions  à  périodes 
prescrites.  §  9.  Périodes  primitives.  §  10.  Fonctions  paires  et  impaires. 

Sturm  {Rudolf).  —  Sur  le  point  tel  que  la  somme  de  ses  dis- 
tances à  n  points  donnés  de  l'espace  soit  un  minimum.  (49-61). 

1*  Soient  A,,  A,,  ...,  A^  les  points  donnés,  M  le  point  cherché  qui  ne  se 
confond  pas  avec  un  des  points  A^  a.  l'angle  compris  entre  MA,-  et  une  droite 
quelconque  fixe  issue  de  M.  La  condition  du  minimum  est 

(a)  L  cosa,.  =  o. 

2^  Soit  un  des  points  donnés,  par  exemple  A^,  le  point  cherché;  a'i  l'angle 
compris  entre  A.A,.  et   une   droite  quelconque   fixe   issue  de  A„.  Alors  on  a 


/  — 


O)  i>Scosa/3:— I. 

Ces  deux  conditions  sont  nécessaires  et  suffisantes  et  l'existence  de  l'une 
exclut  celle  de  l'autre;  elles  servent  à  caractériser  ou  M  ou  A^  comme  les 
seuls  points  de  nxinimum  absolu,  propriété  qu'on  ne  trouve  éclaircie  dans  nul 
Mémoire  sur  ce  problème.  Ceç  conditions  se  prêtent  à  être  énoncées  sous  une 
autre  forme  :  i*  Si  aucun  des  points  A,  ne  satisfait  à  la  condition  (^),  il  existe 
toujours  un  point  M  qui  satisfait  à  la  condition  (a);  alors  les  segments  MA^ 
MA,,  ...,  MA^  ont  la  même  direction  et  le  même  sens  que  les  eûtes  d'un  po- 
lygone (de  l'espace)  à  n  côtés  égaux,  ou  bien  n  forces  égales  qui,  sollicitant  M 
suivant  les  lignes  d'action  MA,,  MA,,  ...,  MA^,  se  font  équilibre.  2**  Si  l'un 
des  points  donnés  A^  soit  A„,  résout  le  problème,  les  segments  A„A„  A^A,,  .. ., 
A„A„  .1  o'tt  la  même  direction  et  le  même  sens  que  les  côtés  égaux  d'un  polygone 
(de  l'espace)  qui  a  /i  — i  côtés  égaux,  chacun  de  longueur  a,  et  un  côté  ^a. 


rjto 
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L'application  dôtnilh-r  aux  ra*«  n  ■—  .'t  cl  «  —  .'|  <»i  quelques  remarques  sn\t 
problème  <Iu  miniiiiuiu  <lr  la  soiiiiix'  des  carrés  des  distances  d^UQ  poinl  à 
/i  points  (lonnrs  terminent  le  Mémoire  intéressant  et  distingue  par  sa  mclbAtk 
IdUl  éléinenlain*. 


yt  nirscr/rr  ( .  l  </<;//*). 


—  Sur  \r   s\slùme    nul    g<*fit'ral    du  second 


Lo  sysit-nic  nul  {\nflsystcni)  f;énéral  se  trouve  déHiiî  par  les  propriétés: 

2.  \  un  point  rnire<pondi>nl  en  ^'énéral  tout  au  plus  a  plans  passant  par 
lui,  à  un  pl.tn  do  position  ^riirralc  tout  au  plus  ^  points  situés  dans  lui. 

[S.  Los  points  nuls  { .\ullpunKte)  di>  plans  d'un  réseau  ont  pour  lieu  gêonic- 
triijue  une  surfare  «lo  Toiilnr  /i  -h  a  —  i. 

pour  le  s\>léint*  nul  général  du  srron<l  ilejrré,  l'auteur  en  lire  n  —  i:=i, 
a  -  ]i  7  I  ;  cv  s\ Ntr-inc  e«il  donc  prcjjrclif  ol  de  seconde  classe.  Ce  qui  caraclc- 
risc  le  >\'*trme  nul  (|uadrati«|ue,  c'est  l'existence  : 


1.  D'un  réseau  de  plans  f<[u]  dont 
les  éléments  sont  tous  des  plans  nuls 
du  ccnin*  a  ; 

*2.  I>'une  courlie  de  second  ordre 
r  (]ui  >c  compose  de  points  qui  ont 
chacun  un  l'aisceau  t[  K]  de  plans 
nuls. 


L  D'un  système  ponctuel  plan  A  [a] 
dont  les  éléments  sont  tous  des  points 
nuls  du  plan  ponctuel  A  ; 

IL  D'un  faisceau  de  second  ordre  C. 
qui  se  compose  <ie  plans  qui  c<»rre*- 
pondent  chacun  à  une  série  ponc- 
tuelle £[e]  de  points  nuls. 


La  >e(Mi.»n  roni«nn'  ^-iiiunlirro  c  <'>l  diin-i  le  plan  principal  A,  et  le  cnnc.  sin~ 
;;iili<-i-  C^  ;i  pour  eentr»'  le  point  piineipal  (t.  Les  axes  t  (enveloppent  la  se«"ti«>n 
T.  de  \  «'I  de  C^,  et  les  (lroit^•^  c  (orinenl  h'-«  génératrices  «lu  cCmh:^  K'  qui  pro- 
j«'l  le  <•■■  i\r  it. 

N«m>  n'iiislNlerons  p,is  à  sui\re  tous  Ie>  raisonnements  de  l'auteur;  conten- 
lon>-noii>  de  iranserii'e  les  litres  des  [)araj:raphe'i  du  Mémoire  : 

5;  1.  <m'iu  r.ililé-;  ^iir  les  ^^•^tèrMes  nui-  de  depré  supérieur.  Jj  '2.  Les  sinsula 
rilés  du  sN«-lriiM'  nul  «|u.idrali<jue.  îj  .{.  lîeiiilions  entn^  h>  formes  «jui  >o  corres- 
pondrnl  dans  le  s>>i(ine  nul.  î;  i.  Corrélation^  qui  <'nj;endrenl  le  système  nul. 
Sj  5.  Le  SNsLi'nic  des  ijiyou>  dirr(  leurs  et  1rs  complexes  des  rayons  ordinaux  du 
System»'  nul  (|uadrati(}ui'.  !<  (J.  Le  eom|»le\e  télraédral  de>  rayons  involutoircs 
du  ^y•^l^■'me  des  rayons  directeurs.  I5  7.  Sériions  planes  et  projecti<ins.  Jj  8.  Pre- 
mière ap|)li«Mliini.  Jî  li.  I)<-uxièiiio  a|»|>liciilion  :  la  r«*[)ré««enlaLioii  de  la  surface 
<le  Kummer  sur  une  surlaee  du  second  def;ré.  îj  10.  Lspèecs  particulières  du 
sysu'MUC  nul  quadrdli(|ue. 

hronrcLcr  ( L.).  —  La  h-olsirmo  cléinoiislralion  de  (lauss,  de  la 
loi  de  n'ciprocilé  pour  Irs  icsh's  (|iiadrali(|iHVs,  en  rormc»  sim- 
plifiée. (y)-i)i). 


l'o//"  les  Sitzuniisbri  irhtv  de  lArad/niie  de  lUriin,  i;»  juin  iNS'|. 
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Segre  (Corrado),    —    Sur  les    droites   qui    ont  des   moments 
donnés  p^ir  rapport  à  des  droites  fixes.  (95-1 10). 

ICtude  du  complexe  de  toutes  les  droites  qui  possèdent  un  moment  donné 
m  par  rapport  à  une  droite  fixe.  Si  Ton  multiplie  la  distance  d'un  point  quel- 
conque d'une  droite  à  une  autre  droite  par  le  cosinus  de  l'angle  que  la  pre- 
mière droite  fait  avec  la  normale  au  plan  qui  joint  l'autre  à  ce  point,  on  aura 
un  produit  constant  égal  au  moment  des  deux  droites.  Les  droites  <i  de  l'espace 
pour  lesquelles  mom{r^d)  =  m  forment  un  complexe,  tel  que  celles  d'entre 
elles  qui  sont  dans  un  plan  quelconque  enveloppent  un  cercle  ayant  le  centre 

sur  la  droite  r  et  ayant  son  rayon   exprimé  par , — — ,  où  n  représente  la 

cos  (rn) 

normale  à  ce  plan.  Les  droites  du  complexe  qui  passent  par  un  point  quel- 
conque P  de  l'espace  forment  un  cône  droit  ayant  pour  axe  la  normale  en  P 
au  plan  qui  joint   P  à  r  et  dont  les  génératrices  font  avec   cet  axe  un  angle 

dont  le  cosinus  est  donné  par  •  »  La  caractéristique  de  ce  complexe,  dans 

la  classification  de  M.  Weiler,  est  [(23)11];  cependant,  en  le  transformant  pro- 
jectivcmcnt,  on  n'obtient  pas  le  complexe  le  plus  général  de  cette  classe,  mais 
bien  l'un  de  ceux  qui  appartiennent  à  la  catégorie  de  complexes  des  droites 
coupant  liarmoniquement  deux  surfaces  du  second  ordre. 

Ilelniholtz  [H,  von),  —  Principes  de  la  statique  de  systèmes  mo- 
nocycliques. (iii-i4o). 

Introduction,  —  J'entends  par  systèmes  monocy cliques  des  systèmes  méca- 
niques, tels  qu'ils  présentent  à  leur  intérieur  un  ou  plusieurs  mouvements  sta- 
tionnaires  qui  reviennent  sur  eux-mêmes,  mais  qui,  lorsqu'il  y  en  a  plusieurs, 
ne  dépendent  que  d'un  seul  paramètre  en  ce  qui  concerne  la  vitesse.  Je  sup- 
pose de  plus  que  les  forces  en  action  entre  les  divers  corps  qui  forment  le  sys- 
tème ne  soient  que  des  forces  conservatrices,  respectivement  qu'il  existe  des 
liaisons  rigides;  mais  il  n'est  pas  nécessaire  que  les  forces  extérieures  qui  s'y 
ajoutent  soient,  elles  aussi,  conservatrices.  Les  problèmes  que  je  vais  traiter 
sont  caractérisés  comme  statiques,  vu  que  les  changements  subis  par  le  ré- 
gime du  système  se  passent  avec  une  si  petite  vitesse  que  le  système  ne 
s'écarte  jamais  sensiblement,  pendant  leur  durée,  des  régimes  tels  qu'il  pour- 
rait persister  indéfiniment  à  s'y  maintenir. 

L'intérêt  principal  de  ces  rechcrclics  consiste  en  ce  (juc  le  mouvement  de  la 
chaleur,  du  moins  pour  ses  effets  observables  à  l'extérieur,  montre  les  propriétés 
essentielles  d'un  système  monocyclique  et  <{ue  la  transformabilité  restreinte 
des  équivalents  du  travail  (jui  ont  passé  sous  forme  de  chaleur  appartient 
à  ceux  des  systèmes  monocycliques  sous  certaines  conditions.  A  parler  rigou- 
reusement, le  mouvement  calorifique  n'est  pas  monocyclique.  Chaque  atome 
individuel  varie  vraisemblablement  dans  l'espèce  de  ses  mouvements;  mais 
dans  un  nombre  énorme  d'atomes  tous  les  régimes  possibles  du  mouvement  se 
trouvent  continuellement  représentés,  quoique  chaque  régime  individuel  soit 
inhérent  tantôt  à  l'un,  tantôt  à  l'autre  des  atomes,  et  c'est  par  cela  que  se  pré- 
sente le  caractère  mécanique  d'un  mouvement  monocyclique.  Dans  les  re- 
cherches théoriques  sur  le  mouvement  calorifique  qu'on  a  pu  effectuer  jusqu'à 
présent,  il  a  toujours  fallu  faire  les  calculs  avec  les  moyenucs  des  valeurs  (}ui 
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se  succèdent  dans  le  cours  du  temps  pour  la  niônic  molécule.  Les  lois  du  mon- 
vcmcnt  qu'on  a  pu  dé<luire  ainsi  malgré  la  fluctuation  des  valeurs  individuelles 
ne  peuvent  s'invalider  parce  que  la  valeur  moyenne  est  à  composer  de  valeurs 
individuelles  purement  égales  dans  les  systèmes  monocycliques.  Sous  ce  poiot 
de  vue,  les  études  à  présenter  se  rattachent  à  la  théorie  de  la  chaleur. 

§  1.  Récapitulation  des  lois  de  la  chaleur.  §  2.  Les  équations  générales  de  la 
Mécanique  pour  des  systèmes  polycycliques.  §  3.  Systèmes  monocycliques. 
§  i.  Cas  plus  général  du  mouvement  monocyclique,  système  enchaîne.  §  5. 
Conditions  sous  lesquelles  la  force  vive  est  dénominateur  intégrant.  §  6.  Ac- 
couplement de  deux  systèmes.  §  7.  Équilibre  du  mouvement  intérieur  pour 
trois  systèmes  monocycliques. 

Kronecker  (L.),  —  Remarques  sur  un  systùinc  d^équations  diffé- 
rentielles qui  a  été  traité  dans  le  Travail  précédent  de  M.  von 
llelniholtz.  (i4i-i4*^)* 

II  s'agit  du  système  d'équations  aux  difl'érentiellcs  partielles 

*)y 
SjÇi  -— i  =  o,        (A  —  o,  I,  2,  ...,  m;  A-  =  o,  1,2,  ...,  n), 

où  les  /i  +  i  coefficients  9^  sont  des  fonctions  données  des  m  + 1  variables  in- 
dépendantes X|,  et  des  n  +  i  variables  indépendantes  yi,. 

Stalil{  Wilhclm),  —  Le  système  de  rayons  de  quatrièuic  ordre  et 
de  deuxième  classe.  (i4G-ifi4)- 

Les  systèmes  d»;  rayons  de  w*'""  ordre  (jni  cfnilieiinonl  deux  plans  singuliers 
avec  des  faisceaux  de  ray<»ns  iU\  {n  —  i )'*"'•  ordrt-  peuvent  se  drfuiir  comme 
renscinhic  des  ruyons  qui  joignent  los  points  correspondants  de  deux  systèmes 
plans  en  correspondance  uniforme.  Cette  construction  du  système  de  rayons  do 
dcuxièiijc  clas>e  est  donc  praticable  si  son  ordre  n'est  pas  supérieur  au  qua- 
trième \  roir  KuMMi.n,  Sur  /es  systcnies  al^^cbriques  de  rayons  {Mcnioires 
de  l'Académie  de  Jieriin,  i.sG«))j. 

Alors    la    c<jrrespondance  unitorinc  entre  I«s  deux  plans  est  quadratique,  et. 
en  construi>ant  le  sy>tèuie  de  rayons,  nou>  parlons  de  celte  relation.  Dans  \t> 
invcsli;;.itions  des  systèmes  de  rayons,  il  <*st  utile  d'eniploy«'r  diverses  méthodes, 
de  les  déduiie,  pour  saisir  toutes  les  prof>rictés  importantes  rie  c«;s  ti«;ures  com- 
pliquées de    l'espace.    Voilà    pounjuoi    M,  Stalil   ne   i)art  daucunc  génération 
déjà  connue  du    s^slèuKî    de    ravons».    Le  sy>tcnie    cpii     lui  est    adjoint    et  qui 
touche  la  niènie  >urrace  caustique  (jue  lui,  san^  se  confondre  avec   lui,  a<linet 
une  représentai  ion  rnnifilète    de  ses  propriétés  osenliclies.  On  y  dérouvre  <le» 
courbes  doubles  de  la  surface  caustique;  ces  courbes  sont  enj;endrées   par  des 
faisceaux  appartenant  au  système  de  ra\ons   cl    situés   dans  des    plans  singu- 
liers (|ui  ne  s<mt  pas  identi(|ues  à  ceux  du  premier  s\>tcfue.  Le  second  s>stème 
conduit  encore  à   une  con>trucliun    lapide  de  l'arèle   de  rebrous>enu'nt  de  la 
surface  causti<|ue.  Kniiii  M.  Stalil  ^i^nale  un  cas   spéi  la!  où  l'an-te  «le  rcbrouï.- 
sement,  qui  est  du  douzième  ordre,  se  découijjox'  en  ln»i>  (ourbes  du  quatrième 
ordre,  et  il  expose  les  modifie  ations  «[ui  >c   pré:?enl«  ni  jt.ir  un  abaisseiiienl  de 
l'ordre  du  premier  S}>lèuie  <ie  ravon. 
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Dans  un  post-scriptum,  rauteiir  renvoie  le  lecteur  à  un  Mémoire  de  M.  Hirst  : 
On  cremonian  congruences,  pul)lié  dans  les  Proceedings  of  Ihe  London  mathe- 
matical  Society^  vol.  XIV,  i883.  Ce  Mémoire  n'a  paru  qu'après  que  le  travail 
de  M.  Slalil  avait  été  envoyé  à  la  rédaction  du  Journal  fiir  Mathematik, 
On  y  trouve  la  même  construction  du  système  de  rayons  de  quatrième  ordre 
et  de  deuxième  classe.  Cependant  la  construction  du  système  adjoint  et  les 
singularités  de  la  surface  caustique  qui  en  découlent  forment  des  traits  dis- 
tinctifs  et  intéressants  du  Mémoire  de  M.  Stahl. 

Caspary  {F.),  —  Sur  le  théorème  d'addition  des  fonctions  thêta 
à  plusieurs  arguments.  (165-17 1). 

D'une  identité  qui  a  lieu  pour  le  produit  de  deux  fonctions  thêta,  M.  Weier- 
strass  a  tiré  le  théorème  d'addition  des  fonctions  thêta  hyperclliptiques  en  se 
servant  d'un  procédé  d'élimination  particulier.  La  môme  voie  peut  conduire 
à  un  théorème  d'addition  des  fonctions  thêta  à  plusieurs  arguments  si  l'on 
réussit  à  faire  évanouir  un  nombre  convenable  de  fonctions  thêta.  M.  Caspary 
montre  actuellement  qu'une  identité,  résultant  du  théorème  de  multiplication 
des  déterminants,  appliquée  à  cette  formule  de  produits  de  M.  Weierstrass, 
fournit  immédiatement,  sous  forme  définitive,  un  théorème  d'addition  des 
fonctions  thêta  à  plusieurs  arguments  sans  qu'on  ait  besoin  de  recourir  à 
aucune  élimination.  Ce  théorème  d'addition,  d'où  se  tire  tout  à  la  fois  celui 
gagné  par  M.  Frobenius  au  moyen  d'études  sur  les  caractéristiques  de  Gopel 
{Journ.  t.  89),  donne  encore,  lien  à  quelques  conclusions  et  spécialités. 

Blasendorff'  (M,).  —  Sur  les  systèmes  optiques  de  rayons.  (17'^-- 

176). 

Extrait  de  la  dissertation  inaugurale  du  même  auteur  : 

Ucber  die  Beziehungen  zwischen  zwei  allgemeinen  Slrahlensystemen,  von 
welchcn  das  cine  durch  die  versrhiedensten  lUflexioncn  und  Rrechungen  in 
Medicn  mil  hclicbigcr  Wcllenriiirlie  aus  dcm  andcren  hervorgcgangcn  isl,  und 
die  hieraus  fQr  optisch  darstcllbure  Strahicnsysteme  sich  ergcbendcn  Kolgc- 
rungen.  Berlin,  i883. 

/fermes  (O. ).   —  Sur  une  certaine  courbe  du   troisième  degré. 

(177-187). 

La  courbe  est  le  lieu  du  point  P  d'où  les  côtés  AC  et  BC  d'un  triangle  ABC 
sont  vus  sous  le  même  angle  visuel.  Elle  est  du  troisième  ordre  et  a  un  point 
double  dans  le  sommet  C;  les  deux  bissectrices  de  l'angle  C  et  de  son  angle 
adjacent  sont  les  tangentes  des  deux  branches  en  C.  L'équation  peut  se  mettre 
sous  la  forme  (a  y  —  bx){x'  -h  y*)  -h  ab{x^  — y*)  =  o.  M.  Hermès  énonce  un 
nombre  considérable  de  théorrines  sur  la  courbe.  En  rédigeant  son  travail,  il 
n'avait  pas  une  connaissance  com|)lètc  des  Mémoires  qui  ont  paru  sur  ce  sujet. 
La  liste  de  ces  travaux  a  été  publiée  par  M.  Schoutc  au  tome  09  du  même 
Journal. 


124  SECONDE  PARTIE. 

Frohenius  {G*).  —  Sur  les  bases  de  la  théorie  des  fonctions  de 
Jacobi.  Second  Mémoire,  (i 88-223). 

Dans  la  prcniirrc  Partie  de  ce  travail  (  voir  plus  haut  ),  l'auteur  avait  étudié  les 
équations  et  les  iiié^'alilés  qui  sont  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  4p'  {gran- 
deurs puissent  être  les  périodes  de  premier  et  second  genre  d'une  fonction  de 
Jacohi  du  ran;{  p.  C'est  pour  obtenir  les  conditions  d'inégalité  que  M.  Fn>be^ 
nius,  en  introduisant  de  nouvelles  variables  x^  et  en  multipliant  par  une  fonc- 
tion de  Jacobi  d'ordre  zôro,  avait  déduit  de  la  fonction  donnée  une  autre  dont 
la  norme  reste  inaltérée  si  une  quelcon(iue  des  grandeurs  x^  est  augmentée  de 
l'unité.  Cette  circonstance    l'avait   engagé   à  développer   cette   norme  en  série 
suivant  les  puissances  des  variables  E(x^).  Ainsi,  il  parvint  à  une  représenta- 
tion remanjuablc  des  fonctions  de  Jacobi  que   M.    Kronecker  a  développée  le 
premier  dans  ses  fameuses  recherches  sur  la  multiplication  complexe  des  fonc- 
tions elliptiques.  Les  ip  périodes  entrent   d'une  manière   asymétrique  dans  la 
représentation  ordinaire  d'une   fonction  de   Jacobi   du   rang  p    par    une  série 
p-uplement  infinie  dont  les  termes  sont  des  fonctions  de  Jacobi   d'ordre  zéro; 
car,  si  l'on  augmente  les  variables  de  p  des  périodes,  chaque  terme  de  la  série 
reste  inaltéré  (abstraction  faite  d'un  facteur  commun  exponentiel);  mais  si  on 
les  augmente  d'une  des  p  autres   périodes,    les  différenLs   termes  de  la  série  se 
transforment  l'un  dans  l'autre.  Comme,  pour  une  fonction  de  Jacobi  d'ordre  zéro, 
les  nombres  k\^  s'évanouissent  tous,  il  faut  d'abord  déduire  du  système  donné 
de  périodes  un  autre  pour  lequel  on  a  k\a  =  o,  lorsque  tous  les  deux  indices 
sont  ^  p,  quand    il   s'agit  d'obtenir  ce  développement  en  série.  La  forme  em- 
ployée pour  représenter   une   telle  fonction  pur  une  série  3  peuplement  infinie 
(§§  '*-^)>   est  symétrique  par  rapport  à  toutes  les  variables  et  ne  suppose  nulle 
sorte   de    transformations    arithmétiques,    ce    qui    parait    très    remarquable. 
IVcsipic  sans  le  concours  de  la   théorie  des  formes  linéaires  et  bilinéaires  al- 
lerrw'cs,  clic    peut   servir  à    (lêmonlrcr    \c    ihéorèmc   (J^  7)  que  le  nombre  des 
fonctions    (ht   Jacobi   linéairement    iuilépendanles   el    isolropcs    est    égal    à  la 
racine  carrée  du   délcrmiujmt   |/>^,^1,  cl   à   développer   (Jjf^  8  el  î))  les  formules 
pour  \v.  nombre  des   fonctions  liriéairenienl    iiuiépendantes   qui   Sunt  paires  ou 
impaires.  Ce  (jui  e>l   in(lis|»ensal)le,    c'ol    une    proposition  arilhinéli<]ue    rela- 
tive à  la  cofnparaison  de  deux   domaines  pério(]ii|ucs   dont  l'un  fait  partie  de 
l'aulic.    Pour    ne   rien  onietlre,  l'auleiir  en  a  donné  une  démonslralion  analy- 
ti(|ue  (pli  repose  sur    les    principes    énoiic('\s    par    Dii'ieiilel    (t.   \l\  du  même 
Journal)  cl  (jui  a  été  achevé  selon  ses  indicalif>ns  (t.  \L).  A  la  lin,  on  trouve 
une  formule  qui  est  une  généralisation  de   la    formule   désignée  par   M.    Prym 
comme  formule  ihéla  de  Kiemann. 

Nœtlier  {M,),  —  Démonslralion  el  cxlension  d'un  lli«^oi'èmc  du 
à  M.  Weierstrass,  de  la  lliéorie  des  fonctions  cl  de  TAIi^cbre. 
(9.24-229). 

Schccjfci'  (Lud\vif:[),  —  C.onlribulion  à  la   llicoric  des  fondions 

r(:;),  \\z),  (^(g).  (230-2Î1). 

On  a 


r(^) 
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Diins  un  Mémoire  antérieur  (Journ.,  t.  LXXXII,  p.  163 ),  M.  Prym  a  monlré 
(juc  CCS  fonctions  sont  parfaitement  défînies  par  deux  conditions,  par  exemple 
r  (  5  )  par  celles-ci  : 

r(5-f-/i) 
/i  =  • 


"■"    (-;rr7)îïï-==''      r(z  +  ,)  =  zr(z). 


M.  ScheefTer  fait  voir  que  trois  des  conditions  de  M.  Prym  peuvent  être  rem- 
placées par  d'autres  qui  conduisent,  comme  celles-là,  à  des  représentations 
analytiques  des  trois  fonctions,  mais  qui  méritent  de  leur  être  préférées  parce 
qu'elles  peuvent  se  tirer  immédiatement  des  intégrales. 

lieje  (Th.),  —  Sur  Jes  surfaces  aux  singularités  de  complexes 
quadratiques  de  rayons  et  sur  leurs  lignes  asymptotiques.  (242- 
260). 

Dans  la  géométrie  analytique  des  complexes  de  rayons  et  de  leurs  tissus,  des 
raisons  puisées  dans  la  forme  et  dans  la  matière  justifîent  non  seulement  l'em- 
ploi exclusif  des  coordonnées  de  lignes  ou  de  complexes,  mais  on  y  est  même 
astreint  quand  on  s'impose  certaines  limites.  En  faisant  abstraction  des  coor- 
données de  points  et  de  plans,  on  parvient  enfin  à  reconnaître  cette  branche 
importante  de  la  Géométrie  comme  autonome  et  indépendante  de  la  géométrie 
analytique  de  l'espace  à  trois  dimensions.  Kn  même  temps  l'emploi,  introduit 
par  principe,  de  coordonnées  homogènes  de  complexes,  fait  ressortir  les  rela- 
tions mutuelles  de  complexes  linéaires  en  involution,  qui  avaient  échappé  à 
PlUcker;  témoin  les  premiers  travaux  de  M.  Klein  qui  s'y  rapportent.  Cepen- 
dant, il  serait  fort  peu  convenable  d'éviter  l'application  des  coordonnées  de 
points  et  de  plans  dans  les  études  détaillées  des  surfaces  liées  aux  complexes. 
En  reprenant  le  fil  des  idées  exposées  dans  un  travail  antérieur  (t.  XCV,  voir 
Bulletin,  XI,,  p.  68),  M.  llcye  se  sert  maintenant  de  ces  coordonnées  aussi 
bien  que  de  celles  des  lignes  droites  pour  étudier  les  surfaces  aux  singularités 
des  complexes  quadratiques.  Ces  surfaces  de  Kummer  lui  présentent  plusieurs 
genres  de  courbes  à  étudier,  entre  autres  les  lignes  asymptotiques.  On  sait  que 
M.M.  Klein  et  Lie  ont  découvert  en  1870  {Bulletin,  II,  p.  72)  que  Tordre  ou 
la  classe  de  ces  courbes  est  16,  qu'elles  ont  les  16  points  nodaux  et  les  16  plans 
singuliers  de  la  surface  adjointe  de  Kummer  pour  points  de  rebroussement  et 
j)lans  osculateurs  stationnaires,  et  qu'elles  possèdent  96  tangentes  stationnaires 
dont  les  points  de  contact  se  répartissent  également  entre  six  lignes  asympto- 
tiques distinguées  de  huitième  ordre  et  de  huitième  classe.  M.  Ileye  démontre 
ces  propriétés  par  un  nouveau  raisonnement  emprunté  à  ses  considérations 
géométriques  et  fait  de  plus  voir  qu'on  peut  joindre  les  lignes  asymptotiques 
d'une  surface  de  Kummer  à  un  point  quelconque  de  l'espace  par  des  surfaces  du 
quatrième  ordre.  Ces  surfaces  appartiennent  à  une  gerbe  de  surfaces  et  forment 
une  variété  quadratique,  c'est-à-dire  qu'elles  ont  en  général  6/|  points  communs, 
et  il  y  en  a  toujours  deux  qui  passent  par  tout  autre  point. 

llauck  (6r.).  —  Théorie  de  la  correspondance  Irilinéaire  de  sys- 
tèmes plans.  Article  IL  La  position  orientée.  {lih-À'^ii). 

Suite   du    Mémoire    :   Nouvelles  constructions  de  la  perspectisfc  et  de  la 
phologrammétrie  [t.  XCV,  p.  1;  voir  Bulletin,  Xi^,  p.  58].  lin  projetant  de 
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trois  centres  un  système  de  Tespucc  sur  trois  plans  qui  ont  un  seul  point  com- 
mun, on  obtient  trois  systèmes  plans  trilincaires  en  position  orientée.  Itccipr»- 
qucmcnt,  trois  systèmes  trilincaires  déHnis  par  les  projecli viles  respectives 
peuvent  toujours  être  mis  en  position  orientée.  Quand  on  a  préalablement 
réuni  trois  points  quelconques  correspondants,  il  y  a  huit  positions  orientées 
différentes,  mais  qui  ne  sont  pas  toujours  réelles.  Les  critères  pour  la  réalité 
de  CCS  solutions  sont  amplement  discutés.  L'établissement  de  la  position  orientée 
se  fait  fort  simplement  si  l'on  choisit  pour  points  fondamentaux  trois  points 
correspondants  situés  h  l'infîni.  Kn  déterminant  encore  convenablement  les 
éléments  décisifs,  on  peut  amener  des  positions  remarquables  par  leur  simpli- 
cité. §  1.  Transformation  de  la  position  orientée.  Problème  général.  §  2.  L«s 
lignes  de  fuite.  Position  orientée  à  sections  fondamentales  parallèles.  §  3.  Ponr- 
tuelles  adjointes  semblables  et  égales.  §  4.  Position  orientée  à  sections  fonda- 
mentales coïncidantes.  §  5.  Conclusions.  §  G.  Orientation  plane  plus  générale. 

Milinowski.  —  Contribution  à  la  ihéoric  des  courbes  gauches 
de  quatrième  ordre  et  de  première  espèce.  (277-316). 

L'auteur  s'est  proposé  de  développer  les   propriétés  des  courbes  planes  du 
troisième  ordre  et  de  celles  du  quatrième  ordre  à  deux  points  doubles  en  ex- 
ploitant les  ressorts  de  la   géométrie  de   position  pour  la  théorie   des   courbes 
gauches  du  quatrième  ordre  et  de  première  espèce.  C'est  M.    Ileye  qui  a   tiré 
dans  sa  Géométrie  der  Loge  de  ces  considérations  quelques-unes  des  propriétés 
principales  des  courbes  planes  du  troisième  ordre;  cependant  sa  voie  ne  con- 
duit pas  à  leurs  propriétés  polaires  et   il    ne   prend    pas  en  considération  les 
courbes  du  quatrième  ordre.   Les  connaissances  que   M.    Milinowski    suppose 
comme  acquises  sont  celles  contenues  dans  le   Livre  cité  de  M.    Hcyc  et  dans 
celui  de   M.  Schr«cler  :  Théorie   dcr    Obcrjldchen   Ziveiter    Ordnting.   Toute 
proposition  gagnée  pour  les  courbes  gauchos  de  quatrième  ordre  et  de  première 
espère  fournil  des  résultats  analogues   pour   les   courbes  planes  iiicntionnce^. 
Dans  la    première   partie,    le  centre   de   projection   étant  choisi  sur   la  courbe 
gauche,  la    projection  devient    une  cul)ique   plane   libre  de  singularités.  Trois 
sections  traitent    les  ditrèrcnls   modes  do  leur  génération,  leurs   propriétés  po- 
laires et  harmoniques    cl  dans   une   (inatrièiiie  l'aulcur  étudie    les  faisceaux  dr 
cubiques  pianos.  Dans  la  .seconde  Partie  du  Mémoire,  le  centre  do  projection  ne 
se  prend  plus  sur    la    courbe    gauciic:    par   consè<|uonl,    la    projection   o>l  uno 
courbe  plane  de  (luatriomc  «)rdre  à  doux  j>oints  doubles.  Outre  les  mêmes  pro- 
priétés (iiie  dans  le  cas  des  cubi({uos,   on  trouve  ici  les  Ihéorènies  sur  les  sor- 
tions coniques  en  contact. 

/Ic/m/io/lz  (IL  vofi).  —  Principes  de  la  stalicpie  des  systèmes  mo- 
nocycliqiies.  Second  Mémoire.  (3i7-.*i3()). 

J^  8.  Un  caractère  général  dos  liai>ons  piiysiqucs  de  corps  en  mouvemont. 
«  Dans  le  5;  5  de  mon  promior  Mémoire,  j'ai  disnilé  les  ronditi»)ns  sous  les- 
quelles la  force  vi\e  csL  un  dénominateur  intégrant  dans  un  système  monocy- 
clique composé.  On  a  roeonnu  (|uc  cela  eu  ol  ainsi  pour  tous  le-^  ras  connus 
d'accouplement  méeani<{uc  (i«!  deux  mouvements  ey<  Ii«|i*^'*^-  ^lais  les  réllcxions 
qu'on  y  u  faites  sur  Ic>  relalion>  eara(leii>ti(iues  de  liaisons  de  corps  en  mou- 
vement n'ont   pas   sufli  pour   exclure  la  pos>ibilili;    d'autres  uiodcs  de   liai>on> 
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où  la  conclusion  mentionnée  n'aurait  pas  lieu....  Je  vais  mettre  à  profit,  dans 
ce  paragraphe,  un  principe  qu'on  n'a  pas  employé  jusqu'à  présent  et  qui  se 
rapporte  au  caractère  de  toutes  les  liaisons  à  eiïectuer  entre  des  corps  en  mou- 
vement :  c'est  lui  qui  permet  fa  généralisation  pleine  et  entière  de  la  proposi- 
tion mentionnée  et  d'où  l'on  peut  tirer  tout  à  la  fois  une  démonstration  qui  ne 
suppose  pas  l'intégration  des  équations  diiïérentielles  pour  le  mode  d'enchaîne- 
ment. »  §  9.  L'intégration  des  équations  d'enchaînement  pour  un  système  phy- 
siquement lié. 

Range  {C),  —  Sur  la  liaison  des  valeurs  d'une  fonction  algé- 
brique. (33^-344)- 

Dans  la  théorie  des  fonctions  algébriques  d'une  variable  complexe,  il  est 
d'une  importance  fondamentale  de  résoudre  le  problème  :  Soit  /(w,  5)  =  o 
une  équation  algébrique  entre  la  fonction  u  et  la  variable  indépendantes; 
soit  u  =  u'  la  valeur  de  u  pour  z  =  5',  quelle  valeur  prendra  u  pour  z  =  z' 
quand  on  se  donne  le  chemin  parcouru  par  z  depuis  z'  à  s"?  Ce  problème, 
posé  et  résolu  par  Puiseux  dans  le  Journal  de  Liouville,  t.  XV,  est  actuelle- 
ment traité  par  M.  Runge  par  des  méthodes  algébriques  rapides  et   élégantes. 


THE  MESSENGER  OF  MATHEMATICS,  ediled  by  W.-AIIen  Whitwortii, 
C.  Taylor,  W.-J.  Lewis.  R.  Pbndlebury,  J.-W.-L.  Glaisiier.  London  and- 
Cambridge,  Macmillan  and  C  (  >  ). 

Tome  XV;  i885-i886. 

Glaisher  (J.-H^.-L,).  —  Sur  certaines  sommes  de  produits  de 
quantités  dépendant  des  diviseurs  d'un  nombre.  (1-20). 

Calcul  des  expressions  de  la  forme 

/(l)/(/l-.|)-h/(2)/(/l-2)-|-...-+./(w-l)/(l), 

ou  de  la  forme 

/(i)F(/i-  i)-f-/(a)F(/i-'i)-i-...-i- /(«-!)  !•(.), 

où  /(n)  et  F('0  désignent  une  des  sept  fonctions  numéri<iucs  suivantes  : 

a(/i)  =  la  somme  des  diviseurs  de  n; 

A(/i)  =  la  somme  des  diviseurs  impairs; 

V{n)  =  la  somme  des  diviseurs  pairs; 

A'(/i)—  la  somme  des  diviseurs  conjugués  des  diviseurs  impairs: 

D'{n)=  la  somme  des  diviseurs  conjugués  des  diviseurs  pairs; 

^{n)  =l{n)  -I)(/i); 

!;'(/i)  =  A'(/i)-D'(/i). 


(')  \oir  Bulleti/if  X„  p.  mj'i. 


\ 
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Ces  fondions  numériques  se.  présentent  comme  coefficients  dans  les  dcrekf- 
pemcnls  on  série  des  fonctions  elliptiques  du  module. 

C/iree  (Charles).  —  Sur  les  vibrations  d'un  gaz  contenu  enlre 
deux  sphères  concentriques,  particulièrement  dans  le  cas  où 
les  rayons  des  deux  sphères  sont  presque  égaux.  (20-23). 

Robcrts  {H. -A,),  —  Sur  les  triangles  d'aîre  maximum  ou  mi- 
nimum inscrits  dans  une  cubique  plane  (24~'^S)* 

Le  problème  revient  à  inscrire  dans  une  cubique  un  trianf^Ie  tel  que  la  tan- 
gente en  cliaquc  sommet  soit  parallèle  au  cùté  oppose.  Il  y  a  quarante-huit  s<>- 
lutions  dans  le  ras  d'une  cubique  non  singulière,  neuf  dans  Je  cas  d'une  cubt<|ac 
nodale.  La  solution  repose  sur  l'emploi  des  courbes  hcssicnne  et  caylcveone. 

Robcrts  (li.'A.).  —   Sur  certaines   courbes    du    sixième  ordre. 

(ati-Sa). 

Soit  \  —  {x  —  a){x  —  b){x  —  d)\  ou  sait  que  l'équation  di/Tcrcntiellc 

dx^       dx^  _ 
T    '       F  ~~  °' 

Y  3  Y  3 

Al  A , 

qui  peut  d'ailleurs  se  ramener  à  l'cciuation  d'Euler,  possède   une   inté^ale  gé- 
nérale algébrique.  Si  dans  cette  intégrale  on  remplace  x,  par  a:  •+-  iy  et  x^  par 
x  —  iy  et  qu'on   soumette  les  courbes  ain*;i  obtenues  à  une  inversion,  on  ol»- 
ticnt  un  système  de  courbes  C  du  sixième  ordre,  jouissant  tic  propriétés  inlé- 
res>anles.    Ces  coui'bcs  sont    do  dou/iènio  classe;  elles  adiriettent  jjour  points 
triples  les  points  circulairrs  à  rinfini  v\  ont  en    outre   trois    points   d<.»ubles  à 
distance   finie.    Kilos    p«.'uvrnl    èUr    ronsjdcn'cs  k\<^   trois    manières    ditrrrentt> 
comme  l'enveloppe  d'un  cerrjc  «jui  cojipc;  orLhdf^joualenienl   un  cercle  fixe  J  cl 
dont  le  centre  d<;(  ril  une  (juarlii|uo  lri<'uspi(lale. 

GlaisJicr  (J,-]\\-L.),  —  i^^xpressions  des  cin(|  proniières  j>uis- 
sanccs  de  la  sc'rie  doiiL  les  cocflicienls  sont  les  sommes  des  divi- 
seurs des  exposanis.  (.>3-3()). 

Les  i-ocfficienls  des  nouvelles  séi'ies  s'ex]»riMient  au  moyen  des  fonctions  nu- 
mèricjues  c,  (/?),  (|ui  reinésenlenl  les  sommes  des  .v'"'""' puissances  des  «livi>our> 
de  //. 

Christine  Ladd-hranldiii.  —  Le  paradoxe  {géométrique  do 
CariioL-d'Alemherl.  (3()-3j). 

Klliott  {l£,'B,),  —  Sur  les  petits  mouvements  des  s\ sternes.  (38- 

40). 

Mannhciin  {A.).  —  Sur  la  suiluco  de  l'onile.  (  io-.'ii). 
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Piers  (C  fVard),  —  Sur  la  rationalisation  de  a" -{-  b"  -}-  c"  =0. 

(42-44). 

Cette  opération  revient  évidemment  à  éliminer  m  entre  les  deux  équations 
a(/?n- I )'»=(  — r)''c,  am'*=b.  Les  calculs  sont  développés  pour  /i  =  3  et 
n  =  h. 

Forsyth   (A.-R,),   —  Une   méthode   particulière   pour  intégrer 
quelques  équations  linéaires  du  second  ordre.  (44-48). 

dV 

Si  Ion   connaît  une  intégrale  particulière  de  Téquation  -5 P«=  I,  l'inté- 

d'v 
gration  de  l'équation  linéaire  y-^  +  li»  =  o  est  ramenée  à  celle  d'une  équation 

du  premier  ordre  -j^  -+-2P-s  =  A,  où  A  désigne  une  constante  arbitraire. 
Appliquée  à  l'équation  de  Gauss,  cette  méthode  conduit  à  des  résultats  connus. 

Forsyth  [A. -R.),  —  Le  théorème  d'addilion  pour  les  intégrales 
de  seconde  et  de  troisième  espèce.  (49-57). 

Cayley.  —  Une  transformation  algébrique.  (SS-og). 

Cayley,  —  Solution  de  l'égalité  (a,  6,  c,  t/)  =  (a^,  6^,  c-,  rf^  ). 

(09-61). 

Il  s'agit  de  trouver  quatre  quantités  différentes  de  zéro  qui  soient  identiques 
à  leurs  carrés  pris  dans  un  certain  ordre. 

L'illustre  géomètre  montre  qu'il  existe  huit  équations  du  quatrième  degré 
dont  les  racines  jouissent  de  cette  propriété;  les  racines  s'expriment  très  sim- 
plement au  moyen  des  racines  imaginaires  de  l'unité. 

Cayley,  —  Note  sur  une  équation  du  troisième  degré.  (62-64). 

Etant  donnée  une  équation  du  troisième  ordre 
(i)  x^+Zcx-\-  d  =  0y 

il  existe  deux  nombres  T,,  T,  tels  que  les  trois  racines  «,  ^,  y  de  l'équation  (i) 
vérifient  les  relations 

p  ^  aT.  +  (a«-+-  2C)T,,  r  .-.  31.+  (?»+  2c)T„  a  =.  yT.+  (y'-i-  !ic)T,, 

de  sorte  que,  par  l'adjonction  des  irrationnelles  T,,  T,,  l'équation  cubique  peut 
être  regardée  comme  une  équation  abélicnnc.  Plus  généralement,  si  les  racines 
d'une  équation  du  troisième  ordre  sont  «,  p,  y,  cette  équation  se  reproduit  par 
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la  transformation  de  Tschirnauscn 

y    I    J7    jr» 
?     I     a     a* 

Y     I     ?    ?' 


=  o, 


dont  les  cooffirienls  s'expriment  rationnellement  au  moyen  des  coefficients  de 
l'équation  proposée  et  de  la  raeine  carrée  du  discriminant. 

Forsyth  (A.-Ii,),  —  Correction  d'une  erreur  contenue  dans  un 
article  j)récé(lent.  (r>4). 

MaC'Mahon  (P.-A,),  —  Note  sur  la  rationalisation.  (60-67). 


i-       i.       X  1 

.m         _m    .    _/«    .  .       m  . 


Soit  X  =  flj  -haj  -H...+  a/i  ;  x  vérifie  une  équation  de  degn^  /n"-*  dont 
les  racines  sont  les  m'*""  puissances  des  différentes  valeurs  que  peut  prendre  le 
second  membre  de  la  formule  précédente.  L'auteur  donne  une  méthode  gé- 
nérale pour  calculer  les  coefficients  de  cette  équation  et,  par  suite,  le  dernier 
terme  qui,  égalé  à  zéro,  donne  une  équation  équivalente  à  réquation  irratioa- 
nelle 


1 


1 


a'C+a!;^  + 


. . .+  an  =  o. 


Matliews   {G. -IL),    —   Note  relative   au    dernier    théorème   de 
Fermât.  (68-74). 

Simplification  d'une  partie  des  drnionslralioiis  de  Kunimer. 

Sylvester  {J.-J.),  —  Noie  sur  la  dérivée  schvvarzicnno.  (74"76}- 


Jhichheini  [Artliur). 
(-'i-7«)- 


Note  sur  ral<;;cbre  linéaire  iissociative. 


Fujismvle  (//•)• 

(79-80). 


Sur  une  certaine  classe  d'intégrales  définies. 


Johnson  (A, -H,),  —  Développement  d'une  fonction  ou  séries  de 
fractions.  (<Si-87). 

Syh'ester {J.'J .),  —  Sur  les  réciprocanls.  (8S-()2). 

GluisJier  {J.-]V.'L.).  —  Sur  les  louchons  iÇ.  (()'>.-!  ^8). 

Formes  de  la  fonction  !;.  —  AddiLion  dr  K,  /K',  K -i- iK'  à  Tarsunicnt.  — 
Fonctions  de  l'argument  ix.  --  Valeurs  des  fonctions  i><)ur  les  arj,'ui!icnls  o,  K, 
iK'.  —  Les  fonctions  Z,(j:),  V..{x),  /,(./').  —  Les  fonctions  /,(^')  et  Ç.(vr).  — 
Les  fonctions  iZ,(a7),  â'Z.Ca:),  eZ,(j7).  —  Correspondances  entre  ces  fonctions. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  i3i 

—  Addition  ù  Targument  de  multiples  de  K  et  de  iK'.  —  Relations  entre  les 
fonctions  g7.^{x).  —  Valeurs  des  fonctions  pour  les  arguments  o,  K,  iK',  .... 

—  Fonctions  de  l'argument  ix.  —  Le  théorème  d'addition.  —  Formules  re- 
latives aux  fonctions  iZ,(x),  g7.^{x)^  e7.^{x).  —  Expression  de  iZ, (x) 
gZ^{x)y  eZ,(x)  par  des  intégrales.  —  Valeurs  de  fsiï*xdx,  fcn*xdXy  ..., 
en  fonction  de  gZ^{x).  — Valeurs  de  fsn'xdXj  fcn*xdXf  ....  —  Valeurs  de 

fsn'xvn^xdx,  fsii^^xdn^xdx, —  Dérivées  de  snj7,  cnx»  ...  par  rapport 

au  module.  —  Dérivées  de  Asnj?,  A  eu  a:,  ...,  par  rapport  au  module.  —  Diffé- 

2  Kx 
rcntiation  par  rapport  au  module  lorsque   l'argument  est —  Dérivées 

des  fonctions  gZ^{x)  par  rapport  à  /i.  —  Dérivées  de  tZ,(x),  ....  —  Valeurs 

a  Kx 
des   dérivées   lorsque    l'argument   est  — ■^^—'   —  Les  dérivées  de   (logsn^?)', 

(logent)',  ....  —  Développement  des  fonctions  g7,^{x)  suivant  les  puissances 
croissantes  de  x.  —  Liste  d'intégrales  indéfinies. 

Roberts  (li.-A,),  —  Sur  un  théorème  du  calcul  des  variations. 

(i  48-1 52). 

Soit 

du'=:/'{\)dx\-h/'{\)dx\-^...-^/'{XJdx}., 
où 

/(X)  =  (X-.X,)...(X-XJ. 

Les  équations  qui  expriment   que  la  variation  hf  du  est  nulle  peuvent  se 
mettre  sous  la  forme  suivante 


n  « 


V«     dx.  -^  X/  dXi 

y---Lj=z=oj       y     =0,     (V  =  i,2,...,n  — i), 

I  I 

«t.(jr,)  =  (X,-+-c,)(X,H-c,)...(X,+  c...). 

Hobefis  (li.'A,).  —  Sur  les  cubiques  planes  satisfaisant  à  cer- 
taines conditions. (i  02-1 55). 

Détermination  des  cubiques  passant  par  trois  points  en  ligne  droite  et  tan- 
gentes à  trois  couples  de  droites  issues  de  ces  points. 

Lachlan  (/?.).  —  Un  théorème  de  Géométrie.  (i55-i58). 

Théorème  sur  les  points  d'intersection  de  six  coniques,  analogue  au  théorème 
de  Pascal. 

Alexander  (P-)-  —  Une  démonstration  symbolique  du  théorème 
de  Fourier  sur  l'intégrale  double.  (i58-i64). 

Forsyth  (A, -/{,).  —  Note  surJa  théorie  des  fonctions  doublement 
périodiques  de  Weierstrass.  (i65-i83). 

Exposition   de  la  théorie  de  Weierstrass  et  des  propriétés  principales  des 
fonctions  pu  et  ri/.  Lu  méthode  d'exposition  est  celle  de  Liouville. 
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Lloyd  Tanner  {IL-Tr,),  —  Solution  numérique  d'une  équation 
biquadratique  par  le  procédé  de  Descartes.  (184-187). 

Hcchcrchc  des  diviseurs  du  second  degré  à  coefficients  rationnels. 

Lloyd  Tanner  (//.-IT.).  —  Note  sur  la  classification  de  quelques 
séries  algébriques.  (187). 

Kempe  {A.-B.),   —   Sur  une  extension  de  l'Algèbre   ordinaire. 

(i  88-1 90). 

Morley  (Z'.).  — Une  conique  des  neuf  lignes,  (igo-iga). 
Caylev.  —  Note  de  (jéomélrie  analytique  surles  coniques.  (19a). 

Il  existe  une  infinité  de  triangles  inscrits  dans  la  conique  yz  •+■  zjc  -H  a:y  =  0 
et  circonscrits  ù  la  conique  x^-^ y'-\-  z* —  wxy  —  "iyz  —  a^j:  =  o. 

Tome  XVI;  1886-1887. 
Taylor  (C).  —  Sur  Tordre  des  lieux  orthopliques.  (i-5). 

Le  lieu  orthoptiquc  d'une  courbe  de  classe  /i,  c'cst-.^-dirc  le  lieu  des  sommets 
des  angles  droits  circonscrits  à  cette  courbe,  est  en  général  d'ordre  /i(/i—  i)  et 

passe  fois  par  les  points  circulaires  à  l'infini. 

Elliott  {E,'B,).  —  Sur  la  définilion  d'un  invariant.  (0-8). 

On  définit  ordinaircniciil  un  invariant  j>iir  ['rcjuation  de  condition 

<I»(A,  U,  C,  ...)    -  A*'<I»(a,  ^,c,  ...,/), 

A  étant  le  délcrminanl  de  la  substitution  linéaire  clfcctuéc  sur  les  variables. 
L'auteur  prop()>c  a\cc  raison  de  reinplaccr  cette  éiiuation  par  la  relation  plus 
générale 

<!»(  A,  B,  C,  ...)    -  <}^(/,  //i.  ...,/',  //i ',...)  <I»(<z,  ^,  r,  .• .), 

/,  m,  ...,  /',  //i',  ...  désifjnant  les  eocITicients  de  la  substitution.  Avec  celte 
définition,  il  y  a  lieu  de  <léinontrcr  que  ^  se  réduit  à  une  puissance  de  A;  la 
démonstration  se  fait  très  siui])Ieincnl  en  ap[>liquant  le  lliéorèinc  d'Euler  relatif 
aux  fonctions  boniogènes. 

Brill  (/.).  —  Sur  rapj)licalion  à  la  Gcomélrlo  plane  de  la  théorie 
des  quantités  complexes.  (8-20). 

Si    l'on   représente   une    quantité    complexe   par    un   vcctcnr.  toute    idciititi' 
algébrique   est  susceptible   d'être  interprétée  géométriquement,  lin  appli(]uai)t 
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cette  méthode  à  quelques  identités  simples,  l'auteur  parvient  à  des  théorèmes 
de  Géométrie  qu'il  serait  peut-être  un  peu  long  de  démontrer  directement. 

Lachlan  (R.).  —  Note  sur  une  classe  d'identités  algébriques,  (a H 

22). 

Soient  x^,  2:,,  ...fX^n  variables  liées  par  les  relations 

2:j:,=  Ha^Xj  =..  .=  Za[^~^  x^  =  0,  (1=  1,  2,  . . .,  /t); 

on  a 

yiXfaJxf^^  r=  0, 
si  />  -H  ^  <  /i  —  2,  et 

SX  p  '\-  q  =z  n  —  2,  en  posant 

Peter  Alexander.  —  Une  démonstration  de  la  série  de  Fourier 
pour  les  fonctions  périodiques.  (a3-26). 

Johnson  (A.-R.),  —  Sur  Téquation  différentielle  des  surfaces 
orthogonales  de  Cayley.  (a^-SS). 

Johnson  (A.'It.).  —  Note  sur  la  cyclide.  (33-35). 

Buchheini  {Arthur),  —  Note  sur  quelques  théorèmes  de  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques  de  Weierstrass.  (35-36). 

Jenkins  {M,).  —  Note  sur  l'équation  des  sinus  en  Trigonométrie 
sphérique.  (37-39). 

Taylor  (II, -M,)  —  Sur  une  interprétation  géométrique  de  l'ex- 
pression algébrique  qui,  égalée  à  zéro,  représente  une  courbe 
ou  une  surface.  (39-41). 

Si  S  =3  0  est  l'équation  d'une  conique,  S  est  proportionnel  au  produit  des 
normales  menées  du  point  {x,  yy  z)  èi\a  conique  et  des  perpendiculaires  abaissées 
du  centre  sur  les  tangentes  menées  par  les  pieds  de  ces  normales.  Le  théorème 
est  vrai  aussi  pour  les  quudriqucs. 

Peter  Alexander,  —  Extension  des  théorèmes  de  Fourier  sur  les 
séries  trigonométriques.  (42-61). 

Buchheim  {Arthur),  —  Sur  l'algèbre  double  (62-63). 

Johnson  (^. -/?.).    —   Note   sur  les    surfaces   du   second    et  du 
troisième  ordre.  (63-66). 
Bull,  des  Sciences  mat/iém.,  a*  série,  t.  XII.  (Août  1888.)  U.  1 1 
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Gladsher  (J,'JV.-L,),  —  Formules  relatives  aux  fonctions  ellip- 
tiques* (67-86). 

Délavées  de  logsnjr,  logcnj:,  ....  —  Expressions  de  -r-  'og^  logsnx,  .... 

—  Valeurs  de  snax,  dsijr,  es  3^.  —  Les  expressions 

cn'a?  dn'a?  =t  dn'a?  sn'«  ±  k*  sn'x  en»  j?,     .... 

—  Les  expressions  sno?  d:  dsx  it:  csx,  ....  —  Les  expressions 

A:'«sna:±dsa:=t  A-"csj:,     .... 

—  Valeurs  de  fsnxdx,  ....  —  Remarques  sur  les  douze  fonctions. 

Woolsey  Johnson  (  W.).  —  Sur  un  point  relatif  aux  méthodes 
symboliques  d'intégration.  (86-90). 

Johnson  {A.^R.).  —  Une  démonstration  du  théorème  de  Fourier. 

(90-98). 

Lachlan  (R-)»  —  Systèmes  de  cercles  orthogonaux.  (98-109). 

Étude  de  deux  systèmes  de  quatre  cercles,  le  premier  système  étant  pris  ar- 
bitrairement, le  second  étant  formé  des  quatre  cercles  dont  chacun  coupe  or- 
thogonalement  trois  cercles  du  premier  système. 

Notes  de  Mathématiques.  —  Carr  (G. -S,)  :  Démonstration  de 
la  formule  qui  donne  la  torsion  d'une  ligne  géodésique.  — 
Jenkins  {M.)  :  Dcmonslralion  du  théorème  de  Ilolditch.  — 
Johnson  {A. -II.)  :  Correction  à  un  article  précédent.  — 
Buchheim  (Arthur)  :  Note  sur  Talgcbre  triple,  (i  10-114). 

Greenhill  {A. -G,),  —  L'équation  des  périodes  des  vibrations 
latérales.  (ii5-i25). 

Tacher  (/?.)•  ~"  ^"^  '^  cercle  de  l'angle  sinus-triple,  (125-126). 
Mansion  {Paul),  —  rjéfinilion  d'un  invariant.  (127-129). 

Cayley,  —  Comparaison  des  ronctions  elliptiques  de  Welerslrass 
et  de  Jacobi.  (129-13.2). 

Glaisher  (J.-IV.-L,),  —  Sur  le  passage  des  produits  inlînis  au\ 
séries  pour  les  fonctions  elliptiques.  (i33-i3()). 

IjUchlan  (It.).  —  Sur  les  coniques  satisfaisant  à, certaines  condi- 
tions et  touchant  une  conique  donnée.  (i4o-i/î3). 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  i35 

Détermination  des  coniques  :  i<*  passant  par  quatre  points  donnés  et  tangentes 
ii  une  conique  donnée;  a*  passant  par  trois  points  donnés  et  osculalrices  à  une 
conique  donnée;  3°  passant  par  trois  points  donnés  et  doublement  tangentes  à 
une  conique  donnée;  4*  passant  par  deux  points  donnés  et  ayant  un  contact  du 
quatrième  ordre  avec  une  conique  donnée.  La  méthode  employée  est  due  à 
Clifford  {^Philosophical  Transactions,  t.  CLXIV). 

Taylor  {II, ~M,),    —  Extension  d'une  propriété  de  l'inversion. 

(143-144). 

Imaginons  que  l'on  soumette  un  point  M  du  plan  à  un  nombre  quelconque 
d'inversions;  le  centre  des  moyennes  distances  des  difiërents  transformés  de  M 
est  un  autre  point  M'.  La  généralisation  de  M.  Taylor  consiste  en  ceci  :  deux 
courbes  quelconques  décrites  par  le  point  M  se  coupent  sous  le  même  angle 
que  les  courbes  décrites  par  le  point  M'. 

Glaislier  (J.-W.-L,),  —  Sur  le  moyen  d'élever  au  carré  les  séries 
qui  donnent  kpsnu,  kp  en  w,  p  dnw.  (i45-i49). 

Glaisher  (J.-IV.-L.),  —  Sur  le  carré  de  la  fonction  ^.  (i5o-i5i). 

Lachlan  (/?.).   —  Sur  un  système  poristique  de  cercles.  (i5a- 
162). 

Dans  le  Volume  XIX  des  Annales  de  Gergonne,  Steiner  a  donné  la  condition 
pour  qu'il  existe  une  chaîne  fermée  composée  de  n  cercles  dont  chacun  touche 
le  précédent,  ainsi  que  deux  cercles  fixes.  L'auteur  de  cet  article  s'est  proposé 
de  généraliser  le  problème  en  considérant  des  séries  de  cercles  dont  chacun 
coupe  le  précédent,  ainsi  que  deux  cercles  fixes,  sous  des  angles  constants. 

Greenhill  {A, -G,),  —  Les  lignes  de  Sumner  sur  les  Cartes  de 
Mercator.  (163-167). 

Forsyth  (A.-R.),  —  Sur  la  solution  de  l'équation  de  Legendre 
dans  un  cas  particulier.  (168-176). 

Correction  d'une  erreur  contenue  dans  les  §§  93-95  du  Traité  de  l'auteur  sur 
les  équations  dilTérentielles. 

Burnside  {IVilliam),  —  Sur  la  trisection  des  périodes  pour  les 
fonctions  elliptiques  de  Weierstrass.  (177-180). 

Morley  (/^.).  —  Quelques  propriétés  des  coniques  homofocales 
et  d'une  cubique  dérivée.  (i8i-i85). 

Woolsey  Johnson  (  W.).  —  Note  sur  les  solutions  singulières  des 
équations  différentielles  homogènes.  (186-188). 
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L'équation  diiïérentiellc  y  —  x^{p)  admet  l'intégrale  particulière  y  =y?,x, 
où  />,  est  une  racine  de  l'équation  p  —  ?(/?)  =  o.  Si  /?,  est  en  même  temps 
racine  de  l'équation  ?'(/>)  =  o,  ^  =/>, a:  est  une  solution  singulière. 

Ferrers  (N.-M,),  —  Le  carré  de  pdnu.  (189-190). 
Gulzmer{A,).  — Note  sur  les  coefficients  du  binôme.  (189-192). 


TUE  LONOON,  Edinburgh  and  Dublin  Philosopiiic\l  Magazine  and  Jora- 

NAL  op  Science.  Conducled  by  Sir  Robert  Kane,  Sir  William  Thomson  aod 
William  Francis.  —  London,  in-8°  (*). 

Tome  XIX;  janvier-juin  i885. 

Pliny  Earlc  Chase.  —  Quelques  principes  et  quelques  résultats 
dans  la  théorie  du  mouvement  harmonique.  (190-196). 

Wilsing  (/.).  —  Sur  Tapplication  du  pendule  à  la  détermination 
de  la  densité  moyenne  de  la  Terre.  (219-222). 

Sarali  Mar/^s  (M'i^a).  —  Usages  d'une  machine  à  diviser.  (280- 

285). 

Macfarhmc  {A.).  —  Le  spectre  logicpic.  (28()-5>9o). 

Si  l'on  roprt'scnle  par  un  rîirrc  rcMisrrnl)Io  dos  r»hjet«^  ronsi<Iércs  (ou  l'univers), 
cl  si  l'on  srpure  par  un  rorclc  cru\  cpii  possrdf-nt  une  propriélé  parliculièic, 
un  dia;;ranitnc  formé  de  cercles  suHil  pour  représenter  toutes  les  classes 
possil>les  tant  que  le  nonil)re  des  (iiialitcs,  par  lescjueHes  on  distinî^ue  ces 
objets,  ne  dépasse  pas  trois.  II  n'en  est  plus  ainsi  si  ce  nombre  dépasse  trois. 
L'auteur  propose  un  nouveau  diagramme  qui  s"appli(juc  à  tous  Jos  cas. 

Oliver  IleoK'isidc.  —  Sur  la  suifac(î  des  ondes  électromagnétique. 

Glaishcr  [J.'U  .-L,).  — Sur  rcxpressiou  de  l'inlcgrale  elliptique 
complète  de  seconde  espèce  par  une  série  procédant  suivant  les 
siiuis  des  multiples  de  Taiiglc  modulaire.  (5(>4-5io). 


(')  Voir  /Juiicti/i,  t.  \\,  p.  23;-j5c 
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Dans  le  Journal  de  Crelle,  t.  11,  p.  5i,  Gudermann  a  doiiné  la  formule 
suivante  : 

—  =sinOH — -sinSOn v-smoBn ; — --sini38-h 

M.  GlaisLer  indique  une  formule  analogue  pour  E  et  pour  les  quantités  I,  G, 
Vf  V,  W,  qu'il  a  étudiées  en  détail  dans  le  Quarterly  Journal  of  Mathematics, 
t.  XX,  p.  3i3-36i. 


Tome  XX;  juillet-dôeembro  i885. 

Edmonson  {Joseph),  —  Sommaire  d'une  lecture  sur  les  machines 
à  calculer,  faite  devant  la  Société  de  Physique  de  Londres.  (i5- 
18). 

Sutherland  (  William),  —  Intégration  mécanique  du  produit  de 
deux  fonctions.  (175-178). 

Fleming  (J.-A,),  —  Problèmes  sur  la  distribution  des  courants 
électriques  dans  les  réseaux  de  conducteurs  traités  par  la  mé- 
thode de  Maxwell.  (221-258). 

De  Volson  JVood,  —  L'éther  lumineux.  (388-417). 

Gray  {Thomas),  —  Sur  les  mesures  de  l'intensité  de  la  compo- 
sante horizontale  du  champ  magnétique  terrestre,  faites  dans  le 
laboratoire  de  TUnlversilé  de  Glasgow.  (484-495)- 


Tome  XXI;  janvier-juin  1886. 

Moon  {Robert),  —  Sur  l'intégration  des  équations  aux  dérivées 
partielles  du  troisième  ordre  et  d'ordre  plus  élevé.  (63-69). 

Recherche  des  cas  où  Téquation  aux  dérivées  partielles 

RV^4-Sy^-+-T-r-^-+-U^  =V, 
ox^  ox*  ôy  ox  oy*  oy* 

où  R,  S,  T,  U,  V  ne  contiennent  que  x  et  y,  admet  une  intégrale  première 
/{Xf  yfrySft)  =  o.  Extension  de  la  méthode  aux  équations  de  forme  analogue, 
mais  d'un  ordre  plus  élevé. 

Sutherland  {  William),  —  Intégration  mécanique  du  produit  de 
deux  fonctions.  {i^i-x^Z). 
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Aluir  (Thomas).  — L'équation  différentielle  des  coniques.  (i43- 

i45). 

L'auteur  calcule  directement,  par  des  diffërcnliations  et  des  éliminations, 
IVquation  différentielle  des  coniques.  Le  premier  membre  se  présente  sous 
furme  d'un  déterminant  du  troisième  ordre.  La  méthode  s'applique  d'ailleurs 
aux  courbes  al{;cbriques  d'un  ordre  quelconque;  pour  les  cubiques,  le  premier 
membre  de  l'équation  différentielle  est  donné  par  un  déterminant  da  sixième 
ordre. 

Boys  (C.-F.)  —  Sur  une  machine  pour  résoudre  les  équations. 

(a4i-245). 

Cunynghani  (Henry),  —  Sur  un  moyen  mécanique  de  résoudre 
les  équations  du  second  ou  du  troisième  de^ré,  que  les  racines 
soient  réelles  ou  imaginaires.  ('liio-uiVS), 

Méthode  fondée  sur  l'emploi  de  la  parabole  cd^—y  et  applicable  aux  équa- 
tions de  la  forme  x^-f-  mx  =  C. 

Edgeworth  (F.'V.).  —  La  loi  de  Terreur  et  rélimination  du 
hasard.  (3o8-3a4). 

Tait,  —  Sur  les  fondemenls  de  la  théorie  cinétique  des  gaz.  (343- 

348). 

Walter  Daily,  —  Une  mappemonde  dans  le  système  de  projec- 
tions de  Flamsteed.  (^\:y-/\\6), 

Kayleigh  [Lord).  —  Notes  sur  certaines  propositions  fonda- 
mentales d'optique.  (4^36-47^)- 

Uurbury  (S, -II.),  —  Les  fondements  de  la  théorie  cinétique  des 
i;az.  Note  sur  rarlicle  du  professeur  Tait.  (48i-483). 

fJclgCKVortli  (F.'V,).  —  Sur  la  détermination  du  module  des 
e  r r e  u  rs .  (000-507). 

Tome  XXII;  juillel-décernhro   iSSO. 

Fishcr  (O.).  —  Sur  K's  variations  do  la  ])csanteur  à  certaines 
slalions  de  Tare  indien  de  méridien,  et  leurs  relations  avec  la 
constitution  de  la  croTittî  terrestre.  (i-2nV 
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Sutlicrland  {William),   —  La   loi    d'attraction   des   molécules 
gazeuses.  (81-95). 

L'auteur  conclut  des  expériences  de  Thomson  et  de  Joule  que  les  molécules 
d'un  gaz  s'attirent  proportionnellement  au  produit  de  leurs  masses  et  en  raison 
inverse  de  la  quatrième  puissance  de  leur  distance. 

Ileaviside  {Oliver).  —  Sur  la  self-induction  des  fils.  (11 8-1 38^ 
278-288;  332-352;  419-442)* 

Cunyngham  (//.)•  —  Sur  un  nouveau  hyperbolographe.  (i38- 
139). 

Cet  appareil  est  basé  sur  la  propriété  suivante,  qu'il  est  aisé  de  démontrer  : 
si  d'un  point  fixe  O  on  mène  une  droite  OP  rencontrant  une  droite  fixe  AB  en 
P,  puis  qu'on  prenne  sur  la  perpendiculaire  élevée  en  P  à  celte  droite  une 
longueur  PQ  telle  que  OP  H-  PQ  =  a,  le  lieu  du  point  Q  est  une  hyperbole 
équilatère. 

Smith  {Frederick  John),  —  Sur  quelques  modifications  dans  la 
forme  de  TintégVateur  sphérique.  (147-148). 

Buchheim    {A,),    —   Extension    d'un   thc^orème  du   professeur 
Sjivester  relatif  aux  matrices.  (173-174). 

lin  des  théorèmes  fondamentaux  de  M.  Sylvester  dans  cette  théorie  est  le 
suivant.  Si  m  est  une  matrice  d'ordre  n  et  si  l'on  appelle  \,  X,,  ...)  \  ses 
racines  latentes,  on  a 


<l>  étant  une  fonction  quelconque.  M.  Buchheim  étend  ce  théorème  aux  ma- 
trices ayant  des  racines  latentes  égales. 

Hennessy  {Henry),  —  Sur  la  structure  phj^sique  de  la  Terre. 
(233-25i). 

Chree  (C).  —  Barreaux  et  fils  d'élasticité  variable.  (259-270). 

/.  Lester  IVoodbridge,  —  Les  turbines.  (3 1 3-324). 

Hennessy  {Henry),  —  Note  sur  la  précession  annuelle  calculée 
dans  rhypolhèse  de  la  solidité  de  la  Terre.  (328-33 1). 

Thomson  (Sir    William),  —  Sur  les  vagues  permanentes  dans 
l'eau  courante.  (353-357^  413-452;  5i7-53o). 
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Edgeworth  (F.'-V.).  —  Questions  de  probabilités.  (Sji-SSS). 

Lodf^e  {Alfred),   —    Nouvelle   représentation    géométrique   des 
moments  et  des  pro(hiits  d'inertie  d'une  aire  plane.  (4^'^-|<58). 

Conslrurlions  gronnUriques,  au  moyen  rie  cercles,  du    rayon  de  giration  re- 
lalif  à  un  aie  quelconque,  quand  on  oonnail  les  rayons  de  giration  principaui. 


PlilLOSOPinCAL  TKVNSACTIONS  of  thi.:  Roval  Society  of  Loxdon  (>;. 

Vol.  175;  1884. 

Bftyleigh,  —  Sur  la  circulation  de  Tair  observée  dans  les  tubes 
de  Rundt  et  sur  (]uelques  problèmes  connexes  d'Acoustique. 

(1-22). 

IfirAs,  —  Sur  le  mouvomonl   permanent  et  les  petites  vibrations 
d'un  vortex  creux.  (1(31-196). 

Pri'S  de  la  surface  d'un  anneau-touihillon  de  grande  ouverture,  dont  la  sec- 
tion circulaire  a  un  rayon  b,  le  niouveniciit  du  liquide  se  compose  d'un  mou- 
vement de  translation  sensiblement  uniforme  et  d'un  mouvement  de  rotation 
autour  de  l'axe  curviligne  du  tourbillon.  Kn  un  point  de  la  surface  du  tour- 

billon  la    pression    est  />.,  —  fi  7_ . . .  >    t*n  appelant  po  la   pression  que  subit  le 

li(|uide  aux  points  où  la  >ilr»f  «!>l  nuilo,  et  I  la  riirulalion.  La  prcscnre  de 
l'anncau-lourbillon  nc>l  nuil(*incnt  nécessaire  pour  que  le  mouvement  exlc- 
ririir  conserve  sc>  propritUés  J;onéral('^;  nous  pouvons  supf)Oser  que  Je  tour- 
billon esl  roiuplaré  par  un  >idc  annulaire  dans  lc(]ucl  la  pression  est  nulle;  le 

ravon  ib;  la  •^^'cLion  est  alors  sensiblement  «'irai  à  —  1/  —  •  C'est  le  ravon  de 

la  sci*ti<»n  qui  se  conserve  dans  loule>  b's  déformations  de  l'anneau,  le  volume 
du  vide  >arie  av«.c  la  grandeur  de  l'ouvtMturc;  pour  un  anneau-tourbillon 
ordinaire,  c'est  le  vcdunie  <|ui  n'ste  invariable.  M.  llirks  «  ludie  en  détail  b's 
conditions  <le  stabilité  de  l'anneau  vide,  les  périodes  vibratoires  de  la  surface 
libre  et  du  li<|ui(lc  environnant.  M.  B. 

I[<*(ith,  —  Sur  la  (hiianiicpn'  d'un  corps  solide  dans  l'espace  ellip- 
licpie.  (28i-3'>..j). 

Le  travail  de  M.  Ilealb  comprend  (juatrc  Parties. 


(')   Voir  Hnlletin,  \I  ,  p.   107. 
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La  première  Partie  a  le  caractère  d'une  Introduction  :  c'est  une  exposition 
très  claire  et  élégante  de  la  Géométrie  de  l'espace  elliptique,  faite  en  partant 
de  la  conception  fondamentale  due  à  M.  Cayley;  ce  qui  caractérise  cette  géo- 
métrie, c'est  que  l'absolu  est  une  somme  de  quatre  carrés.  La  Géométrie  plane 
se  fait  en  supposant  le  plan  rapporté  à  un  triangle  conjugué  par  rapport  à 
l'absolu  du  plan,  dont  on  peut  supposer  l'équation  mise  sous  la  forme 

X'  -+- y*  -h  z'  =  o  : 

dés  lors  la  Géométrie  plane  est  identique  à  la  Géométrie  sphérique  dans  l'es- 
pace ordinaire. 

La  Géométrie  de  Tespace  se  fait  de  même  en  supposant  Téquation  de  l'absolu 
mise  sous  la  forme 

X^  -\-  y*  -ir  Z* -\-  U}  =  O. 

M.  Heath  établi  les  formules  fondamentales  relatives  aux  angles  et  aux  dislances. 

La  deuxième  Partie  se  rapporte  à  la  cinématique  du  corps  solide.  Toul 
d'abord  une  telle  cinématique  existe;  cela  résulte  de  ce  que  l'espace  considéré 
est  à  courbure  constante,  ou,  comme  l'a  observé  M.  Klein,  de  ce  qu'il  y  a  des 
transformations  linéaires  qui  reproduisent  l'absolu. 

Un  point  et  son  plan  polaire  par  rapport  à  l'absolu  doivent  être  regardés 
comme  un  système  solide. 

Quand  on  fait  tourner  un  système  solide  autour  d'une  droite,  la  conjuguée 
de  cette  droite  par  rapport  à  l'absolu  glisse  sur  elle-même;  si  un  système  solide 
est  animé  d'un  mouvement  de  translation  le  long  d'une  droite,  c'est-à-dire 
d'un  mouvement  qui  laisse  glisser  sur  eux-mêmes  tous  les  plans  qui  passent 
par  cette  droite,  le  système  tourne  autour  de  la  conjuguée  par  rapport  à 
l'absolu  :  dans  l'espace  elliptique  les  deux  mouvements  de  rotation  et  de  trans- 
lation sont  ainsi  parfaitement  réciproques. 

L'étude  du  mouvement  d'un  corps  solide  se  fait  en  imaginant  un  tétraèdre 
de  référence  (conjugué  aussi  par  rapport  à  l'absolu)  entraîné  avec  lui;  les 
coordonnées  a^o,  y^,  ^o»  ^o  ^'""^  point  .M  du  système  mobile  par  rapport  aux 
axes  fixes  sont  données  par  les  formules 

j7o=  l^x  -+-  m^y  -\-  n^z  -^ p^u, 

1 

z„  =  l^x  -k-  m^y  -k-  n^z  +  p^u, 

x^  y,  Zy  u  étant  les  coordonnées  du  même  point  par  rapport  au  tétraèdre  de 
référence  mobile;  /,,  m,,  ...,y>«  sont  les  coefficients  d'une  substitution  ortho- 
gonale. En  passant,  on  examine  comment  on  peut  faire  coïncider  les  deux 
tétraèdres  de  référence,  et  l'on  constate  que  cette  coïncidence  peut  être  obtenue 
par  deux  rotations  autour  de  deux  droites  conjuguées  par  rapport  à  l'absolu. 
Si,  dans  les  formules  de  transformation,  on  suppose  que  les  coefficients 
soient  des  fonctions  connues  du  temps  ty  le  mouvement  du  tétraèdre  mobile 
par  rapport  au  tétraèdre  fixe  est  connu.  Pour  étudier  la  vitesse  on  est  amené 
à  introduire  six  quantités  u>,,  u>,,  ...,  u>^  définies  par  des  équations  telles  que 
les  suivantes  : 

dL  dL  dL  dl 

--P^di-P^dt-P^di-P^Tl 

— » 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  a*  série,  l.  XII.  (Septembre  i888.)        K.ia 
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avec  ces  notations,  on  a  pour  déterminer  la  vitesse  les  formules 

dx 
dy 


dt 

du 
di 


dt  =-"**»»^-^".r— *^,«'» 


=      w,a: -h  o),^4- w,5; 


il  est  ensuite  aisé  de  montrer  comment  une  rotation  ou  une  translation  suivant 
une  droite  peut  se  décomposer  en  six  rotations  ou  translations  suivant  les 
arêtes  du  tétraèdre  de  référence. 

La  théorie  des  torsions  (screws)  se  fait  aussi  facilement  dans  Tespace  ellip- 
tique. On  a  alors  à  considérer  deui  complexes  linéaires  polaires  désignés  par 
M.  Lindcmann  (')  sous  le  nom  de  complexes  de  rotation  et  de  translation.  \a 
cylindroïdc  est  remplacé  dans  cette  théorie  par  une  surface  réglée  du  qaa- 
trième  degré.  Enfin  M.  Healh  donne,  en  suivant  la  méthode  que  Ton  doit  i 
Spottiswoode  (•),  les  conditions  que  doivent  vérifier  les  lignes  d'action  d'an 
système  quelconque  de  rotations  en  équilibre. 

La  troisième  Partie  se  rapporte  à  la  Dynamique.  La  force  qui  agit  sur  ooe 
particule  mutérielle  est  toujours  le  produit  de  l'accélération  par  un  coefficieot 
numérique  propre  à  cette  particule,  la  masse.  Le  principe  de  la  conservation 
de  l'énergie  subsiste.  La  considération  de  l'énergie  d'un  corps  solide  anicoe  i 
la  considération  des  moments  d'inertie,  et  à  la  notion  du  tétraèdre  principal 
d'inertie.  Si  l'on  suppose  le  corps  mobile  rapporté  à  ce  tétraèdre,  son  mouve- 
mcul,  quand  on  se  donne  It'S  forces  qui  ajjissent  sur  lui,  est  déterminé  par  des 
équations  cnlicrenictil  uniili>j;iic<^  à  celles  d'KuIer,  savoir  : 

V  '^  -  (  H  -  II)t.>,o),  -  ((i  -  C)w^o),  =  Q 

S'il  n'y  a  pas  {\v  forces  aecéléralrices,  les  quanlilés  Q  sont  nulles  et  les  sii 
équations  j)récédenLes  délerininent  les  six  composantes  o>,,  to^,   ..  .,  w  . 

M.  licalli  montre  dans  la  dernière  Partie  de  son  Mémoire  ct>miiient  on  peut 
obtenir  une  solution  de  ces  équations  au  moyen  des  fonctions  â  à  deux 
variables. 

Poynting.  —  Sur  le  transfert  de  Téiiergie  dans  un  champ  élec- 
Iroinagnélique.  (343-.'U)2). 

/////.  —  Sur  le  mouvement  d'un  liquide  formé  de   deux  parties 
dont  Tune  a  un  potentiel  des  vitesses.  (363-4  lo). 

Clebsch  a  montré  que  les   composantes    m,  v,  «»   de   la    vitesse    d'un   fluide 


(')  Projectivische  lickandlung  dcr  MccIumiK  Starrcr  Korper  {.\fath.  Ann., 
t.  VII;  1874). 
'.•)  Comptes  rendus,  t,  L\M,  p.  v»:- 
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parallèlement  à  trois  axes  rectangulaires  peuvent  être  mises  sous  la  forme 

ox  ox  oy  oy  dz  oz 

X  et  4^  sont  deux  systèmes  de  surfaces  dont  Tintersection  détermine  les  lignes 
tourbillons;  quand  le  liquide  est  formé  de  deux  parties  dont  l'une  a  un  poten- 
tiel des  vitesses  9,  on  peut  toujours  prendre  la  surface  X  =  o  comme  surface  de 
séparation  des  deux  parties  du  liquide.  Les  conditions  de  continuité  des  vitesses 
à  travers  cette  surface  exigent  que  Ton  ait  pour  X  =  o 

dx  ~  âx^         dy  ~  dy*         dz  ~  dz 
La  pression  est  donnée  par 

f-v-*-i[(g)V(|)-*(*)'l 

pour  qu'elle  soit  continue  à  travers  la  surface  X  =  o,  il  faut  ajouter  une  nou- 
velle condition 

/    V  d^       dy 

^  ^  dt  dt 

L'auteur  cherche  à  former  une  équation  aux  dérivées  partielles  ne  contenant 
que  la  fonction  X;  il  y  arrive  en  tenant  compte  des  équations  de  l'Hydrodyna- 
mique, dans  les  trois  cas  suivants  :  1*  mouvement  plan  en  coordonnées  recti- 
lignes  X,  y;  2"  mouvement  plan  en  coordonnées  polaires  r,  6;  3<*  mouvement 
symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  z  et  dans  les  plans  méridiens,  en  coordon- 
nées cylindriques  r,  z.  Dans  chacun  de  ces  cas,  l'équation  générale  qui  apparaît 
compliquée  de  signes  de  quadrature  se  simplifie  lorsque  les  surfaces  tourbillons 
ont  une  forme  invariable  et  se  meuvent  parallèlement  à  l'axe  des  y  ou  des  z 
(premier  et  troisième  cas),  ou  tournent  autour  de  l'origine  (deuxième  cas) 

La  fonction  X  et  ses  dérivées  font  connaître  ensuite  les  trois  composantes  de 
la  vitesse.  Il  reste  à  déterminer  le  potentiel  (p  à  l'extérieur  qui  satisfait  aux 
conditions  (i),  (2).  On  trouvera  des  indications  sur  cette  partie  de  la  question 
et  sur  les  difficultés  qu'elle  présente  dans  les  exemples  qui  terminent  le  Mé- 
moire. M.  B. 

Vol.  17();  i885. 

PoynLing,  —  Sur  la  connexion  entre  les  courants  électriques  et 
Tinduction  électrique  et  magnétique  dans  le  champ  environnant. 

(27-.306). 

Thomson  {J,J,),   —    Sur  quelques   applications   des   principes 
dynamiques  aux  phénomènes  physicpies.  (3o--3^v.). 
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Application  des  équations  de  Lagrange  et  de  Hamilton  à  l'étade  des 
formations  de  diverses  formes  de  rénergie  :   l'aateor  moatre  ooaDMi*  m 
parvient  ainsi  à  coordonner  des  résultats  de  natures  très  différentes  et  à  piém 
des  phénomènes  nouveaux. 

Shaw  (//.).  —  Théorie  des  machines  à  calcul  à  moovement  cm-   : 
tinu  et  d'un  mécanisme  de  cette  espèce  fondé  sur  on  nonfOi 
principe.  (367-402). 

Étude  historique  et  critique  sur  les  mécanismes  propres  à  intègrcr  oa  à  tf> 
férentier,  formés  essentiellement  de  deux  pièces  toamantes  dispMées  de  bçM 
que  Ton  puisse  à  chaque  instant  connaître  le  rapport  des  ritesses  de  lOtitÎN 
ou  faire  varier  ce  rapport.  Description  d'un  mécanisme  de  cette  espèee  oompcit 
d'une  sphère  et  d'une  roulette. 

Hicks,  —  Recherches   sur  la  théorie  des   anneaux  toaribilloDS^ 
!!•  Partie.  (725-780). 

Ce  second  Mémoire  de  M.  Hicks  est  relatif  an  cas  où  l'anneaii  tovrbite 
est  formé  par  un  liquide  de  densité  différente  du  milieu  indéfini  qai  renloait; 
lorsque  les  rotations  élémentaires  sont  assez  rapides,  il  pent  arrÎTer  qoe  sniviit 
Taxe  circulaire  de  cet  anneau,  an  milieu  du  noyau  plas  dense,  il  se  forme  aa 
vide  avec  une  surface  libre.  Le  Mémoire  contient  une  étude  complète  ds  Boa- 
vement  des  liquides  dans  ce  cas,  mouvements  permanents,  vibrations  eoadi- 
tions  de  stabilité.  Un  des  résultats  intéressants,  c'est  que  l'existence  ds  vi^ 
permet  des  vibrations  avec  changement  périodique  de  Tolume  de  l'aoBeau,  et 
par  suite  entre  deux  anneaux  pareils,  les  actions  moyennes  en  raison  inverse 
du  carré  de  la  distance,  attractives  ou  répulsives  suivant  la  différence  de  phase, 
comme  dans  le  cas  bien  connu  des  sphères  puisantes.  ;^,  3, 


Vol.  177;   1886. 

Kempe,  —  Mémoire  sur  la  théorie  des  formes  mathématiques. 

(1-70). 

C'est  un  travail  de  Logique  plutôt  que  de  Mathématiques;  l'auteur  veut  «dé- 
gager la  matière  nécessaire  des  Sciences  exactes  du  vêlement  accidentel  géomé- 
trique, algébrique,  logique,  sous  lequel  on  la  présente  habituellement  ».  Le  mot 
forme  est  pris  là  dans  le  sens  de  collections  d'unités,  lesquelles  peuTent  être  od 
non  distinctes  les  unes  des  autres,  ou  parmi  lesquelles  certaines  collections  peu- 
vent être  distinguées  de  certaines  autres.  Par  exemple,  dans  un  carré,  les  quatre 
sommets,  considérés  comme  des  unités,  ne  doivent  pas  être  distingués  les  nas 
des  autres;  mais  les  couples  de  ces  points  se  distinguent  en  deux  classes,  seloa 
qu'ils  sont  formés  de  points  appartenant  à  un  même  côté,  ou  de  points  appar- 
tenant à  une  même  diagonale. 

C'est  sur  des  éléments  de  celte  nature,  de  plus  en  plus  compliqués,  que  rai- 
sonne Fauteur.  Quelques  indications  sur  l'application  de  ses  idées  à  l'Algèbre,  à 
la  Géométrie  et  à  la  Logique  terminent  son  Mémoire. 
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Reynolds  (O.).  —  Sur  la  théorie  de  la  lubréfaction  et  sur  son 
applicalion  aux  expériences  de  M.  Beauchamp  Tower.  Déler- 
minalion  expérimentale  de  la  viscosité  de  l'huile  d'olive.  (iS^- 

i84). 

Me  ConnelL  —  Recherche  expérimentale  sur  la  forme  de  la  sur- 
face de  l'onde  dans  le  quartz.  (299-326). 

Hopkinson,  —  Machines  dynamo-électriques.  (33 1-358). 

Laclilan,  —  Sur  les  systèmes  de  cercles  et  de  sphères.  (48 1- 
625). 

Ce  long  et  important  Mémoire  se  rapporte  à  divers  points  de  la  théorie  des 
systèmes  de  cercles  ou  de  sphères,  des  quartiques  bicirculaires  ou  des  cy- 
clides.  11  comprend  trois  Parties. 

I.  Le  point  de  départ  est  la  notion  de  la  puissance  de  deux  cercles,  introduite 
par  M.  Darboux  (*)  :  c'est,  comme  on  sait,  la  somme  des  carrés  des  rayons 
diminuée  du  carré  de  la  distance  des  centres.  La  méthode  suivie  par  M.  Lach- 
lan,  qui  est  très  systématique,  est  due  à  ClifTord  (*),  qui  était  arrivé  de  son 
c6té  à  cette  notion  et  en  avait  nettement  saisi  l'importance. 

La  puissance  d'une  droite  et  d'un  cercle  est  le  double  de  la  distance  à  la 
droite  du  centre  du  cercle;  la  puissance  de  deux  droites  est  le  double  du 
cosinus  de  leur  angle;  la  puissance  d'un  cercle  quelconque  et  de  la  droite  de 
l'infini  est  égale  à  un;  la  puissance  de  la  droite  de  l'infini  et  d'une  droite  quel- 
conque est  nulle. 

Sous  le  bénéfice  de  ces  définitions,  si  l'on  adopte  en  général  le  symbole  ci 
pour  désigner  la  puissance  de  deux  éléments  (cercles,  points,  droites),  on  a  les 
propositions  suivantes  : 

L'expression 


reste  inaltérée  si  l'on  soumet  les  cercles  à  une  inversion  par  rapport  à  un  cercle 
de  même  centre  que  le  cercle  o. 

Si  l'on  considère  dix  cercles,  désignes  par  les  nombres  i,  a,  . . .,  9,  10,  le 
déterminant  du  cinquième  ordre 

,       ,         \   «  =  I,  a»  3,  4,    5, 

f  y  =  6,  7,  8,  9,  10 

est  identiquement  nul.  Ce  déterminant  sera  désigné  dans  la  suite  par  le  sym- 
bole 

1234^ 

6    7     8    9     10 


(')  Annales  de  rÉcole  Normale,  a'  série,  t.  I;  1872. 
(')  Mathematical  Papers,  passim. 


i4A  SI^CONnii   ['AHTIK. 

où  toqicfiiii  If»  i-rrrlM  pourront  *trc  rEprtaeniés  par  d'iioirfs  lynibiJ»  qw 
dM  noinlirp!^. 

H.  Lirlilan,  apr^a  avoir  dooné  ua«  inlénwMnle  gânfralisation  dt  nUc  itt- 
aitre  pmpritii^  t  île*  tytlémr-t  de  cooiquM  biuogcntei  A  ui>«  cooiquc  donna, 
ea  mMiii'^  In  grande  F^rnnUilf  :  il  eo  d^iiuil  nombre  de  propositions  doii 
bMne«iil>  il'dilleurs  tuinnt  di'jt  rAitnuea.  nlalivM  aux  rcrela  tnufhant  Irni 
droite»,  mi  pf:re\e  «nhogoDal  t  trou  cerclei  danaé».  «u  sysl^mc  <lc  quun. 
cercle*  <|u?  l'un  iliMuit  de  iiuilre  autrM  ccrdcs  doDDi^s  en  prcpanl  les  '-crtW 
onlioB'iniiii  i  tmU  de  en  (inatre  eerriM,  ani  eerfks  coupant  trois  rrsda 
domtéli  fom  de»Bnfi1e>  donnas,  aux  cerries  tunfrmts  k  imîs  rprclei  doan^.au 
cerclM  ijni  pasïenl  par  tniis  dc>  poiols  d'interaet'tion   dnui    *   dcua   de  dnt 

L'taicur  p»nf.  ensnile  ani  coordnnafra-puiiMDccs  {potver-caordinateâ^  qsc 
l'on  p»ut  appeler  noordùnnétu  MracycUguti.  Il  est  clair,  en  effet,  qu'an  ctrûi 
(point  ou  droite)  est  délermlnd  4i  l'on  m  donne  dei  quantités  proporti<>aDr.lla 
k  M*  puiisani^o  par  rappiirl  à  qualri;  cercles,  multipliées  si  l'on  veut  par  4a 
paramètre!  conutantu  t,,  k,,  k,,  t,  :  appelons  rp«  produits  courJoanées  du  tarit 
(point  ou  droite)  et  dénigrions  les  quatre  errclri  de  réWrence  par  1rs  «jnit.il« 
1,  1,  3.  i,  Supposons  d'abord  iju'll  s'agisse  d'un  point  P.  On  aura,  ea  vi^lu  de 
l'identilii  fondamenule, 

r  '  '  '  'Lo. 
1 1- . .  ]  <  I 


daoïl.'  ,.,,'<„„',   < 

■.u-mlT.-,   itL  «<]  n 

B  rappelant  que 

la  puissance  rf' 

■m   point  p«r 

rappoi  1   .j  lu.  >M. 

.n<    <'^i  nulle,  .| 

ne  ce  pretoier  n 
s,  Il   da   puinl   1- 

icmbi«  est   un« 
■;   cette    forme 

'   forme  qat- 
tjuadra  tique 

drtiiqiii-   <!.'-.  

-.i...,..ée*  x,y.. 

V(:r,j',  <,  u)  joi 

théorie  ce  rdle  ementiel  qu'a 

failreuMtir 

M.  Caïlry  dans  i. 

:  sixième  de  ses 

1  eonrieat  de 

lui  donner  le  nom  d'absolu.  Si  6 

est  le  symbole 

de  la  droite  de  l'inSni,  aa 

aura,  toujours  en 

vertu  de  la  mèn 

ne  identité. 

en  déslfnani  par  K  une  constante  et  par  ^,   ^.  ■■■    ce  que  devienDent les 

dérivées  partielles  ~ ,   -p>    -'•  de  l'absolu,  quand  on  y  remplace  x,  y,  ... 

par*,,*, ^      ^ 

Soit  maintenant  S  le  \vmboie  d'un  cercle,  de  coordonnées  \,  t\,  C,  «  et  P  le 
symbole  d'un  point  de  ce  cercle,  de  coordonnées  x,  y,  s,  u;  l'équation 

Is     ,     .    !    si 


't--S-|^ 
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on  voit  ainsi  que  l'équatioa  d'un  cercle  est  du  premier  degré;  réciproquement, 
toute  équation  du  premier  degré  en  Xy  y^  5,  u  représente  un  cercle,  un  point 
ou  une  droite;  la  puissance  m  de  deux  cercles,  dont  les  coordonnées  sont  Ç,  7;, 
Ç,  w;  $',  r/,  ^',  (!>',  est  donnée  par  la  formule 

Ces  formules  contiennent  celles  qui  se  rapportent  à  la  détermination  du 
rayon  d'un  cercle,  de  Tangle  de  deux  cercles  ou  de  deux  droites,  de  la  distance 
de  deux  points. 

On  a  supposé  jusqu'ici  que  les  quatre  cercles  de  références  étaient  quel- 
conques; en  les  supposant  orthogonaux  deux  à  deux  et  en  choisissant  conve- 
nablement les  paramètres  A:,  on  donne  à  l'absolu  la  forme 

X*  -\-  y"^  -\- 1* -^  u*j 

et  toutes  les  formules  se  simplifient  d'une  façon  évidente.  C'est  le  système  dont 
M.  Darboux  a  fait  un  si  bel  usage.  M.  Lachian  signale  un  autre  système,  con- 
sidéré par  M.  Homermsham  Cox  (*)  et  formé  de  deux  cercles  orthogonaux  et 
de  leurs  points  d'intersection;  l'absolu  a  alors  la  forme 

X'  -h  y*  —  fizu. 

Il  passe  ensuite  à  l'étude  de  l'équation  générale  du  second  degré  en  j:,  y,  Zy 
Uf  qui  représente  une  quartique  bicirculaire  :  il  donne  l'équation  de  la  tangente 
et  de  la  normale  en  un  point,  étudie  les  quatre  séries  de  cercles  bitangents,  et 
les  quatre  cercles  coupant  une  telle  courbe  orthogonalement  en  quatre  points 
(cercles  principaux  de  M.  Moutard);  la  détermination  de  ces  cercles  et  la 
réduction  de  l'équation  de  la  quartique  bicirculaire  aux  formes  canoniques  sont 
liées  à  l'étude  du  discriminant  de  la  forme  9  +  Xtj/,  où  cp  désigne  le  premier 
membre  de  l'équation  de  la  quartique;  le  degré  de  multiplicité  des  racines  de 
l'équation  en  "k  que  l'on  obtient  en  égalant  ce  discriminant  à  zéro  fournit  la 
base  de  la  classification  de  ces  quartiques;  M.  Lachian  indique  diverses  pro- 
priétés des  quartiques  bicirculaires  spéciales. 

n.  La  deuxième  Partie  du  Mémoire  se  rapporte  aux  systèmes  de  cercles  sur 
une  sphère. 

La  puissance  de  deux  petits  cercles,  intersections  de  la  sphère  dont  l'équa- 
tion est 

X'  -h y'  -^-  z^  =  iy 

par  les  deux  plans  qui  ont  pour  équations 

ax  -h  by  -+-  cz  —  i,        a'x -h  b'y -{- c' z  =  i, 
est 

î  —  aa'  —  bb'  —  ce'  ; 

la  puissance  d'un  grand  cercle  et  d'un  petit  cercle  est  le  produit  du  cosinus  de 


{^)  On  Systems  of  circles  and    bicircular  quartics  {Quart.  Journ,  Math., 
t.  \!\,  p.  ii<);  i883. 
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Tanglc  des  deux  cercles  par  la  tangcnle  du  rayon  du  petit  cercle;  la  puiss^iiKt 
de  deux  grands  cercles  est  le  cosinus  de  leur  angle.  En  admettant  ces  dè6ni- 
tions,  la  même  identité  que  dans  le  plan  a  lieu  pour  les  puissances  de  dix 
cercles  sur  une  iiit^nie  sphère,  et  cette  identité  entraîne  des  conséquences  as»- 
logues  que  Tauteur  suit  pas  à  pas.  Les  coordonnées  tétracyclîqucs  sur  la  spbère 
s'introduisent  comme  dans  le  plan,  et  Pétudc  des  «  sphcri-quadriques  »  se  fait 
parallèlement  à  celle  des  quartiques  bicirculaires. 

III.  La  troisième  Partie  se  rapporte  aux  systèmes  de  sphères.  Le  complet 
parallélisme  des  déductions  qu'on  y  trouvera  et  de  celles  qui  viennent  d'être 
analysées  nous  permet  de  ne  pas  insister  beaucoup.  En  considérant  deux  séries 
de  six  sphères,  on  a  entre  les  puissances  des  s[»hères  d'une  série  par  rapport 
aux  sphères  de  l'autre  série  une  relation  identique  qui  s'exprime  en  égalant  i 
zéro  un  déterminant  du  sixième  ordre.  Cette  propriété  fondamentale  s'applique 
aux  configurations  de  sphères  analogues  à  ces  confîgurations  de  cercles  éau- 
mérées  plus  haut.  Les  coordonnées  pentasphériques  remplacent  des  coordonnée 
tétracycliques  et  l'étude  des  cy  cl  ides  correspond  à  celle  des  quartiques  bicir- 
culaires. 

Reynold  {IV,)  ci  Riicket  {]]',),  —  Sur  la  relation  entre  Fépaîs- 
seur  et  la  surface  de  tension  des  pellicules  liquides.  (627-684). 

Tomlinson.  —  Le  coefficient  de  viscosité  de  l'air.  (767-785). 

SfoAes.  —  Addition  au  précédent  Mémoire.  (786-795). 

Tomlinson,  —  Addition  au  précédent  Mémoire.  (795-799). 

y'onilinson.  —  Influence  de  la   pression  et  de  la  tension  sur  les 
propriétés  plnsiques  de  la  nialièrc.  (801 -838). 

J.  T. 


The  OUAKTKKLY  JOURNAL  of  pirk  and  applied  Mathematics  (  *  V 

Tome  XXÏI;   1887. 

Forsyth  {A, -H.).  —  Sur  les  (onctions  doublement  périodiques 
de  Weierstrass.  (ii-4'^). 

Gino  Loria,  —  Remarques  sur  la  «géométrie  analytique  des  cer- 
cles du  plan  et  sur  son  application  à  la  théorie  des  courbes  bi- 
circidaires  du  quatrième  ordre,  (i  1-74)- 


(»)  Voir  Bulletin,  t.  XI„  p.  j');. 
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Toul  cercle  du  plan  peut  élre  représenté  par  une  équation  de  la  forme 

(i)  X  =  C,ar,  +  C,a7,  4-  C,a7,  -+-  C,x^  =  o, 

C,  =  G,  C,  =  o,  C,  =  o,  C,  =  o  étant  les  équations  de  quatre  cercles  particuliers  ; 
x^t  x^j  a7j,  x^  sont  les  coordonnées  homogènes  du  cercle  représenté  par  l'équa- 
tion (i).  Après  avoir  établi  les  formules  fondamentales,  l'auteur  considère  les 
systèmes  de  cercles,  c'est-à-dire  les  complexes  de  cercles  et  les  congruences 
de  cercles,  définis  par  une  ou  deux  relations  entre  les  coordonnées  x-.  Un 
complexe  linéaire  est  identique  à  un  réseau;  de  même,  une  congriience  li- 
néaire n'est  autre  chose  qu'un  faisceau.  M.  Gino  Loria  étudie  en  particulier  les 
complexes  quadratiques  et  les  congruences  communes  à  deux  complexes  qua- 
dratiques. Les  propriétés  de  ces  complexes  sont  identiques  en  réalité  avec  les 
propriétés  des  surfaces  du  second  ordre,  et  s'en  déduisent  immédiatement  par 
une  interprétation  convenable.  Le  lieu  des  points-cercles  d'un  complexe  qua- 
dratique est  une  quartique  bicirculaire;  on  retrouve  ainsi  très  simplement  les 
propriétés  les  plus  importantes  de  ces  courbes. 

Mac  Mahon  {P. -A.).  —  La  loi  de  symétrie  et  autres  théorèmes 
relatifs  aux  fonctions  symétriques.  (74-81). 

Établissement  de  la  loi  de  symétrie  remarquée  par  Cayley  et  démontrée  par 
Betti  et  Hammond. 

Johnson  (A.-B.),   —   Extension  de  l'équation   différentielle    de 
Cayley  pour  les  surfaces  orthogonales.  (81-88). 

Chree  {C),  —  Une  solution  nouvelle  des  équations  d'un  solide 
élastique  isotrope  et  son  application  à  la  théorie  des  poutres. 

(89-1.8). 

Greenhill  (A, -G.).    —  Multiplication    complexe   des  fonctions 
elliptiques.  (iig-iSo). 

Ce  travail  a  pour  objet,  d'une  part  la  recherche  des  valeurs  des  modules 
lorsque  le  rapport  des  périodes  est  égal  à  la  racine  carrée  d'un  nombre  ra- 
tionnel A,  d'autre  part,  la  détermination  des  fonctions  elliptiques  de  l'argu- 
ment {a-\-  byfLi)u  au  moyen  des  fonctions  elliptiques  de  l'argument  u.  Dans 
un  Mémoire  contenu  dans  le  tome  XVII  du  Quarterly  Journal,  M.  Stuart  a 
donné  les  formules  relatives  aux  fonctions  sn,  en,  dn  de  Jacobi.  M.  Greenhill 
reprend  la  même  question  pour  la  fonction  pu  de  Weierstrass.  Il  est  conduit 
à  distinguer  quatre  classes  de  transformations  suivant  que  A  =  3  (mod.  8), 
A^7(mod.8),  A  =  4/^  +  17  A  =  3/1.  Les  formules  sont  développées  jusqu'à 
A  =  43. 

Jessop  (C.'Af.),  —  Le  tracé  mécanique  des  courbes.  (i5i-i56). 

Les  appareils  décrits  reposent  sur  un  principe  donné  par  Cremona  dans  ses 
Éléments  de  Calcul  graphique;  ils  se  composent  essentiellement  de  deux 
systèmes  de  tiges,  dont  chacune  est  perpendiculaire  à  celle  qui  la  précède. 
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Cavley,  —  Sur  la  surface  de  Rudio.  (i56-i58). 

Il  s'agil  de  la  surface  découverte  par  Liouville  dont  les  normales  soot  tao- 
Kcntes  cniniiiunes  à  deux  quadriqucs  homofocales. 

Johnson  {A, -R.),  Sur  les  polygones  et  les  polyèdres  conjugues. 

(i:>8-i73). 

Luc  courbe  plane  étant  représentée  par  une  équation  de  la  forme 

a'/  -M/J  -h. . .  -f-  1/7*  =  o» 

où  u^,  u^f  ...,  u  sont  des  fonctions  linéaires  des  coordonnées,  le  polygone 
dont  les  côtés  ont  pour  équations  i/,  —  o,  ...,  u  =  o  est  dit  conjugué  par 
rapport  à  cette  courbe.  Une  cubique  admet  une  infinité  double  de  quadrila- 
tères conjugués,  dont  l'auteur  étudie  les  relations  avec  la  courbe  et  avec  sa 
hessienne;  il  s'occupe  ensuite  des  polygones  conjugués  par  rapport  aux  courbes 
du  troisième,  quatrième,  cinquième,  sixième,  septième,  huitième  degré  et  des 
polyèdres  conjugués  par  rapport  aux  surfaces  du  troisième  et  du  quatrième 
ordre. 

Greenhill  (A, -G.).    —   Multiplication    complexe    des    fonctions 
elliptiques.  (174)' 

j^'        

Note  addilionnellc  relative  au  cas  où  -rr  =  t'ôi. 

Worknian  (fi\-P.),   —   Théorie  des  solutions  singulières  des 
équations   diflTérentielles  intégrables   du   premier  ordre.  (ii5- 

198  ;  io8-3'^4)' 

L'auleur  appelle  équations  intégrables  les  équations  différentielles  du  pre- 
mier ordre  de  la  forme 

dy 
où  /  est  un  polynôme  entier  en  x,  y,  -.    »  qui  adrnellent   une  intégrale  géné- 

iièrale  de  la  forme 

(2)  9(x,  y,  C)  =  (), 

9(jr,  .K,  C)  désignant  une  fonction  entière  de  x,  y  el  de  la  constante  arbi- 
traire (>.  La  première  section  contient  un  résumé  des  principaux  Mémoires  de 
Darboux,  Caylcy,  Casorati,  etc.,  sur  la  théorie  des  solutions  singulières.  Soit 
K  —  o  l'enveloppe  des  courbes  représentées  par  l'équaiion  (?),  C  —  o  le  lieu 
(les  points  de  rebroussemcnt  de  première  espèce,  N  =  o  le  lieu  des  points- 
doubles,  T  —  o  le  lion  des  points  par  où  passent  deux  courbes  distinctes  tan- 
gentes l'une  à  l'antre  {tnc-locius)\  si  les  courbes  intégrales  n'admettent  pas 
d'autres  singularités  que  des  points  doubles  ou  des  points  de  rebroussemcnt, 
le  discriminant    F*    rie  l'équation  (i)  sera  égal    à  ECT-,  et    le  di^^rriminant  I    de 
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Téqualion  (2)  à  EN'C'.  Dans  la  secoude  Section,  M.  VV'orkmaii  donne  ditTé- 
renles  méthodes  pour  trouver  l'équation  T  =  o,  quand  on  connaît  l'intégrale 
générale,  sans  passer  par  l'équation  dilTérenticlle  elle-même.  Dans  la  troisième 
Section,  l'auteur  s'est  proposé  d'étudier  le  cas  où  les  courbes  intégrales  admet- 
tent des  singularités  d'ordre  supérieur;  si  chaque  courbe  admet  une  singularité 
équivalente  à  8  points  doubles  et  A*  points  de  rebroussemcnt,  le  lieu  de  ces 
points  singuliers  figurera  à  ta  puissance  k  dans  P  et  à  la  puissance  28 +3 A* 
dans  I.  De  nombreux  exemples  terminent  le  Mémoire. 

Ilart  (Â.'S,).  —  Note  sur  un  système  de  cubiques.  (199). 

Construction  du  neuvième  point  d'un  faisceau  de  cubiques  déterminé  par 
8  points. 

Dixon  (A,-C,),  —  Sur  le  théorème  d'Abel.  (200-204). 

Ilermann  (R.-A,).  —  Sur  le  mouvement  de  deux  sphères  dans 
un  fluide  et  les  problèmes  qui  s'y  rapportent.  (204-262). 

Mouvement  de  deux  sphères  dans  un  lluide  indéfini  le  long  de  la  ligne  des 
centres.  —  Mouvement  de  deux  sphères  perpendiculairement  à  la  ligne  des 
centres.  —  Potentiel  de  deux  sphères  électrisées. 

Sharpe  (/I,-J,),  —  Mouvement  des  corps  composés  dans  un  li- 
quide. (262-268). 

Wallon  (  William),  —  Sur  une  propriété  physique  d'une  certaine 
courbe  génératrice  de  la  surface  des  ondes  d'un  cristal  à  deux 
axes.  (268-270). 

Lu  surface  des  ondes  d'un  cristal  à  deux  axes  peut  être  engendrée  par  la 
courbe  gauche  représentée  par  les  équations 

(  1  )  X*  -{-  y*  -\-  z*  —  r*  =  o, 

,    .  a'x*  b^y*  c'5' 

(  2  )  h  -r — ^^—r,  H =  o  ; 

la  ligne  de  vibration  de  l'éther  en   chaque  point  de  la  surface  est  perpendicu- 
laire à  la  courbe  génératrice  qui  passe  par  ce  point. 

Cockle  (Sir  James).  —  Seconde  addition  aux  relations  entre  cer- 
tains symboles.  (270). 

Cavley,  —  Sur  l'Algèbre  multiple.  (270-308). 

Ce  Mémoire  n'est  que  le  développement  des  idées  renfermées  dans  un  passage 
du  Discours  prononcé  par  l'auteur  devant  les  membres  de  l'Association  Bri- 
tannique {voir  Bulletin,  t.  VIII,  p.  77;  188^).  On  y  trouve  un  aperçu  très 
intéressant  des  principaux  Mémoires  antérieurs  à  Gauss,  qui  traitent  de  l'inter- 
prétation du  symbole  \/—  i . 
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Johnson  (A,-B.).  —  Les  produits  symétriques  relatifs  aux  courbes 
et  aux  surfaces.  (32.5-369). 

Étant  données  deux  courbes  dans  un  même  plan  ou  trois  surfaces,  toite 
fonction  rationnelle  des  coordonnées  des  points  d'intersectioa  qui  ne  change 
pas  quand  on  échange  deux  quelconques  de  ces  points  peut  s'exprimer  ration- 
nellement  au  moyen  des  coefficients  des  équations  qui  représenteat  ces  courbes 
ou  ces  surfaces.  Par  exemple,  lorsque  la  fonction  F  est  un  simple  produit,  on 
peut  dans  certains  cas  obtenir  aisément  les  relations  entre  les  coefficients  qai 
rendent  ce  produit  nul  ou  infini  ;  si  A,  —  o,  A,  =  o,  ...  sont  les  relations  indé- 
pendantes qui  rendent  la  fonction  F  infinie  et  B,  =  o,  B,  =  o, les  relations 

qui  rendent  nul  ce  produit,  on  aura 

F  =  a,-««A7««...b?«bP«..., 

a,,  a,,  ...,  ^,,  ^,,  ...  étant  des  nombres  entiers  positifs  qui  se  déterminent  fa- 
cilement par  des  considérations  infinitésimales. 

Le  travail  de  M.  Johnson  est  divisé  en  trois  parties;  Tautcar  considère  succes- 
sivement les  points  de  contact  des  tangentes  ou  les  pieds  des  normales  menées 
d'un  point  à  une  ou  plusieurs  courbes,  les  points  d'intersection  de  deux  on 
plusieurs  courbes,  les  points  d'intersection  de  trois  surfaces. 

llermann  (A.-B,).  —  Sur  un  problème  de  mouvement  dans  les 
fluides.  (370-384). 

L'auteur  considère  successivement  un  solide,  formé  de  deux  sphères  qui  se 
coupent,  se  mouvant  suivant  la  ligne  des  centres,  un  solide  formé  de  deux 
cylindres  se  mouvant  suivant  la  ligne  des  centres  ou  perpendiculairement  à 
cette  ligne. 


ANNALI    Di    Matemâtica    pura   ed   applicata.   Diretti  dal  prof.  Francesco 

Brioschi  (  *  ). 

Série  II,  tome  XllI,  janvier-décembre  i885. 

Brioschi  {F,).  —  Sur  la  théorie  des  cijuations  différentielles  li- 
néaires. (1-2 1). 

Torelli  (C).  —  Un  problème  sur  les  expressions  différentielles. 
(23-38). 

L'auteur  donne  deux  généralisations  du  problème  de  PfafT. 


(•)  Voir  Bulletin,  X„  p.  a3r. 
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Blanchi  (L.),  —  Sur  une  classe  de  systèmes  triples  de  surfaces 
orlhogonales  contenant  un  système  d'hélicoïdes  qui  ont  en 
commun  l'axe  et  le  pas.  (Sg-Sa). 

Lorsqu'on  prend  un  de  ces  systèmes  comme  système  de  coordonnées  curvi- 
lignes dans  l'espace,  Télément  linéaire  prend  la  forme  suivante 

dS*  =  HJ  djr\  +  Hî  dyl  +  HJ  dyl, 

H,,  Hj,  H,  étant  des  fonctions  de  y^  et  de  y,  ■+-y,t  si  y,  =  const.  sont  les  héli- 
coïdes.  La  recherche  de  ces  systèmes  dépend  de  l'intégration  d'une  équation  à 
dérivées  partielles  du  second  ordre;  car,  pour  avoir  l'équation  du  profil  méri- 
dien des  hélicoïdes  successifs,  il  faut  déterminer  une  fonction  z  =  <p{pj  t) 
satisfaisant  à  l'équation 


â  ^  dt 


v/p'^'^"-^p'(J 


.=  ^p.4-m.4-,.(g)V 


m  étant  le  paramètre  du  mouvement  hélicoïdal.  Une  intégrale  particulière  de 
la  forme 

5  =  9(p)-4-F(0 

donne  un  système  triple  orthogonal  constitué  par  trois  systèmes  d'hélicoïdes 
ayant  même  axe,  dont  deux  sont  à  courbure  constante  négative  et  l'autre  à 
courbure  constante  positive.  L'élément  linéaire  de  l'espace  prend  alors  la 
forme 

dS»  =     A"  sn«(^,  -\-y^  +y^)  dy\ 

+  B»  cn'(^,  +y^+y^)  dy\  -4-  C«dn«(^,  -h^,  -¥ y,)  dy\, 

A,  B,  C  étant  des  constantes  liées  au  module  k  des  fonctions  elliptiques  par  la 

relation 

il  -  !^         I 
A'  ~  B'  "^  C«' 

Ces  derniers  sont  les  seuls  systèmes  triples  orthogonaux  pour  lesquels  les  H,, 
H„  H,  soient  des  fonctions  de  ^,  +  y,  +  ^'j-  L'auteur  fait  remarquer  le  cas 
limite  de  A:  =  i. 

Martinetti {V ,).  —  Sur  quelques  transformations  involulives  du 
plan.  (53-8o). 

L'auteur  démontre  que  les  involutions  de  troisième  et  de  quatrième  classe 
qu'il  a  indiquées  dans  un  autre  Mémoire  [Le  involuzipni  di  3*  e  4'  classe 
{Annali  di  Afat.y  série  II,  t.  XII)]  sont  toutes  les  involutions  possibles  de 
ces  deux  classes,  à  points  fondamentaux  distincts. 

Berzolari  {L,),  —  Sur  la  surface  du  quatrième  ordre  ayant  une 
conique  double.  (81-174). 


■54  sBcoNOE  pAnrie.  ' 

L'««rfur  di^monlre  par  d»  coïKidéntiuiii  purrrinnit  géon<^lri<)iifi  In  ptr 
pnéUt  prlndpnlcs  de»  druilcs  pI  dri  cuurbu  »itufci  tur  ccue  sarrucc.  Il  doiM 
dM  prapri£t<!s  nuuvellea  rclulivei  i  lu  coatlgui'ïtiuo  de»  seias  droit»,  si  da 
Ullofia  rcmm'quabl»  ivec  1m  propHiltéi  dn  -mi-raeEs  du  troiùèniF  ordit. 
Poil,  iprËs  avoir  InlU  des  «jstiïiDM  de  coniques  »ituét  sur  U  tiattàtt,  (t 
trovvés  par  Kunimer,  il  doDue  d«ux  conBlruclions  de  la  surface  pkr  (tMK> 
pmjeetivu:  npr^«  quoi  il  passv  i  U  reclieralia  de  toutes  les  courbes  du  tNv 
■iiu«,  quatri#mi<  «t  cinquième  ordre  ïilu^»  sur  \a  surrace,  ublenur»  pat  um 
interKcliua  lotilc  ou  piirli<ill<<  avec  des  aurlacu  puisant  par  la  conique  doablt. 

Baflu,  il  nprend  l'<!tudc  dfls  soi»  droites  et  dos  quinutr  plans  trîtani-efit); 
principaleincnt,  il  prend  eu  cunsid^ration  le»  n  —  laL^re»  gaiicUc»  in  =:  4>  ^A 
que  l'on  peut  former  avec  les  seize  druiles.  el  les  pulyi^dres  [orta^  par  I» 
pliBi  tritangeiils,  en  faiiial  remarquer,  lursqu'il  s'en  préscate  l'ucosiotii  In 
propriità  aQalogmM  det  tnrface*  du  trobiéBe  ordre. 

Btanchi (L.).  —  Sur  les  sjslâmes  triples  orthogonaux  de  Went- 

garten.  (177-234). 

Ce  Tn*ail  coaticat  la  (hforie  géaérale  de  cet  ifaiABiea,  e'eat  à  diw  dn 
ifstémes  trlplei  ortliogoBans  renfermant  an  ajatème  de  aurfiMaa  ayaBl  me 
même  conri>are  constante.  VéDooei  da  théorime  de  Weiagarten  dans  ta  fcnM 
originelle  se  trouve  dana  une  Noie  de  M.  Bianchi,  iatirée  dans  les 
dêUa  R.  Aeeademia  dei  Lineti  du  i5  f<*rier  iSHS.  Ce  théorème  d 
coMtractioB  det  tjst^me»  triplet  en  question  en  partant  d'nne  tvrfac 
bare  conitante. 

L'élément  linéaire  prend  la  forme 

dï-  =  coa'9  du'  -t-  sin'fl  dv  +  f  ~Y  dw 
pour  la  courbure  constante  k  =  —  1,  et 
di'  —  cosA'Bda'-f 


-(S)--' 


pour  A'  —  -<- 1.  Après  avoir  trouvé  ces  expressions  de  l'élément  linéaire,  l'auteur 
donne  deux  démoDSlrations  du  théorème  de  Weiogarten  et  prouve  qne  la 
systèmes  triples  orthogunaui,  obtenus  au  mojien  de  ce  théorème,  sont  les  plas 
généraux  possibles  qui  renrermeut  un  système  de  surfaces  k  même  courbare 
constante.  Puis,  il  détermine  des  conditions  initiales  uécessaires  pour  étaUir 
un  système  de  Weingarten. 

Il  j  a  une  espèce  de  systèmes  de  Weingarten  que  l'auteur  appelle  i  Qeiioa 
constante.  Ces  systèmes  renferment,  comme  cas  particulier,  les  systèmes 
cycliques  de  Ribaucour.  L'auteur  s'occupe  de  ces  systèmes  i  Flexion  constanlr, 
et  ausli  d'autres  cas  particuliers,  c'est-à-dire  du  système  triple  hélicotdal,  el 
du  système  de  surfaces  d'Eoneper  (surfaces  i  courbure  constante  ayant  on 
système  de  lignes  de  courbure  plaoes).  Après  il  appelle  la  trant/ormatio» 
complémentaire,  construction  trouvée  par  lui  dans  sa  thèse  d'babilitatioa 
{Ann.  d.  H.  Scuota  JVorm.  tup.  di  Pisa,  187g,  et  Math.  Ann.,  t.  XVI)  et  one 
(inêralisalion  de  cette  Iransformaliao,  trouvée  par  M.  Blckluod.  et  qu'il 
appelle  trant/ormation  de  Bàckland,  et  applique  chacune  de  ces  deux  trans- 
formations 1  toutes  les  surfaces  pseudosphériques  d'un  système  de  Weingarten, 
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en  montrant  comment  on  peut  de  cette  manière  déduire  d'un  système  connu 
un  nombre  infini  d'autres  systèmes,  sans  calculs  d'intégration  lorsqu'on  emploie 
la  transformation  complémentaire,  et  avec  quadratures  successives  lorsqu'on 
se  sert  de  celle  de  Bâcklund. 

Dans  un  système  de  Weingarten  à  flexion  constante,  chacune  des  surfaces 
orthogonales  aux  pseudosphériques  a  la  propriété  que  l'un  de  ses  systèmes  de 
lignes  de  courbure  est  constitué  de  courbes  à  même  flexion  constante.  Or 
l'auteur  appelle  surface  hypercyclique  de  rayon  R   une  surface  dont  les 

lignes  de  courbure  d'un  système  ont  la  flexion  constante   ^   et  termine  son 

Mémoire  par  un  Chapitre  dédié  à  ces  surfaces. 

Dans  un  Appendice  au  Mémoire,  l'auteur  étudie  l'application  simultanée  des 
deux  transformations  complémentaires  et  de  Bâcklund. 

Cesaro  {E.),  —  Étude  moyenne  du  plus  grand  commun  diviseur 
de  deux  nombres.  (235-25o). 

Cesaro  (E.),  —  Le  plus  grand  diviseur  carré.  (25i-a68). 

Cesaro  {E,),  —  Eventualités  de  la  division  arithmétique.  (269- 
290). 

Nous  citerons  ici  les  résultats  suivants  choisis  entre  ceux  obtenus  par 
l'auteur. 

La  probabilité  que  le  quotient  obtenu  dans  une  division  quelconque  soit 
impair  est 

log  v/â  =  0,3465,        .... 

La  probabilité  que,  dans  une  division  quelconque,  le  A'*"**  chiffre  décimal 
soit  r,  est 


I         10*    /^*  I  —  o         .   _ ,  . 
àO         2     /      i  —  çtoT- 


L'auteur  a  obtenu  une  foule  de  résultats  aussi  curieux  et  intéressants  que 
ceux  que  nous  avons  reportés,  en  employant  la  fonction  i{x)y  nombre  entier 
le  plus  proche  de  x. 

En  terminant  son  Mémoire,  l'auteur  fait  remarquer  que  la  fonction  i{x)  est 
liée  étroitement  avec  la  fonction  p(27)  de  Riemann,  et  la  fonction  t(x)  de 
M.  Tchébychef. 

Cesaro  {E,),  —  Sur  le  plus  grand  commun  diviseur  de  plusieurs 
nombres.  (291-294). 

Cesaro  (E,).  —   Sur  la  distribution  des  quantités  commensu- 
rables.  ( 295-3 1 3). 

Cesaro  (E,),  —  Sur  le  rôle  arithmétique  de  sin  — •  (3 1 5-322). 


^ 
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Cesaro  (iP.).  —  Sur  la  fonction  z  —  (z).  (3a3-328). 

Cesaro  (E.).  —  Sur  la  fonction  ^{z).  (Sag-SSS). 

Cesaro  {E,).  —  Sur  Pinversion  de  certaines  séries.  (SSg-SSi). 

T.  XIV,  janvier  i88&-mar8  1887. 

Ricci  {G. y  —  Sur  les  paramètres  et  les  invariants  des  formes 
quadratiques  différentielles,  (i-ii)* 

Sabinine  {G.).  —  Sur  le  minimum  d*une  intégrale.  (i3-3o). 

II  s'agît  de  riatégrale 

V=  f'vkdt, 

n   étant  la  fonctioa  des   forces,  donnée  conuoe   fonction    des    coordonnées 

ar,  y,  m. 

Zeuthen  (H.-G.).  —  Sur  les  surfaces  du  quatrième  ordre  à  co- 
nique double.  (31-70). 

Mémoire  publié  poor  la  Commémoration  da  IV*  centenaire  de  rUni?ersité  de 
Gopenbagae,  juin  1879.  Traduction  italienne  de  M.  G.  Loria. 

L'auteur  étudie  spécialement  la  forme  et  la  connexion  des  nappes  de  cette 
surface  et  la  rt^alité  de  ses  droites  et  de  ses  cônes  de  Kummer. 

Vanecek  {L-S,  et  M.-N,),  —  Sur  la  génération  des  surfaces  et 
des  courbes  gauches  par  les  faisceaux  de  surfaces.  (73-1 14). 

Un  résumé  d'une  partie  de  ce  Mémoire  a  paru  dans  les  Bendiconii  délia  R. 
Accademia  dei  LinceU  t.  I,  p.  i3o;  i8â4-i^B5,  et  Ton  en  a  rendu  compte  dans 
les  revues  de  ce  Bulletin,  X,,  p.  9G. 

Bianchi(L.). —  Additions  au  Mémoire  «  Sur  les  systèmes  triples 
orthogonaux  de  Weingarten  ».  (ii5-i3o). 

Il  s'agit  principalement  des  systèmes  de  Weingarten  qui  contiennent  une 
série  de  surfaces  d'Ennepcr  à  courbure  constante,  et  de  la  transformation  que 
l'auteur  a  appelée  transformation  de  Dàcklund.  Dans  une  Note,  l'auteur  donne 
la  démonstration  du  théorème  suivant,  dont  il  a  fait  usage  dans  son  Mémoire: 

«  Toute  équation  linéaire  a.ux  différentielles  totales,  conlcnant  linéairement 
la  fonction  inconnue  et  satisfaisant  aux  conditions  d'intégrabilité,  est  inté- 
grable  par  des  quadratures.  » 
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Montesano  {D.),  —  Sur  certains  groupes  de  surfaces  du  second 
degré.  (i3i-i4o). 

Les  groupes  en  question  sont  formés  par  des  surfaces  du  second  degré,  dont 
deux  quelconques  ont  la  propriété  que  Tune  est  polaire  conjuguée  à  soi-même 
par  rapport  à  Tautre. 

L'auteur  démontre  qu'il  ne  peut  y  avoir  d'autres  groupes  complets  de  cette 
espèce  que  les  deux  déjà  connus,  et  donne  en  même  temps  une  construction 
très  simple  de  ces  groupes. 

Cesaro  {E\).  —  Fonctions  énuméralrices.  (i4i-i58). 
Martinetti  (F.).   —  Sur  quelques  configurations  planes.  (161- 

L'auteur  appelle  conjoints  deux  points  d'une  configuration,  lorsqu'ils  sont 
sur  une  droite  de  la  configuration,  et  étudie  les  configurations  où  deux  points 
conjoints  n'ont  pas  un  même  point  conjoint  hors  de  la  droite  qui  les  unit. 

Pucci  (E,),  —  Sur  les  formules  fondamentales  de  la  Géodésie 
géoïdique.  (193-220). 

Cesaro^E,),  —  Sur  un  théorème  de  M.  Lipschitz,  et  sur  la  partie 
fractionnaire  de  nombres  de  Bernoulli.  (221-226). 

Capelli  {A.).  —   Sur  la  possibilité  limitée  de  transformations 
conformes  dans  l'espace.  (227-237). 

Brioschi  (F.  ).  —  Les  équations  différentielles  pour  les  périodes 
des  fonctions  elliptiques.  (238-24o). 

Brioschi  (F.),  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  hyperellipliques  du 
premier  ordre.  (24i-344)-  {A  suivre.) 

S.  R. 


RENDICONTI  bel  Circolo  Matbmatico  di  Palbrmo. 

Tome  I;  mars  1884-juiIlet  1887. 

Maisano  (G.).  —  Interprétation   sur  la  conique  de  la  sextique 
binaire  dont  le  catalectiquant  est  nul.  (14-16). 

Guccia  (G.'B.).  —  Formules  analytiques  pour  les  transformations 
crémoniennes.  (17-19,  20-23,  24-25  et  5o-53). 
Buli.  des  Sciences  mathcm.,  2'  série,  t.  XII.  (Octobre  1888.)         R,i3 
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Cnpelli (A.y.  —  Solution  d'un  problème  de  M.  Schoute.  (48-5o 

Maisano  *  G.'k  —  Sur  les  coTanants  indêpendanis  da  siiiène 
degré  par  rapport  aux  coefficients  de  la  forme  biquadratiqoe 
ternaire.  <  5  î-^0  ». 

Guccia  iG.'B.y,  —  Sur  les  transforma  tien  s  Cremona  dans  le 
plan.  •  S'hS^  I. 

L'aatear.  aa  moyen  d<^  théorêm»  énoBcês  par  lai  dans  sa  Note  :  Sur  la 
transformations  Crtmona  dans  le  pian  (  Comptes  rendus^  t.  CI,  p.  $66)f 
doone  la  «oluti<.>D  de  la  qacslioB  saîvaote  : 

LKrterniiner  le  oifoibre  de«  droites  qai  «ont  des  tanfrentes  d'inflexion  de  lev» 
ri:»arbe«  c>.»rre>p<>odaDte<.  et  de  effiles  qai  eo  «oot  des  tangentes  donbles. 

Albeggiani  K  M.'L.).  —  Sur  un  théorème  de  M.  Hermite,  dans 
la  XVll^  Leçon  de  son  Cours,  2*  édition  autographiée,  p.  118; 
i883.  (5cHi3  K 

f/irst  (T.-A.,  F.  R.  S.).  —  Sur  la  congraence  Roccella,  da 
troisième  ordre  et  de  la  troisième  classe.  ^64-6<>). 

L'auteur  montre  que  la   c<insruence   Roccella   est   un  cas  particulier  de  la 

ronsruenre  croripinienne  étuli».»*   pur  lui  ilans  «••n   Mcm-»iit.*    On    Coni^ruenca 
0/  the  third  ordcr  and  ci<is$  i  l'rocttdiugs  of  ihc  L.  M.  S.,  Vol.  \VI  :  i>S5k 

Maisono  (<#.».  —  Quelques  reelierches  sur  certaines  courbes 
co\arianles  analogues  aux  euurhes  liessienne.  steinérienne  el 
cavle\enne.  •  66-OîS  -. 

Giudice  kF.),  —  Sur  la  cléi<»rminalit>n  des  racines  réelles  des 
équations  à  co»fticienls  nuniéritjues  réels,  ^^(ig-j^). 

Cantone  {A.).  —  Théorèmes  sur  la  cubique  gauche.  (72-74^- 

Gebbiri  (M.),  —  Mélhode  pour  former  les  équations  à  dérivées 
partielles  des  surfaces  qui  onl  une  génératrice  de  forme  con- 
slanle.  fjî-^^»)- 

Celle  inclho<Je  est  fondée  sur  la  consiilcration  que  la  géncralrice  est  emportëe 
i\iïu<  le  riiouveiiicnt  d'un  système  invariable.  L'auteur  en  fait  au>si  des  applica- 
tions aux  >urfares  r\Iin<lrique5,  Coniques,  sauche^,  <ié\eloppable>,  de  révolution 
et  aux  surfarcs  canaux.  Knfin  il  détermine  Tordre  de  l'équation  diiTérenliell*: 
générale  des  surfaces  à  j;énéralrice  de  forme  constante,  et  trouve  que  celle 
é((ualiori  tié-nérale  doit  rire  du  treizième  ordre. 
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Maisano  (C).  —  Sur  les  tangentes  doubles  et  d'inflexion  de  la 
courbe  générale  du  cinquième  ordre.  (86-88). 

Guccia  (G. -/y.).  —  Théorèmes  sur  les  Iransformalions  crémo- 
nicnnes  dans  le  plan.  Extension  de  quelques  théorèmes  de 
Hirst  sur  les  transformations  quadratiques.  (iig-iSa). 

L'auteur  eiudie  certains  lieux  et  enveloppes  remarquables  qui  se  présentent 
dans  une  transformation  birationnelle  entre  deux  plans  superposés.  Il  donne 
plusieurs  belles  et  intéressantes  propriétés  de  ces  courbes,  et  fait  connaître  les 
liens  imposés  par  elles  aux  points  fondamentaux,  aux  points  unis,  aux  points 
des  couples  invoiutifs  et  à  d'autres  points  remarquables  de  la  transformation. 

Capeili  (A.).  —  Sur  un  théorème  qui  se  rattache  à  la  formule 
servant  à  exprimer  les  formes  algébriques  à  n  séries  de  variables 
^aircg  pgj,  jgg  puissances  du  déterminant  des  variables  et  de 
formes  qui  dépendent  seulement  de  n  —  i  séries  de  variables. 

(i33-i38). 

Voici  le  théorème  que  Fauteur  énonce  et  démontre  pour  quatre  séries  de 
variables  quaternaires,  mais  d'une  manière  qu'on  peut  sans  difficulté  généra- 
liser pour  le  cas  de  n  séries. 

Si  l'on  a  les  quatre  séries 

■*'  =■=  **'i'     j*     i'     •♦ 

y  ~~^y\i  }'%•*  y\y  y*" 

Z      m    Z^y      Z^y       Z^y       Z^y 

il  ne  peut  y  avoir  une  identité  de  la  forme 

où  les/,,/,,/,,  F  soient  des  fonctions  entières  des  trois  séries  de  variables  Xy 
Zy  ^  et  où 

^  d  d  d  d 

''        'dy,         'dy,         'dy,  ^    ' dy^' 

à  moins  que  ses  deux  membres  ne  soient  nuls  séparément. 

Guccia  (G.-B.).  —  Généralisation  d'un  théorème  de  Nôther. 
(iSg-iSd). 

L'auteur  résout  le  problème  suivant  qui  est  évidemment  une  généralisation 
de  la  question  résolue  par  le  théorème  de  Nother  sur  la  réduction  des  réseaux 
homaloYdiques  par  des  transformations  quadratiques  : 

«  Étant  donné  un  système  linéaire  quelconque  de  genre  zéro,  indiquer  les 
systèmes  (d'ordre  minimum)  qu'on  peut  en  déduire  par  des  transformations 
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quadratiques  du  plan,  et  dont  l'onlrc  ne  peut  être  abaissé  par  aucune  trans- 
formation birationnelle. 

»  Un  système  linéaire  de  genre  zéro,  dont  les  "courbes  se  coupent  en  D  points 
variables  avec  les  paramètres,  admet  toujours  un  des  systèmes  suivants  d'ordre 
minimum.  » 

D  -h  3 

A.  Un  système  linéaire  de  l'ordre   — ; —   avec  un  point  base   ordinaire  da 
degré  —  et  un  point  base  simple  à  distance  finie. 

B.  Un   système   linéaire  de  l'ordre  (o^*^D  —  i)  avec   un  point 

base  du  degré à  s  tangentes  fixes  (distinctes  ou  coïncidentes)  com- 
munes à  toutes  les  courbes. 

C.  Un  système  linéaire  de  coniques  sans  points  communs  (D  =  4)« 

D.  Le  réseau  des  droites  du  plan  (D  —  i). 

Del  Pezzo  (/^.).  —  Sur  la  représentation  du  coraplexe  linéaire  de 
droites  sur  l'espace  de  points  à  trois  dimensions.  (i5;;'-i64). 

Guccia  (G.'B.),  —  Sur  les  surfaces  algébriques  dont  les  sections 
planes  sont  unicursales.  (i65-i68). 

L'auteur  démontre  le  théorème  de  M.  Picard  sur  ce  sujet  de  manière  à 
éviter  les  objections  qu'on  peut  faire  à  la  démonstration  de  M.  Picard,  et  il 
emploie  pour  cela  les  résultats  de  ses  études  sur  la  réduction  des  systèmes 
linéaires  de  courbes  planes.  Le  théorème  dont  il  s'agit  est  le  suivant  : 

«  Les  seules  surfaces  algi'îbriques  dont  les  sections  planes  soient  unicursales 
sont  les  surfaces  gauches  de  genre  zéro  et  la  surface  romaine  de  Stciner.  » 

Guccia  (G,-B,),  —  Sur  la  réduction  des  systèmes  linéaires  de 
courbes  elliptiques  et  sur  un  théorème  général  des  courbes 
algébriques  de  genre/?,  (i 69- 189). 

Mémoire  faisant  suite  à  la  Généralisation  d'un  théorème  de  Nother. 
Si  k  est  le  nombre  dos  dimensions  du  système  (nombre  des  paramètres),  les 
systèmes  d'ordre  minimum  pour  A*  >  i  seront  les  suivants  : 

K.  Un  système  linéaire  de  courbes  elliptiques  du  troisième  ordre  ayant 
V  points  bases  simples  à  distance  finie  ou  infiiiirncnt  rapprochés 

(v  =  o,  I,  2,  3,/,,  5.0,7). 

F.  Un  système  linéaire  de  courbes  elliptiques  du  quatrième  ordre  avec  deux 
points  bases  doubles  à  distance  finie  ou  infiniment  rapprochés. 

Four  k  =  1  (et,  par  consô(juenl,  l)  =0). 

G.  Un  faisceau  de  courbes  de  l'ordre  om  ayant  neuf  points  bases  du  degré  m 
(résultat  déjà  obtenu  par  M.  Hcrlini). 
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Le  Ihéoréme  général  est  le  suivant  : 

«  Si  un  système  linéaire  déterminé  par  les  points  bases  renferme  un  système 
linéaire  de  courbes  elliptiques  de  dimension  >i,  on  a 

k  -h  p  —  D  — 1=0.  » 

Ce  théorème  est  une  extension  d'un  autre  que  l'auteur  avait  donné  dans  sa 
Généralisation  d*un  théorème  de  Nother.  Il  en  donne  diverses  applications  à 
l'élude  des  intersections  de  courbes  douées  de  singularités  quelconques. 

Catalan  {E,).  —  Sur  les  nombres  de  Segner.  (190-201). 

Martinetti  (F.).   —  Sur   une   classe  de  systèmes   linéaires   de 
courbes  planes  algébriques.  (202-204). 

Soit  donné  un  système  linéaire  dont  les  courbes  soient  uniquement  assujetties 
à  avoir  aux  points  bases  certaines  singularités  données  quelconques.  Si  D  est 
le  nombre  des  intersections  variables  de  deux  courbes  du  système,  k  le  nombre 
des  dimensions  et  p  le  genre,  on  a 

D  — /?  —  Ar-t-n-/t  =  o,        (h^p)f 

h  étant  le  nombre  des  conditions  imposées  par  les  points  bases,  qui  sont  des 
conséquences  des  autres. 

Martinetti  (F.).  —  Sur  quelques  systèmes  linéaires  de  courbes 
planes  algébriques  de  genre  2.  (2o5-2i6). 

L'auteur  étudie  les  systèmes  linéaires  de  genre  2,  déterminés  par  les  points 
bases,  et  pour  lesquels  on  a 

D  =  A+i  — A,        (A>o). 

Segre  (C).  —  Sur  les  systèmes  linéaires  de  courbes  planes  algé- 
briques de  genre /?.  (2  1-^-22  i). 

L'auteur  donne  une  démonstration  très  simple  du  théorème  de  M.  Guccia  : 
k  —  D---/?  -t-i  pour  tout  système  linéaire  déterminé  par  les  points  de  base  et 
où  D  >  2/>  —  2.  Il  en  déduit  immédiatement  que  : 

Toute  surface  à  sections  linéaires  de  genre  p  dont  l'ordre  D  est  >  27?  —  2 
et  qui  est  représentable  sur  le  plan  appartient  à  un  espace  de  D—p-ht 
dimensions,  ou  bien  est  une  projection  d'une  surface  de  l'ordre  D  appartenant 
à  un  tel  espace. 

II  démontre  ensuite  le  théorème  suivant  : 

«  Tout  système  linéaire  Â*  fois  infini  (Â>2)  de  courbes  d'ordre  n  et  de 
genre  p  ayant  D  intersections  variables,  pour  D  >  2/?,  est  toujours  la  repré- 
sentation plane  uniponctuelle  d'une  surface  de  l'ordre  D  dans  un  espace  de 
k  dimensions,  » 

et  fait  voir  comment  on  peut  en  déduire  une  méthode  pour  la  réduction  des 
systèmes  de  courbes. 
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Giudice  {F.).  —  Uii  théorème  sur  les  subsiitulioiis.  (aaa-ia3)<i 

Si  deux  groapt^s  G  et  II  de»  ordrM  ji  et  v  «mt  jiinnuUbleï  ««Ire  • 
ITonpe  L  de  fenw  sulisiiiu lions  communes  esi  de  l'ordro  i,  l'urdre  du  g 
minimum  reafenuaiit  G 

Cetaro  {£.).  —  Sur  une  recherche  de  limites,  (az^-^afil*' 

Soit./(n)  ane  funrlioa  du  nombre  ealicr  n  qoi,  pour  n  =  «,  puiMC  leadH. 
1  r  liaitu  diOiéraales  «uivani  la  forme  de  n.  Indiquoo»  par  Û,  le  sjst^ine  dl 
Tileara  ponr  le*|uplleî/(n)  tend  t  la  limite  l„  el  «oit  a,  la  /rèqiume 
dau  le  ifitéBie  de  tous  les  Dombres  ontiet»,  c'est-l-dire  ta  probabiliu 
nombre  entier  pris  au  hagard  appartienoe  *  B,,  L'auteur  établit  les  deu 
liuiu  suivante*,  dont  tu  première  est  évidente, 


Giudice  {F.).  —  Sur  les  i5t|uaiions  irrt'diiclibles  dont  le  degré 
est  nn  aombre  premier,  résolubles  par  radioati\.  (  337-239). 

Si  une  équation,  dont  le  degré  est  premier,  est  résoluble  par  radicaux,  les 
fonctions  des  racines  x,  appartenant  au  groupe  des  substtiulioas  linéaires 
entières  entre  les  indices  s  sont  etprimabtcs  rationnellement  au  moyen  des 
coefficients  de  l'équation,  les  rarines  i^lant  prises  dans  un  certain  ordre. 

Conli  (/.).  —  Sur  les  coupruences  engendrées  par  uu  couple  de 
plans  en  correspondance  double.  {■ïSo--i^o). 

Élanl  donnés  deui  plans  en  correspondance  double,  c'esl-i-dire  rapportés 
l'un  â  l'autre  par  une  transformation  de  de  Paolis,  on  joint  les  points  corres- 
pondants par  des  droites,  qui  forment  ainsi  une  congruence.  L'auteur  étudie 
cette  congrucnce,  et  sa  méthode  est  celle  qui  a  été  suivie  par  M.  Hirst  dans 
l'élude  des  cungruences  crémoniennes.  Il  tait  l'application  de  ses  résultats  au 
cas  de  la  transformation  double  quadratique. 

Del  Pezzo  {P.).  —  Sur  les  surfaces  du  n'""  ordre  plongées  dans 
l'espace  de  n  dimensions.  (24 1-V71). 

Généralités.  Plans  tangents.  Projections  des  F"  plongées  en  S,  sur  les  *}  de 
notre  espace.  Classification  des  Fj  plongées  en  S,.  Sur  les  surfaces  gauches  du 
/!'"■*  ordre  plongées  dans  l'espacé  de  n  dimensions.  Sur  tes  droites  appartenant 
aut  FJ  noti  n'rglées  de  S,.  Sur  ta  représentation  plane  de  ces  surfaces.  Projec- 
tion d'une  surface  faite  d'un  de  ses  plans  tangents.  Kspaces  S,  osculateurs.  Sur 
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la  surface  du  huitième  ordre  et  de  seconde  espèce  plongée  dans  l'espace  de 
huit  dimensions.  Quelques  variétés  de  trois  dimensions  dont  les  sections  spé- 
ciales sont  des  Fj  plongées  en  S„.  Surfaces  FJ  de  S„  douées  de  points  doubles 
coniques.  Surfaces  de  notre  espace  qui  se  déduisent  des  FJ  de  S^.  Toute  sur- 
face représentabte  à  sections  elliptiques  est  une  projection  d'une  FJ  plongée 
en  S.. 

Del  lie  (A.).  —  Sur  certains  lieux  qui  se  rencontrent  dans  Félude 
de  trois  formes  géométriques  fondamentales  de  deuxième  espèce 
deux  à  deux  projectives.  (272-283). 

L'auteur  étudie  les  figures  engendrées  : 

I"  Par  deux  systèmes  plans  homographiques  et  une  gerbe  homographique  à 
tous  les  deux  ; 

2'*  Par  une  gerbe  homographique  à  un  système  plan,  ce  système  et  un  autre 
qui  lui  est  réciproque; 

3*  Par  deux  gerbes  homographique^  entre  elles  et  une  autre  qui  leur  est 
réciproque. 

Del  Re  {A,),  —  Quelques  propriétés  géométriques  qui  pour- 
raient être  utiles  dans  la  théorie  des  systèmes  de  rayons  lumi- 
neux. (284-289). 

Si  une  surface  algébrique  S**  de  Tordre /i  est  éclairée  par  un  point  lumineux, 
chaque  rayon  éclairant  tous  les  points  où  il  rencontre  la  surface,  le  système  Û 
des  rayons  réfléchis  est  une  congruence  de  l'ordre  n[in{n  —  i)  -4-1]. 

Si  une  surface  algébrique  S**  de  l'ordre  n  est  éclairée  par  une  courbe  lumi- 
neuse de  l'ordre  m,  les  rayons  réfléchis  forment  un  complexe  du  degré 
m'(2/i  —  i). 

Del  Re  {A.).  —  Sur  la  congruence  (6,  2)  des  droites  qui  joignent 
les  couples  de  points  homologues  de  deux  quadriques  qui  se 
correspondent  dans  une  homographie  non  axiale  ni  homolo- 
glque  de  l'espace.  (290-292). 

Cette  congruence  est  du  sixième  ordre  et  de  la  deuxième  classe.  Sa  surface 
focale  est  de  la  quatrième  classe. 

Cesaro  {E,),  —  Sur  Tusage  de  l'intégration  dans  quelques  ques- 
tion d'Arithmétique.  (293-298). 

Cesaro  {E,).  —  Sur  une  question  de  probabilités.  (299-303). 

II  s'agit  du  problème  du  joaillier  proposé  par  Laurent  et  traité  par  Catalan 
dans  ses  Mélanges  mathématiques.  La  formule  de  Catalan,  pour  le  prix  du 
diamant  brisé  eo  n  morceaux,  est 

X  =  — ^^— • 
'ff(n-t-i)' 


i 


{B.y.  -  S«r  k  ■■■(■'■ml.  J-w  poiM  soUdl^  «en  W 

Alhefgim»HM-L.V  —  Grâfr^nbaa  4e  den  ibéoràiia  «■ 

Ger6uUi(F.).  —  Swta  léaEtc  des  paîate  csKUiuas  et  dr^Un- 

Gmteia  (C-B.).  ~-  Sttr  le»  tnstàne»  &D«nres  de  soHans  >]•£- 
briqMa  daaés  de  siagiriarii^  de  bue  «pckooques.  (33&-34gy 


^_  le  %t*jt  <lc  l>  eoarbe  Tariabte  iTialmectioa  de  ileBi  ssHkcs; 
p^  le  Bombiv  do  poiatt  nnablei  d'ialencctioa  de  trois  sai^cr^ 

Atqn,  <Aai  ceruiaei  coaditioas  qai  laùicat  d'aillean  aae  très  gnade  céaé- 
ralilé.  oa  > 

/».-/»,  ^ /»,-/».=  >■ 

Alheggiani{M.-LJ).  —  Sor  quelques  formoles  dans  la  théorie 
des  fonctions  elliplîqiies.  (Sjo-J^S). 

S.  R. 
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NOUVELLES  ANNALES  db  Mathématiques,  rédigées  par  MM.  Ch.  Baisse 
et  E.  Bouché  (*  ).  —  3'  série. 

Tome  VI;  a*  semestre  1887. 

Laurent  {H,).  —  Remarques  sur  les  conditions  d'intégrabilité. 
(3o5-3i  i). 

Fin  d'un  travail  publié  dans  le  môme  Volume  (p.  274)  et  antérieurement 
analysé.  Généralisation  de  deux  théorèmes,  de  Jacobi  et  de  Donkin. 

Appell  (P.)'  —  Sur  les  polynômes  qui  expriment  la  somme  des 
puissances z?**^""  des  n  premiers  nombres  entiers.  (3i2-32i). 

Recherche  d'un  polynôme  9  (x)  s'annulant  avec  x  et  vérifiant  la  condition 
9  (jr) — 9p{^  —  i)=j?/'.  Propriétés  et  usages  de  ces  polynômes.  Calcul  des 
polyqômes  <p„{x)  de  proche  en  proche.  Emploi  de  ces  polynômes  pour  des 
développements  de  fonctions  en  séries. 

Voir,  sur  ce  sujet  :  Raale  {Journal  de  Crelle,  t.  42),  Hermite  {Journal  de 
Crelley  t.  79),  J.  Bertrand  {Traité  de  Calcul  différentiel)j  J.  Tannery  {Sur 
la  théorie  des  fonctions,  p.  i5o). 

Drouet.  —  Sur  les  foyers  des  sections  planes  d'une  quadrique. 
(321-325). 

Formation  simple  de  l'équation  tangentielle  des  foyers,  déduite  d'une  pro- 
priété élémentaire  des  foyers  d'une  conique. 

Concours  d'admission  a  l'Ecole  Polytfxhnique  (1887).  — 
Énoncés  des  compositions  :  Mathématiques,  Géométrie  des- 
criptive, Calcul  trigonométrique,  Physique  et  Chimie,  Lavis. 

(321-327). 

Concours  d'admission  a  l'École  Normale  supérieure  (1887).  — 
Énoncés  des  compositions  :  Mathématiques,  Physique.  (328- 
329). 

Concours  d'admission  a  l'École  navale  (1887).  —  Énoncés  des 
compositions  :  Arithmétique  et  Algèbre,  Géométrie  descrip- 
tive. Calcul  trigonométrique.  Géométrie,  Géométrie  analytique. 
(33o-333). 


(')  Voir  Bulletin,  l.  \ll,,  p.  (j8. 


ues 
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Concours  d'admission  a  l'École  spéciale  militaire  (1887).  — 
Énoncés  des  compositions  :  Mathématiques,  Épure,  Lavis. 
(333-335). 

Bonnet  {O.),  —  Théories  de  la  réfraction  astronomique  et  de 
l'aberration.  (335-368,  554-58o). 

Cette  étude  est  extraite  des  Leçons  faites  en  1887  ^  ^^  Sorbonne  pour  les 
candidats  à  la  Licence.  Nous  nous  bornons  à  en  indiquer  les  grandes  divisions 
principales  : 

RÉFRACTION  ASTRONOMIQUE.  —  Notions  préliminaires.  —  Équations  différen- 
tielles de  la  trajectoire  lumineuse.  —  Propriétés  générales  des  trajectoires  lumi- 
neuses. —  Mouvement  de  la  lumière  émanée  d'une  étoile,  à  travers  l'atmo- 
sphère, dans  le  cas  où  la  densité  de  celle-ci  ne  dépend  que  de  la  distance  au 
centre  de   la  Terre.  —  Relations   entre  les   divers  éléments  de  Fatmosphére; 

/*  fin 

transformations  de  l'intégrale  définie   /  tangi —  •  —  Démonstration  de  quelq 

propriétés  qui  facilitent  la  détermination  de  la  réfraction  R.  —  Détermination 
de  la  valeur  approchée  de  la  réfraction  totale.  —  Simplification  du  calcul  des 
valeurs  approchées  r  de  la  réfraction  totale  R,  pour  les  différentes  valeurs  de 
H„  comprises  entre  o,63  et  0,79^  et  les  différentes  valeurs  de  T^  comprises  entre 
—  3o«>  et  50°. 

Une  suite,  traitant  de  l'aberration,  comme  le  promet  le  titre,  sera  sans  doute 
publiée  ultérieurement. 

De  Crès  (/?.).  —  Solution  de  la  question  du  Concours  d'admis- 
sion à  rÉcole  normale  (1886).  (369-37*^). 

Sur  un  système  de  courbes  du  troisième  degré. 

Barisicn.  —  Solution  de  la  question  de  Géométrie  analytique 
donnée  au  Concours  d'A*jrégalion  des  Sciences  mathématiques 

(1886).  (372.391). 

Propriétés  du  système  des  coniques  qui  louchent  une  droite  donnée  D  en  un 
point  donné  O,  cl  qui  ont  une  autre  droite  donnée  D'  pour  directrice. 

Concours  gk>éual  dk  1887.  —  Enoncés  des  compositions  :  Ma- 
théinali([uos  spéciales.  ('M)l~'^^yJt.), 

l^iBi.ior.uAiMiiK.  — J.  Houssincsf/  :  Cours  d'Analyse  infinitésimale; 
in-8",  Paris,  1887;  l.  1,  Calcul  dlfrérenlicl.  —  C.  Jordan  : 
Cours  d'Analyse  de  rKcole  Polytechnique;  Paris,  1887;  t.  III, 
Equations  cliircrenlielles.  —  Gaston  Darhoux  :  Leçons  sur  la 
théorie  g(^nérale  des  surfaces  et  sur  les  applications  géométri- 


REVUE  DES   PUBLICATIONS.  167 

ques  du  Calcul  infinitésimal;   T*  Partie,   Paris,   188^;    i    vol. 
gr.  in-8®.  (Spa-^gS). 

Goffart  (iV.).  —  Solution  analeptique  de  la  question  proposée  en 
1884  pour  l'admission  à  TEcole  Polytechnique  (SpS-Sgg). 

Propriétés  du  triangle  ayant  pour  sommets  un  point  d'une  conique  et  les 
deux  foyers. 

Questions  proposées.  —  i564  à  i568.  (399-400). 

Genty,  —  Sur  un  complexe  du  second  ordre  et  sur  la  question 
posée  au  Concours  de  1881  pour  l'agrégation  des  Sciences  ma- 
thématiques. (4oi-4i5). 

Etude  des  droites  telles  que  si,  par  chacune  d'elles,  on  mène  des  plans  tan- 
gents à  un  ellipsoïde,  les  normales  aux  points  de  contact  soient  situées  dans 
un  même  plan.  Le  complexe  constitué  par  ces  droites  a  été  envisagé  par  le 
D'  Th.  Keye  dans  sa  Géométrie  de  position.  Le  présent  article  contient  au 
début  des  notions  générales  fort  intéressantes  sur  les  coordonnées  d'une  droite, 
notions  dont  l'auteur  fait  application  à  la  question  proposée. 

Laurent  {H.).  —  Sur  le  calcul  d'une  fonction  symétrique.  (4i6- 
419)- 

Contribution  à  la  théorie  de  l'élimination.  Cet  article  se  rattache  à  la  notion 
des  polynômes  réduits  et  des  équivalences  algébriques,  dont  l'auteur  a  publié 
antérieurement  la  théorie  dans  le  même  Recueil. 

Maiipin  (G.).  —  Sur  une  question  posée  aux  examens  oraux 
d'admission  à  TEcole  Polytechnique.  (4i9-42  0* 

Sur  un  paraboloîde  hyperbolique  équilatère. 
Bi'ehler  (Ch,).  —  Sur  une  application  de  la  méthode  de  Sturm. 

(42i-4ii6). 

Étude  des  termes  des  réduites  de  la  fraction  continue  qu'on  obtient  en  déve- 
loppant tang^r.  Ces  polynômes  ont  tous  leurs  zéros  réels. 

Concours  cékéral  de  188-.  —  Enoncé  de  la  composition  de 
Mathématiques  élémeutaiies.  (4'26-/\2S), 

Concours  d'admission  pour  l'Ecole  centrale  (Juillet  1887).  — 
Enoncés  des  compositions  :  Géométrie  analytique,  Epure, 
Calcul  trigonométrique,  Physique,  Chimie.  (428-433). 
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Coucou  as  POUR  l'agrégatio>'  des  Sciences  mathématiques  (1887). 
—  Énoncés  des  compositions  :  Mathématiques  élémentaires, 
Mathématiques  spéciales.  Analyse  et  ses  applications  géomé- 
triques, Mécanique  rationnelle.  (433-437). 

Goursat  {E,).  —  Sur  le  maximum  d'un  produit  de  plusieurs  fac- 
teurs positifs  dont  la  somme  est  constante  (437-439). 

Démonstration  rigoureuse  et  simple  du  théorème  classique  sur  ce  maximum. 
M.  Darboux  en  a  précédemment  donné  une,  dans  le  Bulletin  des  Sciencet 
mathématiques  f  laquelle  est  également  à  labri  de  toute  objection. 

Bouché  (E,).  —  Propriétés  géométriques  des  polygones  funicu- 
laires. (439-465). 

Article  extrait  des  Leçons  de  Statique  graphique  faites  par  Tauteor  au 
Conservatoire  des  Arts  et  Métiers  en  1886- 1887.  ^^  voici  les  divisions  princi- 
pales : 

Définition  des  polygones  funiculaires.  —  Lemmes  de  Géométrie.  —  Axe 
commun  à  deux  polygones  funiculaires  d'un  môme  système  de  forces.  —  Lieu 
du  point  de  rencontre  de  deux  côtés  de  rangs  assignés.  —  Lieu  des  pôles  des 
polygones  funiculaires  passant  par  deux  points  donnés.  —  Propriétés  spéciales 
des  polygones  funiculaires  relatifs  à  un  système  de  forces  concourantes  ou  pa- 
rallèles. —  Polygone  funiculaire  passant  par  trois  points  donnés.  —  Polygone 
funiculaire  passant  par  deux  points  donnés  et  ayant  une  distance  polaire 
donnée. 

Goursat  (E,).  —  Remarque  sur  la  détermination  des  foyers  d'une 
conique.  (^65-468). 

M.  Goursat  ramène  la  dclcrmiiiatioii  des  foyors  à  re\lracli<m  de  la  racine 
carrée  d'une  quanlité  imaginaire.  Extension  aux  courbes  algébriques  planes 
de  degré  qiielcon<|ue. 

Sarrau  (E,).  —  Sur  un  théorème  de  la  théorie  de  Tattraction. 

(4«9-i8.-,). 

Ce  théorème  se  rapporte  à  r.âltrartion  ncwlonienne  exercée  par  une  masse 
sur  un  point.  Établi  d'abord  par  Poisson  {Bulletin  de  la  Soc.  philoni.^  t.  III, 
p.  308),  il  a  été  dénionlrè  depuis  par  divers  géomètres  {voir  Gauss,  Œuvres^ 
t.  V,  p.  197;  Clausii.'s,  De  la  fonclion  potentirllc  et  du  potentiel,  p.  ^^\\  Km. 
Mathieu,  Théorie  du  potentiel).  Oîs  diverses  démonstrations  se  compliquent 
de  propositions  de  Calcul  intégral  dont  M.  Sarrau  débarrasse  la  solution  di- 
recte et  fort  élégante  qu'il  donne  ici.  Il  commence  par  établir  quelques  théo- 
rèmes préliminaires,  dont  il  indique  l'application  à  des  exemples,  et  arrive 
ensuite  au  théorème  de  Poisson.  L'article  se  complète  par  la  démonstration, 
comme  corollaire,  d'une  proposition  établie  par  Gauss  et  par  Chasies,  et  qu'on 
utilise  souvent  dans  la  théorie  de  réiertririté. 
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Biehler  (Ch,).  —  Sur  les  développements  en  séries  des  fonctions 
rationnelles.  (485-492). 

Démonstration  élémentaire,  pour  les  fonctions  rationnelles,  du  théorème  de 
Cauchy  sur  le  développement  en  série  d'une  fonction. 

D^Ocagne  {M-)-  —  Les  coordonnées  parallèles  de  points.  (493- 
5oa). 

Si  AP,  BP  coupent  respectivement  en  V,  U  deux  droites  B^,  Ap,  perpendi- 
culaires à  AB,  M.  d*Ocagnc  appelle  coore/o/m^  parallèles  de  P  les  expressions 

TTf*  Dv'  Cette  étude  se  rattache  à  des  travaux  du  même  auteur  publiés  dans 
AU     B  » 

les  Nouvelles  Annales  en  i885,  et  le  conduit  à  une  série  d'applications  inté- 
ressantes, notamment  en  ce  qui  concerne  la  théorie  des  coniques. 

Errata  aux  Tables  de  logarithmes  de  Scurom.  (002). 

Blibliographie.   —   J.    Bertrand  :  Thermodynamique;    Paris, 
1887.  (5o3-5o4). 

Questions  proposées.  —  1569,  1370.  (5o4). 

Lévy  (M-)'  —  Sur  le  principe  de  l'énergie.  (5o5-525). 

Leçon  professée  par  Tauteur  au  Collège  de  France  en  1880,  et  depuis,  partiel- 
lement,  à  TEcole  centrale  des  Arts  et  Manufactures.  Voici  les  divisions  essen- 
tielles de  cette  étude  si  intéressante,  soit  au  point  de  vue  des  applications,  soit 
en  elle-même,  à  cause  du  caractère  éminemment  philosophique  qu'elle  pré- 
sente : 

Sources  de  travail,  énergie.  —  Expressions  mathématiques  des  deux  espèces 
d'énergie.  —  Exemples;  réflexions  sur  la  difficulté  de  qualifier  certaines  éner- 
gies. —  Objet  de  la  théorie  de  l'énergie.  —  Principe  de  la  conservation  de 
l'énergie.  —  Application  à  un  système  matériel  quelconque;  le  théorème  des 
forces  vives.  —  Application  à  un  cycle.  —  Équivalent  mécanique  de  la  chaleur. 

Ilumbert  (C). —  Sur  quelques  propriétés  métriques  des  courbes. 

(526-547). 

Exposé  d'une  méthode  élémentaire  permettant  d'arriver  simplement  à  quel- 
ques propriétés  métriques  des  courbes  algébriques,  antérieurement  établies  par 
l'auteur  dans  un  Mémoire  publié  au  Journal  de  Mathématiques  pures  et  ap- 
pliquées. Le  présent  article  se  subdivise  de  la  manière  suivante  : 

Principes  fondamentaux.  —  Centres  des  moyennes  distances.  —  Centres  des 
moyennes  harmoniques.  —  Polaires.  —  Propriétés  de  la  Icmniscatc.  —  Applica- 
tions diverses. 


i;o  SKCONDIÎ  PAHT1E. 

Appcll  (/*■)■  —  S'""  '"^^  vitleurs  approclii^os  des  poignantes  de 
ncruouUI.  (547-554). 

Ce  IravHit  »«  ratUche  t  un  pr^c^lrnt  arlidedp  M.  ApprlI.  publié  *l(ptgfltii 
du  niAmc  Volume  (uo'r  cMkmu*).  Il  «e  propnie  Ici  ilechcrrher  une  Talcur^ 
prwhit«  (lu  polynôme  9^(2)  iguanil  p  ni  irii  granil,  rn  suivunl  ua<!  m^lli»ï( 
iniliquriopvr  M.  Durboui  ilans  un  Mdmoirc  »ur  l'approjtimalion  de /onclàia 
df  Irit  graaiùi  itomtrtt  (.Journal  de  Uathèmatiqutt  parts  et  appliquât, 

y'sMr.,1.  IV,    |8;S). 

Oroi{A.).  —  Sohilion  géf>ni<-lri.iiie  de   la  qiirrslion  1520.(580- J 

:is.). 

Lemoine  {E .).  —  Solution  de  Is  queslion  loG^.  (58'^). 

Sur  les  points  de  Brocard  ce  de  Steincr. 
Questions  fnoposËEs.  —  1371,  1572.  (382).  A.  L. 


\ 


COMPTES  RENDUS  HUDOUlDiHBg  su  SftlNCU  DIL'ÂCADAhII  DB8SGIKM3l<t). 

Tome  CIV;  1887. 

Catlandreau.  —  Sur  la  série  de  Maclaurio  daas  le  cas  d'une  va- 
riable réelle.  (38-4i)- 

Si.daas  un  intervalle  fini  (a^^  <(i),  la  fonction /(^)  est  représentée  pari* 

/(o)+ï/'(o)+^/-(o)  +  .... 


\   être  représentée  par   la   mi 

gente. 

M.   Caltandreau  indique  les   points   principaux  de  \»  démonstration  de  c 
théorème  dans  un  cas  particulier,  celui  où  l'on  a  toujours 

et  où  les dérÎTées /!">(«)  sont  supposées  toutes  positives  pour  oSai^i. 


(')  Voir  DuiUUn,  XII,,  p.  n 
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11  montre  qu'alors,  si  le  terme  complémentaire  R„  tend  vers  zéro,  entre 
a:  =  o  et  ^  =  a(a<  i),  on  a,  entre  x  —  a  et  j:  =  1, 

quantité  qui  s'évanouit  lorsque  n  augmente  indéfiniment. 

Picard,  —  Sur  une  classe  d^équatlons  différentielles.  (4i-43). 

L'auteur  considère  l'équation  dilTérentielle 

(>)  /(r,y,  ...»>'^'"0  =  o 

où  ne  figure  pas  la  variable  indépendante  J7  et  où  /  désigne  un  polynôme. 

Supposant  l'intégrale  générale  uniforme,  soit^  une  intégrale  quelconque,  et 
soient  y^^y'^t  •••,^1'"^  les  valeurs  que  prennent  cette  fonction  et  ses  dérivées 
quand  on  remplace  x  par  a;  +  A;  on  aura 

/       ^,=    F(  A,  >-,  y,  ...,>'('"  ), 
(^)  I      y\--^AKy,y\,..,y^^)), 

les  F  étant  des  fonctions  uniformes  du  point  analytique  (y, ^',  ..•>>'^'"')  <le 
la  surface/;  et  la  transformation  ainsi  obtenue  sera  réversible.  On  voit  que  la 
relation  algébrique  (i)  pourra  être  transformée  en  elle-même  par  une  substi- 
tution uniforme  réversible,  ou  substitution  biuni/orme.  La  substitution  bi- 
uniforme  (5)  renfermera  un  paramètre  arbitraire  h.  Dans  le  cas  où  m  =  i, 
cette  transformation  biuniforme  est  en  même  temps  birationnelle;  il  n'en  est 
pas  de  même  dans  le  cas  général. 

Se  plaçant  d'abord  dans  le  cas  le  plus  simple,  M.  Picard  a  résolu  le  pro- 
blème suivant  : 

«  Reconnaître  sur  l'équation  différentielle  si  l'intégrale  générale  est  uniforme 
et  conduit  à  une  transformation  (s)  birationnelle.  Lorsqu'on  a  reconnu  qu'il  en 
est  ainsi,  on  peut  effectuer  complètement  l'intégration.  L'intégrale  générale  est 
alors  une  fonction  uniforme  de  x  définie  dans  tout  le  plan.  » 

II  n'en  est  pas  nécessairement  ainsi  dans  le  cas  général  :  toute  intégrale  de 
l'équation  (i)  peut  être  une  fonction  définie  seulement  dans  une  partie  du  plan, 
variant  d'une  intégrale  à  l'autre  avec  les  constantes  arbitraires. 

LindelÔff,  —  Observations  relatives  ù  une  Note  récente  de  M.  P. 
Serret  sur  un  théorème  de  Géométrie.  (43). 

Poincaré,   —   Sur    le    problème   de   la  distribution   électrique. 

(44-46). 

Soit  un  conducteur  chargé  au  potentiel  i.  L'auteur  imagine  un  réseau  formé 
d'une  infinité  de  sphères  S,,  S,,  ...,  S,^  ...,  toutes  extérieures  au  conducteur 
et  telles  que  tout  point  extérieur  au  conducteur  soit  intérieur  au  moins  à  l'une 
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d'elles,  puis  une  sphère  S  de  rayon  R  assez  grand  pour  contenir  tout  le  con- 
ducteur. 

Si  Ton  étend  sur  S  une  couche  positive  de  densité  uniforme  •; — =r)  le  poten- 

tiel  de  cette  couche  sera  égal  à  l'intérieur,  plus  petit  que  i  et  positif  à  Texte- 
rieur. 

Si  l'on  remplace  l'électricité  contenue  à  l'intérieur  d'une  des  sphères  S,  par 
une  couche  superficielle  exerçant  la  même  action  sur  tout  point  extérieur,  le 
potentiel  ne  changera  pas  à  l'extérieur  de  S,  et  diminuera  à  l'intérieur. 

Si  l'on  opère  ainsi  successivement  sur  chaque  sphère  S-,  de  manière  à  re- 
venir une  infinité  de  fois  sur  chaque  sphère,  le  potentiel  ira  toujours  en  dimi- 
nuant; mais,  comme  il  reste  toujours  positif,  il  tendra  vers  une  limite  finie  et 
déterminée  V. 

Il  est  clair  que  V  est  toujours  plus  petit  que  i  et  s'annule  à  l'infini,  et  l'on 
prouve  aisément  que  V  se  réduit  à  i  sur  la  surface  du  conducteur.  Il  suit  de 
là  que  V  est  le  potentiel  d'une  charge  électrique  en  équilibre  sur  le  conduc- 
teur. 

Duhem,  —  Sur  la  pression  électrique  et  les  phénomènes  électro- 
capillaires.  (54-56). 

De  la  théorie  du  potentiel  thermodynamique,  M.  Duhem  déduit  cette  consé- 
quence que  la  surface  libre  d'un  conducteur  électrisé  est  soumise,  en  chacun 
de  ces  points,  à  une  tension  électrique  dont  la  valeur  est 

-jrj^  -l-dA  -H2  7:e  A», 

A  étant  la  densité  de  l'électricitc  libre,  Q  la  charge  totale,  M  la  masse  du 
corps,  «,  b  deux  constantes  (jui  dépendent  de  la  nature  du  corps,  e  la  constante 
qui  ligure  dans  la  loi  de  Coulomb.  C'est  seulement  pour  les  corps  de  très 
grandes  dimensions  et  très  fortement  eliargés  (jue  cette  tension  se  réduit  à  la 
valeur  arbitrairement  rerue. 

La  même  théorie  permet  à  l'auteur  d'établir  l'équation  aux  dérivées  partielles 
à  la(jueile  satisfait  la  surface  de  séparation  de  deux  lluides  traversés  par  des 
courants  constants,  savoir 

A  (i'^  -H  î^,)  +  (/'  -  l)gz=  C  +  Cl-  -+-  Cv, 

l'étant  le  flux  électrique  normal  à  la  surface;  la  constante  A  dépend  unique- 
ment de  la  nature  des  deux  fluides,  nullement  de  leur  état  d'électrisation. 

Perrin,  —  Sur  la  tliéorio  des  formes  algébriques.  (108-1 1 1). 

L'auteur  démontre  un  théorème  ([ui  ramène  la  recherche  des  invariants  et 
covariants  purs  dune  forme  ou  d'un  système  de  formes  à  p  variables  cogrè- 
<lienles,  à  celle  des  invariants  d'un  système  déterminé  déformes  à  /?  —  1  varia- 
bles cogrédientes. 

Soit  une  forme  à  p  variables  .r,,  j",,  ...,  x  .  ordonnée  par  rapport  à  l'une 
d'elles 

//  —  a x'"  ^  mtt^x"   '  -r //  .r'"  '-+-..  .-f-  //    ; 
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si  Ton  r.oDStruit.  en  traitant  u  comme  une  forme  binaire  où  x  serait  le  rapport 
des  deux  variables,  les  m  —  i  péninvariants  principaux  (c'est-à-dire  sources  des 
covariants  associés  à  la  forme  binaire),  savoir 

v^=  au^  —  3au, £*,-{-  aiij, 
v^=  au^  —  f\u^u^    -h  3 1/5» 


on  aura  un  système  de  m  —  i  formes  à  />  —  1  variables.  Tout  invariant  de  ce 
système  de  formes,  considérées  comme  indépendantes  et  simultanées,  sera  un 
invariant  ou  un  péninvariant  pur  de  u  considérée  comme  forme  à  p  variables; 
et  réciproquement  tout  invariant  ou  péninvariant  pur  de  u^  multiplié  par  une 
puissance  convenable  de  a,  devient  une  fonction  entière  de  a  et  des  invariants 
du  système  des  formes  v,,  ...,  v^. 

Ce  théorème  subsiste  pour  un  système  quelconque  de  formes  Uy  u'y  u'y  ..., 
pourvu  qu'on  adjoigne  aux  péninvariants  principaux  v^f  ...,  v^  de  i/,  par 
exemple,  les  péninvariants  v\tV'^y  •••^^yi^»  •••>  qui  apparaissent  comme 
coefficients  des  puissances  de  x^  dans  u',  u",  . . .,  lorsqu'on  fait  disparaître  dans 
u  le  terme  en  jr^*-'. 

Gilbert.  —  Sur  les  accélérations  des  points  d'un  système  inva- 
riable en  mouvement,  (i  62-1 65). 

Formules  élégantes  relatives  au  mouvement  d'un  solide  mobile  autour  d'un 
point  fixe  ou  libre. 

Dans  le  cas  du  point  fixe,  soient  v  la  vitesse  d'un  point,  j  son  accélération, 
Cl)  l'axe  instantané  de  rotation,  X  l'accélération  angulaire,  R  la  résultante  des 
forces  motrices,  S  la  résultante  des  quantités  de  mouvement,  G  l'axe  du  couple 
résultant  des  forces  extérieures,  K  l'axe  d'impulsion.  On  a 

wy  -{-"kv  =0, 
Ci)  R  H-  XS  =  o, 
u>G  —  'kk  =  o. 

Dans  le  cas  d'un  corps  libre,  cette  dernière  relation  subsiste  si  l'on  prend 
pour  centre  de  réduction  le  point  central  de  l'axe  instantané  de  rotation  et  de 
glissement,  pourvu  que  le  centre  de  gravité  du  corps  soit  dans  le  plan  passant 
par  cet  axe  et  par  l'accélération  angulaire.  Les  deux  premières  formules  de- 
viennent 

.       ^  rf(o)Q) 

at 

M  étant  la  masse  du  corps,  et  Q  la   vitesse   de   glissement   le  long  de  Taxe 
instantané. 

Demartres,  —  Sur  les  surfaces  qui  ont  pour  lignes  isothermes 
une  famille  de  cercles.  (217-220). 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  XII.  (Novembre  1888.)     R.  1', 
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On  considère  un  cercle  variable  dont  les  équations  dépendent  d'un  pan 
mètre  unique  l;  soient  O  son  centre,  Oz  son  axe,  R  son  rayon,  Ox,  Oy  deoi 
diamètres  rectangulaires,  dont  le  premier  Ox  est  supposé  passer  par  le  centre 
radical  des  deux  cercles  de  paramètres  /et  l-^dL  Quand  on  passe  du  premier 
cercle  au  second,  le  centre  O  éprouve  un  déplacement  udl,  vdl,  wdl^  tlk 
trièdre  Oxyz  subit  une  rotation  udl^  pdly  q  dl.  En  exprimant  les  cooditions 
pour  que  la  surface  soit  décomposée  en  carrés  par  les  cercles  et  leurs  trajec- 
toires orthogonales,  M.  Demartres  parvient  aux  équations 

V  -hra  —  o, 
M  -+-  a'  =  o, 
A(B'-hrA-pC)— B(A'-+-çrC  — rB)  =  o, 

où  a  désigne  la  distance  OF  et  où  Ton  a  posé 

A=— a'-+-7Ri\        Rrz  — rx— /?Ri,         C  =  7a-+-R'*. 

Les  deux  premières  signifient  que  le  point  P  est  fixe;  la  surface  est  alon  ne 
anallagmatique  à  déférente  réglée.  La  troisième  exprime  que  la  focale  imagi- 
naire, interjection  de  la  directrice  avec  la  déférente,  a  sa  binormale  perpendi- 
culaire  à  Taxe  du  cercle. 

Les  surfaces  cherchées  sont  donc  les  anallagmatiques  dont  la  déférente  est 
une  surface  nfglée  admettant  comme  ligne  asymptotique  son  intenectioa  avec 
la  sphère  directrice. 

Prrn'n.  —  Sur  la  théorie  des  formes  algébriques  à  p  variables. 

Ou  prinoi|H"  ionor^l  oiabli  dans  sa  prect^denle  Communication,  et  qui  ramène 
la  io\hcrol»o  »lo<  imarunts  el  covariants  pur*  d*une  forme  ou  d'un  système  d* 
(oTmc<  A  p  \AriAbiC>  cozi\\Ucatc<  à  ccUe  des  invariants  d'un  système  déterminé 
do  forme*  ù  />  —  I  v*irul»lc>  coçrv.lieniC5,  M.  Perrin  déduit  celle  conséquenct 
imjs^rlante  : 

l.c  nv>mbn"  iie<  in>^rMn(>  el  c-^variant*  pur*  distincts  d'une  forme  d'ordre  m 
a  r  xariaMc<  r>î  r,u  n-^ins  ffai  «tu  n-^mbre  des  ioTariants  distincts  d'un  sjs- 
tcme  vie  "ï       i  tonne*  a  /'  —  i  vanable>  respecliTemenl  d'ordres  a,  o,  ...,  m. 

Kl  de  r.uni('  rs^ur  v.n  *>Mènie  de  forme*  : 

le  noinhrt"  xie>  invananï*  el  oovanant*  pur*  distincts  que  po!«sède  un  S3rstècDe 
«ie  »:        n  —  ',  •.■rm^>  :nirpeQdante>  sàmaltaDccs  à  p  Tariables,  compre- 

nan:    r     iorme>   î-n^a.r-e*.    r.^   ^^aadraiiqucs «^  d'ordre  #n,  est  aa  motnt 

€£,:*  «,i  r-,^r4. ire  »;  .KXiT.ar.i*  iiifîîr.crs  qof  p^>ssède  un  système  de 

*:   -    :  n. —  .*'».-...—  mn^ — i 

Vorr.^e*  irô^ r»»T.:*-i:r*  *.r.  ;.'.*? -.-r*  *  r  —  :  vanahJes^  comprenant 


»^  >*  »  ^ 


•  ^       '•.^     ■    rn^^>  -     r".rf   n  —  i. 


'    —  1  fc-TBtie*  Imrairrs. 
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Parmi  les  applications  de  ce  théorème  indiquées  par  l'auteur,  nMÉ  citerons 
les  deux  suivantes  : 

La  forme  biquadratique  linéaire  a  certainement  plus  de  27  invariants  ou  co- 
variants  purs  distincts; 

Une  forme  d'ordre  m  k  p  variables  possède  un  covariant  pur  (distinct  ou 
réductible)  de  degré  2/?  —  3  et  d'ordre  (2/?  —  3)  m  —  a/?;  pour  une  forme  ter- 
naire, c'est  le  hessien. 

Tisserand,  —  Sur  la  commensurabilité  des  moyens  mouvements 
dans  le  système  solaire.  (259-265). 

Si  les  moyens  mouvements  de  deux  planètes  étaient  commensurables,  les 
formules  ordinaires  du  calcul  des  variations  cesseraient  de  s'appliquer.  Sui- 
vant M.  W.  Meyer  {Mémoire  sur  te  système  de  Saturne,  1884)»  la  théorie  de 
l'attraction  prouverait  que  deux  planètes  tournant  dans  le  même  sens  autour 
d'un  centre  commun  ne  pourraient  pas  exister  si  les  durées  de  leurs  révolutions 
autour  de  ce  centre  étaient  dans  un  rapport  commensurable  simple. 

Cependant,  dès  181  a,  Gauss  faisait  observer  que  le  rapport  des  moyens  mou- 
vements de  Jupiter  et  de  Pallas  diffère  peu  de  j^;  et  les  travaux  récents  de 
MM.  Gyiden  et  Harzer  tendent  à  prouver  que  la  commensurabilité  exacte  des 
moyens  mouvements  n'est  pas  un  obstacle  à  la  stabilité. 

Cette  conclusion  est  confirmée  par  les  calculs  de  M.  Tisserand  dans  le  cas 
simple  où,  la   petite  planète  se  mouvant  dans   le  plan  même  de   l'orbite  de 

Jupiter,  le  rapport  de  commensurabilité  serait  de  la  forme  t        >  j  désignant 
un  entier  positif. 

Perrin.  —  Sur  la  théorie  des  formes  algébriques  à  p  variables. 
(280-282). 

M.  Perrin  donne,  pour  obtenir  tous  les  contrevariants  et  péninvariants 
mixtes  distincts  appartenant  à  une  forme  ou  à  un  système  de  formes  à  p  va- 
riables, un  procédé  analogue  à  celui  qui  lui  a  fourni  tous  les  invariants  et  pénin- 
variants purs  distincts  en  partant  d'un  système  déterminé  de  formes  à  p  —  i 
variables. 

II  en  conclut  que  le  nombre  total  des  invariants,  contrevariants  et  covariants 
(purs  ou  mixtes),  que  possède  une  forme  d'ordre  mk  p  variables,  est  au  moins 
égal  au  nombre  des  invariants  distincts  que  possède  un  système  de  m  formes 
à  p  —  i  variables  respectivement  d'ordres  i,  a,  . . .,  m. 

Le  même  nombre  total  pour  un  système  de  /i, -i- /i, -i- . . . -H /i„  formes  indé- 
pendantes simultanées  à  p  variables  {n^  linéaires,  ...,  n^  d'ordre  m)  est  au 
moins  égal  au  nombre  d'invariants  distincts  que  possède  un  système  de 
/i,H-  -j/ij -+-... -h  m/i^  formes  à  p  —  i  variables  (/i^  d'ordre  m,  ^i^-h  /i„_|  d'ordre 
m  —  I,  ...,  /i„H- W;„_,-i-. .  .4- /i,  linéaires). 

Lecornu.  —  Sur  les  séries  entières.  (349*352). 

On  sait  que  la  série  entière 
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définit  à  l'intérieur  du  cercle  de  conyergence  une  fonction  holomorphe  ff{s) 
qui,  prolongée  en  dehors  de  ce  cercle,  présente  sur  la  circonférence  un  ou  plu- 
sieurs points  critiques. 
S'il  n'y  en  a  qu'un,  l'affixe  de  ce  point,  dit  M.  Lecornu,  est  égal  à  la  limite 

du  rapport  —2-  de  deux  coefficients  consécutifs. 


a 


a 


S'il  y  en  a  plusieurs,  la  limite  de  — =-  est  indéterminée.  Si  f{s)  est  aoi- 


«.+. 


forme,  on  cherchera  à  décomposer  la  série  en  une  somme  de  plusieurs  autres, 
dont  chacune  donne  pour  — ^  une  valeur  limite,  et  l'on  obtiendra  ainsi  les 


divers  points  critiques  de  la  fonction. 

Lipschitz.   —  Sur  les  surfaces   où   la  différence  des  rayons  de 
courbure  principaux  en  chaque  point  est  constante.  (4tS)- 

Les  coordonnées  cartésiennes  d'une  pareille  surface  sont  exprimées  au  moyen 
de  deux  angles  6  et  9  par  les  formules 

x=  PiiiPî[(e  — M?)cose  — e-f-Lç], 

^^  ri_j:2|(e-Mç)sinecos9H -^^ smtpj, 

^f/^      »»    X    •   û    •            M  — LcosO  1 

J    (0  — M9)  sin8  sinçH r— g COS9  L 


.-  Pi-P» 


où  p,  et  p,  désignent  les  rayons  de  courbure  principaux,  L  et  M  deux  constantes 
arbitraires  et  8  la  fonction  de  B  définie  par  la  relation 


e  =  ./ 


(,_cos9)»-(i-Mcos9)' 
r— -^ cosO  aO. 


D^Ocagne,  —  Sur  une  certaine  classe  de  suites  récurrentes.  (419- 
420). 

Soit  une  suite  (a)  définie  par  la  formule  de  récurrence 

avec  les  conditions  initiales 

u^—  !/,  =  ...=  1/^=0. 

Si  l'on  représente  par  P(/i)  une  fonction  arithmétique  égale  à  — 1  quand  n 
est  un  multiple  impair  de/?  +1,  à  i  quand  n  est  un  multiple  pair  de  p  +i}  à 
zéro  dans  tous  les  autres  cas  (  fonction  dont  on  peut  former  diverses  expres- 
sions), le  terme  général  //^„  sera  <lonné  par  la  formule 


*= 1 
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S'il  s'agit  d'une  série  (U)  définie  par  la  même  loi  de  récurrence,  mais  avec  des 
conditions  initiales  quelconques,  on  aura 

U«=U.i«„^^_,-4-(U,-U,)M^4.^_,-f-(U,-U,-U,)i/^^^,-h.... 

-H(U^-U^,-...-U.)tt^. 

Mansion.  —  Sur  la  formule  de  quadrature  de  Gauss  et  sur  la 
formule  d'interpolation  de  M.  Hermite.  (488-490). 

Après  avoir  constaté  que  l'expression  du  reste  de  la  formule  de  Gauss,  pré- 
cédemment donnée  par  lui  {Comptes  rendus,  t.  Cil,  p.  ^^ii)  i885)  n'est  qu'un 
cas  particulier'  d'une  expression  plus  générale  due  à  M.  Markoiï,  l'auteur 
montre  que  la  formule  d'interpolation  de  M.  Hermite 

/(-z)=/(a)  +  (5-a)D./(a)  +  (i;-a)'D./(a,  c) 
-h(5-a)'(5-c)»D;,/(a,c) 

peut  se  déduire  de  la  formule  de  Newton,  par  un  simple  passage  à  la  limite. 

Caspary.  —  Sur  les  systèmes  orthogonaux  formés  par  les  fonc- 
tions thêta.  (490-493). 

Si  les  arguments  w^x^y^z)  w\x\y'fZ'  sont  liés  entre  eux  par  les  rela- 
tions 

2w'=  w -i- X -hy -i- z,        2x'=iv-hx—y  — Zy 

2y' =  w  —  X -h  y  —  z,        2z'  —  w  —  x  —  y  —  -s, 
et  que  l'on  pose,  pour  abréger, 

les  seize  combinaisons  de  fonctions  thêta  d'un  seul  argument 


6  1 

[w\x)   —6  {y\z), 

ÔJ 

{w\x)  -¥^^{y\ 

^), 

K 

{w\x)  -¥\{y\z). 

ei 

\w\x)  +8  {y\ 

^). 

\ 

(iv';a:')-+-e,(y;5'), 

-«.< 

[^'\x')-\{y'', 

5'). 

\ 

(iv'îa;')-e//;;:'). 

»,( 

:«'';j?')-e,(y 

;-='), 

e 

(iv';x')-e  (/;-')» 

-o.< 

>'\x')-\-\{y 

;-')» 

\ 

[iv';j:')4-e.(/;5'). 

-ei 

:«v';a:')+6  (/ 

;^'). 

K 

{w\x)  —\iy\z\ 

-0,1 

[w\x)  -+-0,(>'; 

5), 

B| 

{w\x)  -\{y\z)y 

\ 

{w\x)  -t-e,(r; 

-) 

forment  un  système  orthogonal. 

Ce  théorème  donne  lieu  à  un  très  grand  nombre  de  relations. 

Les  fonctions  thêta  de  p  variables  forment  elles-mêmes  des  systèmes  ortho- 
gonaux. L'auteur  explique  comment  on  arrive  à  ces  systèmes  et  termine  par 
quelques  applications  simples. 
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A  mi  gués.  —  Sur  les  surfaces  applicables.  (564-566). 

Soient 

R  =/(,),        T=9(*) 

les  rayons  de  courbure  et  de  torsion  de  l'aréte  de  rebroussement  d'une  défe- 

loppable,  exprimés  en  fonction  de  Tare.  On  obtiendra  toutes  les  surfaces  recti- 

lignement  applicables  sur  la  proposée  en  cherchant  le  lieu  des  tangentes  aux 

courbes 

Il  =/(*).        T  =  ^(0, 

^  désignant  une  fonction  arbitraire. 

Pour  que  deux  surfaces  gauches  soient  rectilignement  applicables,  il  faut  et  il 
suffit  que  deux  génératrices  correspondantes  coupent  les  lignes  de  striction  sous 
le  même  angle  et  aient  le  même  paramétre  de  distribution,  et,  en  outre,  que 
deux  couples  de  génératrices  correspondantes  interceptent  sur  les  lignes  de 
striction  des  arcs  égaux. 

L'équation  générale  des  surfaces  gauches  rectilignement  applicables  sur  une 
surface  gauche  donnée  contient  une  fonction  arbitraire.  Si  l'on  ajoute  cette  coo- 
dition,  que  la  ligne  de  striction  de  la  surface  cherchée  doit  être  plane,  cette 
surface  s'obtient  par  une  simple  quadrature.  En  particulier,  il  n'y  a  qu'une 
surface  gauche  à  ligne  de  striction  plane  qui  soit  rectilignement  applicable  sur 
un  hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe. 

Antoniari.  —  Sur  le  produit  de  deux  sommes  de  huit  carrés. 
(566-567). 

Démonstration  nouvelle  de  ce  théorème  :  le  produit  de  deux  sommes  de 
huit  carrés  est  une  somme  de  huit  carrés. 

Janiet,  —  Théorème  sur  les  complexes  linéaires.  (567-569). 

Si  tous  les  plans  osculalcurs  à  une  courbe  S,  aux  points  où  elle  est  ren- 
contrée par  un  plan  passant  par  une  droite  fixe  D,  concourent  en  un  même 
point  situé  dans  ce  plan  et  sur  une  droite  fixe  A,  toutes  les  tangentes  à  cette 
courbe  font  partie  d'un  complexe  linéaire;  par  rapport  à  ce  complexe,  les 
droites  D  et  A  sont  polaires  réciproques  Tune  de  l'autre. 

Parmi  les  courbes  douées  de  la  propriété  énoncée  figurent  l'hélice  (Reye),les 
cubiques  gauches  (Appcll),  et  plus  généralement  toute  ligne  asymptotique 
d'une  surface  réglée  dont  les  génératrices  rencontrent  deux  droites  fixes  D,  A. 

Poincaré.  —  Sur  un  théorème  de  M.  Liapounoff  relatif  à  l'équi- 
libre d'une  masse  fluide.  (622-625). 

Pour  une  masse  fluide  homogène  en  repos,  régie  par  la  loi  de  Newton,  la 
sphère  est  une  figure  d'équilibre  stable.  Pour  démontrer  qu'elle  est  la  seule 
figure   stable,   il   faudrait   établir   qu'elle   est  la   seule  qui  corresponde  à  un 


maximum  relatif  de  l't'ncrgie 


d-:  (h' 


\V  ^  /'l^ 


On  ne  sait  pas  le  faire,  mais  M.  LiapounofT  a  prouvé  que  la  sphère  coirei- 
pond  au  maximum  absolu  de  W. 
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M.  Poincaré  simplifie  la  démonstration  de  M.  LiapouDofT  par  des  considéra- 
lions  empruntées  à  l'Electrostatique. 

Après  avoir  établi  que,  pour  un  volume  donné  de  la  masse,  W  a  un  maximum 
absolu,  il  démontre  le  lemme  suivant  :  de  tous  les  conducteurs  de  même  vo- 
lume, c'est  la  sphère  qui  a  la  plus  petite  capacité  électrique  C.  Puis,  après 
avoir  mis  l'intégrale  W  sous  la  forme 

où  V  désigne  le  potentiel  à  la  surface  du  fluide,  il  observe  que  l'attraction 
d'une  figure  d'équilibre  sur  un  point  extérieur  est  la  même  que  celle  d'une 
charge  électrique  égale  à  t  répandue  à  la  surface  supposée  conductrice;  d'où 
l'on  conclut 

T  3    T»  • 

Donc  la  sphère  qui  correspond  au  minimum  de  C  doit  correspondre  au 
maximum  de  W. 

Kœnigs.  —  Sur  une  classe  de  formes  de  différentielles  et  sur  la 
théorie  des  systèmes  d'éléments.  (6-3-675). 

Soit  une  surface  {u)  dépendant  àt  n-\-\    paramétres 

Le  contact  de  deux  surfaces  infiniment  voisines  s'exprime  par  l'évanouisse- 
ment d'une  forme  des  différentielles  du  dont  les  coefficients  dépendent  de  u. 
Ces  formes 

(A)  M(a„  «*„  ...,  i/^,  I  rfw,,  du^,  ...,  cfM„^,)  =  M(a|cf£/) 

possèdent  deux  caractères  spécifiques,  l'un  algébrique,  l'autre  transcendant. 

Si  à  la  place  de  du^y  du^^  . . .,  du^^^^  on  introduit  les  variables  f„  f,,  . . .,  /^^, 
considérées  comme  coordonnées  ponctuelles  homogènes  linéaires  dans  l'espace 
à  n  dimensions,  l'équation 

M(ttU)  -o 

représente  une  surface  dans  cet  espace.  Ce  qui  caractérise  algébriquement  la 
forme  (A),  c'est  que  la  surface  M(ii|f)  =  o  a  des  plans  tangents  qui  ne  dé- 
pendent que  de  deux  paramètres. 
La  condition  de  contact  du  plan 

(P)  T,f,-+-T,f,-f-...-+-T,^.f,^.=  o 

s'exprime  par  n  —  1  équations  homogènes 

(B)  ;)lL.(w|T)  =  o,        aiL,(w|T)=o,         ...,        ^„_.(ii|T)=o. 

en  sorte  que  la  forme  (A),  au  lieu  d'avoir  une  forme  adjointe^  comme  c'est  le 
cas  général,  possède  un  système  adjoint  (B)  de  formes. 

Le  rarari«''re  transcendant  ronsislc  en  ce  que  les  équations  simultanées  aux 
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dérivées  partielles 

(C)    i)n.,(..|g)  =  o,     oit.(«|g)  =  o nii^,(u 


admettent  une  solution  complète  comprenant  trois  constantes  (dont  une  acldi- 
tivc  è  la  fonction  6). 

Réciproquement,  si  l'on  part  d'un  système  complet  quelconque  (C),  en  for- 
mant les  équations  (B)  et  cherchant  l'enveloppe  du  plan  (P)  qui  vérifie  c^ 
équations,  on  tombera  sur  une  forme  M{u  |  t).  La  forme  M  (m  I  du)  est  fonda- 
mentale pour  une  infinité  de  systèmes  d'éléments;  tous  ces  systèmes  d'éléments 
dérivent  les  uns  des  autres  par  une  transformation  de  contact. 

De  Loffgc/iamps  (C).  —  Sur  la  rectification  de  la  trisectrice  de 
Maclaurin  au  moyen  des  intégrales  elliptiques.  (676-678). 

L'auteur  indique  une  génération  de  cette  courbe  qui  conduit  à  sa  rectification 
au  moyen  des  intégrales  elliptiques  de  première  et  de  deuxième  espèce  : 

Si  dans  un  cercle  on  prend  un  rayon  fixe  et  que,  par  les  extrémités  de  ce 
rayon,  on  mène  deux  semi-<lroites  parallèles  variables,  elles  rencontrent  le 
cercle  en  deux  points  B  et  C;  le  pôle  de  la  droite  BC  décrit  la  trisectrice  de 
Maclaurin. 

Darboux.  —  Sur  un  problème  relatif  à  la  théorie  des  surfaces 
minima.  (728-733). 

Dans  une  Communication  antérieure  (  Comptes  rendus^  t.  Cil,  1886),  M.  Dar- 
boiix  a  donné  deux  solutions  de  ce  problème  :«  Déterminer  les  surfaces  minima 
algél)riqnes  inscrites  dans  une  développahle  alg(.'bri(|uc  ».  A  ces  deux  solutions  il 
en  ajoute  une  Iroisièmc,  fondée  sur  le  mode  suivant  de  f;énération  des  surfaces 
minima,  (lu  à  M.  Kibaucour  :«  Klanl  données  deux  dévcloppables  2,  21,,  circon- 
scrites au  cercle  de  l'infini,  la  surface  minima  la  plus  générale  est  l'enveloppe 
des  plans  perpendiculaires  à  toutes  les  tangentes  communes  de  ces  dévclop- 
pables, et  équidislanls  des  deux  points  de  contact  de  ces  tangentes  communes». 

Cette  définition  conduit  M.  Darboux  à  une  solution  très  simple  du  problème 
proposé.  Pour  obtenir  toutes  ces  surfaces  minima  inscrites  dans  une  dévclop- 
pablc  A,  on  tiélerminera  toutes  les  surfaces  réglées  dont  les  génératrices  sont 
normales  aux  plans  de  A  et  pour  lesquelles  le  point  central  de  cbaque  généra- 
trice se  trouve  dans  le  plan  corresponriant  de  A.  Les  arêtes  de  rebroussement 
des  deux  dévcloppables  circonscrites  à  cha(|ue  surface  réglée  et  au  cercle  de  Tin- 
fini  seront  les  courbes  minima  au  moyen  (lcs<|uelles  on  peut,  comme  l'a  montré 
M.  Lie,  engendrer  la  surface  minima  correspondante. 

Si  l'on  rapporte  les  points  de  l'espace  au  Irièdrc  mobile  formé  parla  tangente, 
la  normale  principale  et  la  binorniale  en  un  point  de  l'arète  de  rebroussement 
de  A,  la  droite  qui  engendre  la  surface  réglée  satisfaisant  aux  conditions 
énoncées  aura  pour  équations 

dv 


'"-'-       -^^-^7/7' 


ds 
où  —  désigne  l'angle  de  contingence  en  M.  Ces  formules  résolvent  coinplcle 

Cl 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  i8i 

ment  le  problème;  on  choisira  arbitrairement  y,;  si  y^  est  algébrique,  la  sur- 
face minima  correspondante  sera  algébrique.  Ces  formules  se  traduisent  par 
une  construction  géométrique  que  M.  Darboux  donne  en  terminant. 

Autonne.  —  Sur  les  substitutions  crémoniennes  quadratiques. 

(767-770). 

Dans  une  Note  antérieure  {Comptes  rendus^  t.  CIII)  Tauteur  étudiait,  dans 
un  cas  très  particulier,  les  groupes  d'ordre  flni  contenus  dans  le  groupe  quadra- 
tique crémonien.  Abordant  le  problème  dans  toute  sa  généralité,  M.  Autonne 
fait  connaître  actuellement  les  propriétés  d'une  substitution  quadratique  Isolée. 

Toute  crémonienne  quadratique,  qui  n'est  pas  crémonique,  est  le  produit  de 
deux  ou  trois  crémoniques. 

Toute  crémonique  ou  crémonienne  quadratique  peut  être  obtenue  en  combi- 
nant les  substitutions  Cremona  quadratiques  avec  des  linéaires  monistiques  ou 
dualistiqucs;  ce  résultat  est  l'analogue  du  fait  bien  connu  que  toute  substitution 
Cremona  d'ordre  quelconque  est  un  produit  de  substitutions  Cremona  quadra- 
tiques et  de  collinéalions. 

Par  crémonienne  équivalente  à  une  crémonienne  5,  l'auteur  entend  une  cré- 
monienne tis^y  OÙ  a  et  p  sont  des  substitutions  monistiques  ou  dualistiques.  Il 
fait  connaître  les  quatre  substitutions  canoniques^  à  l'une  desquelles  est  équi- 
valente toute  crémonienne  quadratique,  produit  de  deux  crémoniques,  et  les 
deux  substitutions  canoniques^  à  l'une  desquelles  équivaut  toute  crémonienne 
produit  de  trois  crémoniques. 

Bortniker  (M"*).  —  Sur  un  genre  particulier  de  transformations 
homographiques.  (771-773). 

Sous  le  nom  à^homologie  biaxiale^  M.  Sylvester  envisage  une  transformation 
homographique  définie  de  la  manière  suivante  :  Étant  données  dans  l'espace 
deux  droites  H  et  H,,  par  un  point  variable  M  on  mène  la  droite  qui  rencontre 
à  la  fois  H  et  H,,  et  l'on  prend  sur  cette  droite  le  point  M'  tel  que  le  rapport 
anharmonique  des  points  M,  M' et  des  points  h,  A,,  où  la  droite  rencontre  H,  H„ 
soit  une  constante  A*. 

M"*  Bortniker  examine  si  deux  figures  homographiques  quelconques  peuvent 
être  déplacées  de  manière  que  l'une  devienne  la  transformée  de  l'autre  par 
homologie  biaxiale.  Désignant  par  Xj  y  y  Zy  t  les  coordonnées  rectangulaires  du 
point  M,  par  X,  Y,  Z,  T  celles  de  M',  elle  établit  les  formules  qui  réalisent  la 
transformation  de  M.  Sylvester  et  cherche  à  les  ramener,  conformément  à  un 
résultat  général  dû  à  M.  Richelot,  au  type 

\  =  'Ky,        Y  =  [xx,         Z  =  v^,        T  =  p5, 

Xy  y  y  Zy  t  et  X,  Y,  Z,  T  représentant  les  coordonnées  de  M  et  de  M',  par  rap- 
port à  des  systèmes  d'axes  différents.  Or,  en  faisant  cette  réduction,  on  est 
conduit  à  l'équation  de  condition 

V  =  Xjx. 

Les  coefficients  \  pi,  v  n'étant  pas  indépendants,  la  transformation  homo- 
graphique de  M.  Sylvester  n'est  pas  générale. 
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On  peut  se  donner  les  formules  de  Thomologie  biaxiale 

X-'ky-j        Y  =  jix,        Z  =  V^»        T  =  s, 

et  chercher  les  droites  qui  correspondent  aux  valeurs  choisies  par  ^  et  a. 
L'auteur  donne  la  solution  de  ce  problème  et  trouve  qu'il  y  a  deux  séries  diffé- 
rentes de  transformations  donnant  les  mêmes  figures  qu'une  homologie  biaxiale 
donnée  :  la  deuxième  figure  transformée  s'obtient  en  faisant  tourner  la  première 
de  180*  autour  de  l'un  des  axes  des  x  ou  des  y. 

Darboux.  — Remarques  sur  la  Communication  précédente.  (773- 
j  j  j  J' 

Après  avoir  retrouvé,  par  une  méthode  différente,  le  résultat  obtenu  par 
M^^*  Bortniker,  Tauteur  montre  qu'on  réalise  la  transformation  homographique 
la  plus  générale  en  faisant  suivre  ou  précéder  d'une  transformation  homothé- 
tique  la  transformation  homologique  de  M.  Sylvester. 

M.  Darboux  signale  encore  la  propriété  suivante  :  «  Etant  donnée  une  transfor- 
mation homographique,  si  les  génératrices  rectilignes  de  l'un  des  systèmes 
d'une  quadrique  s'y  correspondent  à  elles-mêmes,  la  transformation  est  une 
homologie  biaxiale  dont  les  deux  axes  appartiennent  à  l'autre  système  de  géné- 
ratrices de  la  surface».  L'auteur  utilise  cette  propriété  pour  faire  voir  que  l'ho- 
mologie  biaxiale,  combinée  avec  des  déplacements,  donne  lieu  à  une  transfor- 
mation contenant  quatorze  constantes,  c'est-à-dîrc  une  de  moins  que  n'en 
comporte  l'homologie  la  plus  générale. 

Halphen,  —  Sur  le  mouvement  d'un  solide  dans  un  liquide.  (807- 

Parmi  les  inouvomonls  d'un  corps  solide  dans  un  liquide  iodcfini.  le  plus 
simple,  signalé  par  Kin  hholT  el  Clohsoh,  conduit  à  des  quadratures  elliptiques. 
Pan'i  ce  cas.  les  èlémenls  du  mouvemenl  peuvent  sexprimer  par  les  fonctions 
elliptiques  en  fonction  explicite  du  temps. 

En  faisant  celle  nouvelle  application  des  fonctions  elliptiques.  M.  Halphen 
est  parvenu  à  des  formules  qui  rendent  aisément  compte  du  mouvement 
cherché.  Parmi  ces  formules,  celles  qui  représentent  la  rotation  du  corps 
solide  font  apparaître  une  décomposition  en  deux  mouvements  à  la  Poinsot  et 
une  rotation  autour  d'un  axe  fixe  dans  le  corps.  Dans  le  cas  où  le  corps  est 
homogène  el  de  révolution,  cette  dernière  rotation  disparait.  Cette  proposition 
est  analogue  au  théorème  de  Jacobi.  d'après  lequel  le  mouvement  d'un  corps 
grave  de  révolution,  suspendu  dans  le  >itle.  est  dec«»mposable  en  deux  mouve- 
ments à  la  Poinsot. 

Dans  le  cas  du  solide  immerge,  la  décomp<^sition  présente  un  cas  exceptionnel 
qui  se  dislingue  seulement  p.ir  le  signe  d'un  coeflîcient.  celui  où  les  mouve- 
ments comp^^>ants  sont  imdgin.<irc>. 

V  défaut  des  formules  mêmes  qui  donnent  la  siluati'^n  du  corps  à  tout  instant, 
la  prof^t^silion  suivante  donne  une  idce  <ultîsanle  du  mouvement  du  solide.  Ce 
mouvement  se  compose  :  i"  dun  mouvement  hrlic-'idal  uniforme  autour  d'un 
axe  live  dans  l'espace;  r  d  une  rotation  unjforme  aul»>ur  d'un  a\e  fixe:  ^*  d'an 
mouvemenl  peri-^dique. 
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Kœnigs.  —  Sur  une  classe  de  formes  de  différentielles  et  la  théorie 
des  systèmes  quelconques  d'éléments.  (842-844)« 

L'auteur  donne  rinterprétation  géométrique  des  solutions  du  système  complet 

(C)  On..(u|£)=o,       31t.(u|.f-)  =  o ^^.H£)  =  °' 

défini  dans  sa  Note  précédente. 

Soit  (p(a,  ^  I  li)  —  Y  une  solution  complète  avec  trois  constantes  a,  p,  7  ;  on 
obtient  un  système  de  surfaces  donnant  lieu  à  la  forme  M{u  \  du)  en  prenant 
celles  dont  l'équation  est  2  =  cp(  j:,  j^  |  u). 

Si  l'on  suppose,  au  contraire,  les  équations  (C)  vérifiées  identiquement  ou 
en  vertu  de  l'équation 

e(M,,  M„  ...,i/,^J=o, 

0  étant  une  fonction  des  u,  l'équation  0  =  o  exprime  que  les  surfaces  qui  la 
vérifient  sont  assujetties  à  toucher  une  courbe  fixe  ou  une  surface  fixe  ou  bien 
à  passer  par  un  point  fixe. 

Réciproquement,  pour  que  l'équation  6=0  exprime  une  telle  propriété,  il 
faut  que  les  équations  (C)  soient  vérifiées.  Cette  interprétation  est  la  même 
que  celle  de  l'évanouissement  du  paramètre  différentiel  de  M.  Klein  dans  le  cas 
des  droites. 

Si  l'on  distingue  deux  espèces  de  classes  d'éléments  :  i<*  les  classes  dont  tous 
les  systèmes  d'éléments  sont  des  systèmes  de  surfaces;  a»  les  classes  dont  l'un 
des  systèmes  est  composé  de  courbes,  à  quel  caractère  reconnaltra-t-on  qu'une 
forme  }A{u\du)  se  rapporte  à  une  classe  de  deuxième  espèce?  Il  faut  et  il 
suffit  pour  cela  que  les  équations  (  C  )  forment  un  système  complet  semi-linéaire, 
c'est-à-dire  admettant  une  solution  de  la  forme 

?(*l")-+-?  +  (*|w)-r» 

où  a,  ^,  Y  sont  trois  constantes.  Les  courbes 

x  =  ?(2|a),       y  =  ^{z,u), 

prises  pour  éléments,  donnent  la  forme  fondamentale  }A{u\du). 

Dans  la  recherche  des  formes  M(a  |  du)  on  peut  toujours  supposer  qu'aucune 
des  équations  (C)  n'est  linéaire.  De  là,  on  déduit,  en  particulier,  que  les 
systèmes  d'éléments  qui  donnent  lieu  à  une  forme  quadratique  ne  peuvent 
contenir  plus  de  quatre  paramètres. 

Jamet.  —  Sur  une  certaine  équation  différentielle.  (844*846). 

Étant  donnée  une  équation  différentiel  le  du  second  ordre 

si  parmi  les  courbes  qu'elle  représente  (en  coordonnées  rectangulaires)  on  con- 
sidère celles  qui  passent  par  un  point  fixe  (x,  y)j  le  lieu  de  leurs  centres  dr 
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courbure  en  ce  point  est  immédiatement  donné  par  Téquation 

L'auteur  signale  un  cas  où  cette  équation  est  du  troisième  degré  par  rapport 
aux  coordonnées  courantes  Ç,  r^y  et  déduit  des  propriétés  des  cubiques  les  pro- 
priétés du  faisceau  correspondant. 

Desboves.  —  Sur  un  théorème  relatif  à  la  résolution  de  l'équation 
aX*  -i-  bY'  =  cZK  (846-847). 

Si  Ton  désigne  par  {x,  y^  «),  (x',  y\  z')  deux  solutions  en  nombres  entiers 
de  réquation 

(i)  aX«-+-ftY«=cZ% 

on  obtient  une  nouvelle  solution  (X,  Y,  Z)  parles  formules 

t'       ar'X  =ic»V  — ftcy'jx»,       y'Y  =  y»V— acar*|i«, 
x'^z'^Z  —  \lix^\^-¥bcy^^^)z''>rihxyy'\^Y-\-t\abx^y*x'^\*^\ 
X  =  ax'x''—  by*y*,        \l  =  xyz'-h  zx'y'. 

M.  Dcsboves  a  vérifié  sur  un  certain  nombre  d'équations  de  la  forme  (i)  le 
théorème  suivant  :  «  On  obtient  la  solution  complète  en  nombres  entiers  d'une 
équation  de  la  forme  (i)  par  autant  de  systèmes  (2)  que  l'équation  a  de  solu- 
tions primitives  {x',  y\  z').   > 

Raffy,  —  Sur  la  rectification  des  courbes  planes   unicursales. 

(892-8(,,H). 

L'auteur  se  propose  de  trouver  toutes  les  courbes  planes  unicursales  dont 
l'are  est  une  fonction  rationnelle  des  coordonnées  et  par  suite  d'un  paramètre  £. 
Ces  courbes  sont  les  (Icveloppées  des  courbes  dont  la  courbure  est  une  fonction 
rationnelle  de  t. 

On  obtient  toutes  les  courbes  à  courbure  rationnelle  en  prenant  les  enve- 
loppes des  droites 

(ï)  P*(a;4-i>)  — a'(^— i>')  —  2Y  =  o, 

où  a,  p,  Y  sont  trois  fonctions  arbitraires  de  /,  les  deux  premières  entières  et 
la  dernière  rationnelle. 

De  l'équation  (i)  on  déduit  l'expression  des  coordonnées  de  toutes  les  courbes 
à  arc  rationnel.  Inversement,  on  peut  se  donner  une  fonction  rationnelle  de  t 
et  chercher  s'il  existe  une  courbe  unicursale  dont  l'arc  soit  exprimé  par  celte 
fonction;  si  l'on  se  borne  aux  courbes  qui  ne  passent  pas  par  les  points  cy- 
cliques, on  peut  toujours  répondre  à  la  question.  Ce  cas  comprend  celui  où 
l'arc  est  entier. 

Goursat.  —  Sur  les  fonctions  uniformes  provenant  de  séries  hy- 
per<^éonié triques  de  deux  variables.  (8()3-8(:)6). 
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On  sait  que  les  intégrales  définies 

où  gf  h  désignent  deux  des  quantités  o,  i,  Xf  y,  ce,  satisfont  à  un  système  de 
trois  équations  linéaires  du  second  ordre  aux  dérivées  partielles  qui  admettent 
trois  solutions  communes  linéairement  indépendantes  (>>,,  (>>,,  u,. 

M.  Picard  a  montré  que  dans  le  cas  où  Xh-ji  — i,  2 — ^ — ô, —  b,  et  les 
sommes  analogues  sont  les  inverses  de  nombres  entiers  positifs,  les  équations 


donnent  pour  x  et  y  des  fonctions  uniformes  hyperfuchsiennes  de  it  et  t. 

M.  Goursat  signale  un  autre  cas  où  les  mêmes  équations  donnent  pour  x  et 
y  des  fonctions  également  uniformes,  mais  quadruplement  périodiques,  de  z  et 
/.  Ce  cas  est  caractérisé  par  les  valeurs 

Il  est  analogue  au  cas  de  la  série  hypergéométrique  ordinaire  où  Ton  a 


I 


I 


—  r  =  r  —  *  — ?  =  ?  —  «=  7 


On  peut  rattacher  au  cas  particulier  examiné  par  M.  Goursat  toute  une  suite 
de  systèmes  S  pour  lesquels  les  variables  indépendantes  et  l'intégrale  s'expri- 
meront au  moyen  des  fonctions  8  à  deux  variables. 

Picard.  —  Sur  les  séries  hypergéomé triques  de  deux  variables. 

(896-897). 

M.  Picard  avait,  il  y  a  quelque  temps,  été  conduit  au  même  résultat  que 
aM.  Goursat  (voir  ci-dessus).  Dans  un  Mémoire  publié  en  i885  dans  les  Annales 
de  l'École  Normale,  il  a  montré  qu'à  tout  système  S  correspondant  à  une  in- 
tégrale hypergéométrique  à  deux  variables  on  peut  associer  une  forme  quadra- 
tique de  trois  variables  indépendantes  à  indéterminées  conjuguées  qui  reste 
invariable  par  les  substitutions  du  groupe  du  système  S.  Le  discriminant  de 
cette  forme  est  en  général  différent  de  zéro;  et  c'est  en  recherchant  ce  que 
deviendraient  les  fonctions  fuchsiennes  dans  un  cas  où  ce  discriminant  serait 
nul  que  M.  Picard  a  été  conduit  au  cas  particulier  donné  par 

\  =  ll  =  b^=:b,=  y 

L'auteur  signale,  en  terminant,  le  cas  de 
qui  donne  de  véritables  fondions  hyperfuchsiennes. 
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D^Ocagne,  —  Sur  les  péninvamnis  des  formes  binaires.  (961- 

964). 

Si  cv^  et  tv  sont  des  péninvariants  de  degrés  respedill  ji  et  ^  de  la  forme 
représentée  symboliquement  par  (ar-f-ay)%  l'expression  ^WlvL  —  P^f^^  ^^ 
aussi  un  péninvariant  de  cette  forme. 

Cette  proposition  est  susceptible  de  nombreuses  applications. 

Pour  w   =3  a.  on  déduit  du  péninvariant  w   celui-ci 

En  répétant  deux  fois  cette  opération,  et  ajoutant  au  résultat  rexpression 
^4-i)(a,a, —  aî)w  ,  on  arrive  au  péninvariant 

«»'^,.=  a,«^-  a/?atW^-+-/?•a,«'^• 
AppIiquant  la  même  opération  à  (v      et  ajoutant  au  résultat /?  (/?  +  i)  fois  le 
péninvariant 

a(a.a,— aî)«'^— /?(a,a,— a.ajiv^, 

déduit  du  théorème  général  en  faisant  (v=  a^a, —  a',  on  obtient  le  péninvariant 

Ainsi  se  trouve  conGrmée  jusqu'à  l'indice  3  cette  induction  de  M.  Perrin,  que 
si  w  est  un  péninvariant  de  la  forme  {^x  -\-  ayY^  il  en  est  très  probablement 
de  même  de 

De  Longclianips  (G.).  —  Rectification  des  cubiques  circulaires, 
unicursales,  droites,  au  moyen  des  intégrales  elliptiques.  (964- 

966). 

Ces  cubiques  peuvent  tHrc  engendrées  de  la  manière  suivante  :  Etant  donnés 
dans  un  plan  une  circonf«''rence  0,  une  droite  A  et  un  point  fixe  M  sur  O,  si 
par  M  on  mène  une  droite  mobile  rencontrant  O  en  A,  A  en  B,  et  qu'on  prenne 
BI  —  OA,  le  lieu  du  point  I  est  une  cubique  circulaire  unicursale;  cette  cubique 
est  droite  si  A  est  perpendiculaire  sur  le  diamètre  qui  passe  par  M. 

De  là  résulte  pour  l'équation  polaire  d'une  pareille  cubique 

b 

^  z=z  a  cos  bi  -f-  » 

cosco 

et  pour  l'élément  de  son  arc,  si  l'on  pose  tangw  —  z,  — ^^   —  A, 

(/Z 

as  —  oy  ^/^-  -  -  I  {i   -~  h  )  z' -r-  z'  —    -^  • 

1   —i-    Z^ 

Ainsi  toutes  les  cubiques  circulaires,  unicursales,  droites,  peuvent  èlrc  rec- 
tifiées au  moyen  des  intégrales  elliptiques. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  187 

Pinczon,  —  Sur  la  génération  de  l'herpolhodie.  (io48-io5i). 

L'auteur  donne  une  image  très  nette  de  Therpolbodie  en  rapportant  cette 
courbe  à  un  axe  mobile  Ox  défini  de  la  manière  suivante  : 

Soient  \0Y  le  plan  perpendiculaire  à  l'axe  des  quantités  de  mouvement; 
Ox,  Oy,  Os  les  axes  principaux  d'inertie  (A>B>C);  Ox  Tintersection  des 
plans  XOY,  xOy\  a  l'angle  formé  par  le  rayon  vecteur  p  de  la  courbe,  projetée 
sur  XOY,  avec  Ox  P"S  pour  axe  polaire. 

En  posant,  suivant  l'usage, 

An»-t-B/?»4-Cç'»=  /i,        A'n«-+-B»/?*-hC»7*=  A», 
on  trouve 


_     A'-CA         /A[AA  — A-«  — B/?'(A  — B)] 
^"^^■";t(A-B)/>V  C[A'»-CA-B/?«(B-C)]' 

_  (A'-  Ch){Kh  —  k*)  -k*{K  —  B)(B  -  G)/?' 
.         ""  ACTiA" 

En  éliminant  />>  entre  ces  deux  équations,  on  obtiendrait  l'équation  polaire  de 
rherpolhodie;  mais,  pour  la  discussion,  il  est  plus  commode  de  conserver  la 
variable  auxiliaire/),  et  l'on  voit  immédiatement  que  : 

Si  A*»  —  B7i>o,  la  courbe  a  la  forme  d'un  ovale  symétrique  par  rapport  à 
Taxe  polaire  Ox  et  à  sa  perpendiculaire  Ot;; 

Si  A:* — BA  <o,  la  courbe  se  compose  de  deux  ovales  symétriques  par  rapport 
à  Ot^  et  coupés  symétriquement  par  Ox  î 

Si  A:* —  BA  =  o,  la  courbe  est  analogue  à  une  lemniscate. 

IJ  limbe  ri  (G.).  —  Sur  les  courbes  algébriques  rectifîables.  (io5i- 
io53). 

II  s'agit  des  courbes  algcbriqucs/(  j;,  j^)  r=  o,  dont  l'arc  peut  s'exprimer  par 
une  fonction  algébrique  des  coordonnées. 

En  désignant  par  (>>  une  constante  et  par  R  une  fonction  rationnelle  de  x,  ^, 
l'arc  d'une  pareille  courbe  s'exprimera  par  la  formule 

On  conclut  de  là  que  toute  courbe  algébrique  rectifiable  est  la  développée 
d'une  courbe  algébrique.  Pour  que  l'arc  s  soit  une  fonction  rationnelle,  il  faut 
et  il  suffit  que /^" -+-/''  soit  un  carré  parfait,  c'est-à-dire  que  la  courbe/ =  o  soit 
une  courbe  de  direction  (Laguerre).  Il  en  rénulte  que  les  courbes  algébriques 
planes,  dont  l'arc  peut  s'exprimer  par  une  fonction  rationnelle  des  coordonnées, 
sont  les  développées  des  courbes  algébriques  de  direction  simples  (c'est-à-dire 
coupées  orthogonalement  en  un  seul  point  par  leurs  normales)  ;  ou  bien  encore, 
que  ces  courbes  sont  les  caustiques  par  réflexion  des  courbes  algébriques,  les 
rayons  lumineux  étant  parallèles,  et  réciproquement. 

Les  épicycloïdes  à  arc  rationnel  s'obtiennent  en  prenant  pour  rapport  du  rayon 
du  centre  mobile  au  rayon  du  centre  fixe  une  fraction  irréductible  de  dénomi- 
nateur pair. 

Quand  l'arc  s  d'une  courbe  algcbriquc/=  o  est  rationnel,  il  s'exprime  par 
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la  formule 

B  =  o,  C  =  o  étant  des  adjointes  de  degrés  n  —  a  etn  — 3  en  général,  et  de 
degrés  n—  i  et  /i  —  2  si  /  =  o  est  unicursale. 

Mouchât.  —  Propriétés  descriptives,  segmentaires  et  métriques 
de  la  ligne  droite  de  mode  quelconque.  (io53-io55). 

Schoutc.  —  Etude  géométrique  d'un  complexe.  (loSo-ioS^). 

L'auteur  décrit  le  complexe  '^  des  droites  d  dont  les  distances  à  deux  droites 
fixes  l  et  /'  sont  dans  un  rapport  donné  /. 

Le  cône  du  complexe  relatif  à  un  point  P  est  du  quatrième  ordre;  il  a  trois 
arêtes  doubles,  les  parallèles  aux  deux  droites  /,  /'  et  Tintersection  des  deux 
plans  (P, /)  et  (P,  l'). 

La  courbe  du  complexe  relatif  à  un  plan  t.  eU  de  la  quatrième  classe:  elle 
a  deux  tangentes  doubles  :  i**  la  droite  de  t.  qui  s'appuie  sur  /  et  /';  a*  l'inter- 
section de  '::  avec  le  plan  de  l'infini. 

Le  complexe  ^  a  deux  points  principaux  (doubles),  les  points  de  /  et  /*  situés 
dans  le  plan  de  Tinfini  et  sept  plans  principaux,  un  double  qui  est  le  plan  de 
l'infini  et  six  simples. 

Le  lieu  du  point  P  pour  lequel  le  cône  du  complexe  se  décompose  en  deux 
cônes  du  second  degré  est  l'hyperboloïde  réglé  orthogonal  dont  les  points  ont 
des  distances  à  /  et  à  T  qui  sont  entre  elles  dans  le  rapport  /. 

L'auteur  énumère  beaucoup  d'autres  propriétés  du  complexe  ^  et  examine  le 
cas  particulier  où  les  axes  sont  parallèles.  Le  complexe  est  alors  caractérisé  par 
quatre  droites  principales  simples  :  les  deux  droites  parallèles  aux  aves  qui 
divisent  la  distance  de  ces  axes  dans  le  rapport  donné,  et  les  tangentes  au  cercle 
commun  à  toutes  les  sphères  menées  par  le  point  d'intersection  des  axes  dans 
le  plan  de  Tinfini. 

Amigues.  —  Théorèmes  sur  les  surfaces  gauches.  (^io<)2-n)9iV 

Caspary.  —  Sur  une  méthode  élémentaire  pour  obtenir  le  théo- 
rème fondamental  de  Jacobi  relatif  aux  fonctions  6  d'un  seul 
argument.  [\oiy\-\o{)G), 

Perrin.   —  Sur  les  péninvariants  des  formes  binaires.  •  ioo"-iooq^. 

Soient  (v  ,  w  doux  péninvariants  de  la  forme  binaire  {a  .  a,,  ...  a  ^  \xyY^ 
de  déférés  resj>cctifs  /?  et  7;  si  !J  désigne  une  variable  fictive  par  rapport  à 
laquelle  a^  admet  pour  dérivées  sucessives  a,,  a^ rexpre>sion 


r(  r  —  n 


</'»v.</-M 


est  un  pèninvariant,  quel  que  soit  /•. 
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Ce  théorème,  généralisation  d'un  autre  théorème  dont  M.  Perrîn  avait  anté- 
rieurement annoncé  l'existence  probable,  est  la  conséquence  immédiate  de  la 
proposition  suivante  : 

Soient  w  un  péninvariant  de  degré  />,  wj,*"^  sa  /•*'•*•'  dérivée  par  rapport  à  Jî,  -^ 
l'opérateur  a^  ^z"^  ^^i  "Z ^^^tÂ •"  •  •  •*'  ^^  ^»  ^"^*  ^"^  ^^*^  ''» 

— — -  =  r^iv*^'. 

Jensen,  —  Sur  la  fonction  ^(5)  de  Riemann  (1  i56-i  iSq). 

L'auteur  établit   par  une  analyse  assez  élémentaire  l'holomorphisme  de  la 

fonction 

/i  =  « 


(*-I)Ç(*)  =  2](*-0'»-^ 


n=\. 

Il  y  parvient  en  développant  cette  fonction  suivant  les  puissances  croissantes' 
de  *  —  I  : 


(*-i)(;(*)  =  i-+-2]Cv(*-0% 


v  =  l 
les  coefficients  C^  étant  donnés  par  la  formule 


/l  =  00 


^^--^d—ZàV         n Iog'(/i-4-.)-f-log^nJ. 

M.  Jensen  donne  la  valeur  des  dix  premiers  coefficients  C^  avec  neuf  déci- 
males exactes;  le  premier  C,  est  la  constante  C  d'Euler. 

M.  Stieltjes  a  prouvé  la  réalité  de  toutes  les  racines  x  de  l'équation 

M.  Jensen  montre  que  ces  racines  sont  liées  par  la  relation  remarquable 
>  '. =  I  H-  -  G locx  —  log  2  =  o.osSi  . . . 

De  là  résulte  une  limite  inférieure  8/4  pour  la  plus  petite  racine  oc. 

Sylvesler.  —  Sur  une  découverte  de  M.  James  Hammond  rela- 
tive  à  une  certaine  série  de  nombres  (jui  figurent  dans  la  théorie 
de  la  transformation  Tchirnhausen.  (i2'>i8-iu3r). 

llamilton  a  montré  que,  étunl  donnée  une  équation  algébrique  de  degré 

j,  3,  3,  II,  4;,  ç)>3,  4*>9^>«9 

on  peut,  par  la  méthode  dite  de  Tschirnhausen,  la  transformer  en  une  autre  où 
JSull.  des  Sciences  maChém.,  2*  série,  t.  XÏL  (Décembre  1888.)  R.i5 
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maiiquenl  les  i,  2,  3,  /|,  5,  fi,  7,  . . .  termes  consécutifs  après   le  premier,  sans 
avutr  jamais  à  résoudre  une  éciualion  de  degré  supérieur  à 

ï»    ''1   Of   i|(   0^   O,   "j f    .... 

M.  Sylvestcr  a  imaginé  un  triangle  do  chitTres  permettant  d'obtenir  la  suite 
des  nombres  2,  3,  5,  ii,  47«  •••»  qu'il  appelle  nombres  de  HamUton  et  qu'il 
désigne  par  il„,  H„  H,,  H„  H,,  H^,  

Par  la  méthode  des  fonctions  génératrices,  M.  Hammond  a  obtenu  entre  ces 
mêmes  nombres  la  relation  récurrente 

H  =2-+-?.(II,.,)-?,(H,^)-+.?,(H,_,)-..., 

où  le  symbole  3^(7)  représente 

<7(7  — i)...(y  — r-4-1) 
i.a  ...  r 

Cette   formule   permet  de   démontrer   que  H-^^  ;  H'  est  plus  petit  que  -  pour 

toute  valeur  finie  de  i\  et  égale  à  -  pour  i  infmi. 

Bourget,  —  Représentation  gromélrique  des  propriétés  infinité- 
simales du  premier  ordre  des  complexes,  (i  253-1 254). 

M.  K<rnigs  avait  annoncé  la  possibilité  d'une  représentation  géométrique  pour 
les  propriétés  des  complexes,  anal«>gue  à  celle  qu'a  donnée  M.  Mannheim  pour 
les  propriétés  infinitésimales  du  premier  ordre  des  congruenccs.  La  Note  de 
M.  Hournot  a  pour  but  de  montrer  coiiimenl  on  peut  réaliser  cette  représen- 
tation. 

Casparv.   —   Sur  les    llicoivmes  d'addition  des   fonctions  ihèla. 

Gcn«  raiisaiil  la  môlliodr  cmploycc  dans  une  Note  antérieure  pour  les  fonclion^ 
tlnMa  li'un  s«Mii  aii^iimrnl.  M.  (iaspary  obticiit  une  relation  qui  fournit  inimé- 
(lialonionl  dos  tlicorrincs  d'addition  dans  lesquels  figurent  5/7i  syslèmes(  i  w-4) 
«le  0  arfiunuMils  indépendants. 

/\v77//.  —  Sur  les  pëninvarianls  des  formes  binaires  (i  258-1  .>6o). 

Si  \v  est  un  péninvariant  de  dc^ré  />,  de  poids  r  et  d'étendue  n  (c'est-à-dire 
oonlonant  n^  sans  contenir  ^/„^,,  "„^,,   . . .  ),  l'expression 

(hv                                     0\V  i)\v 

j~(i  —  -   (a-    -/>  )  <i^ i-  . . .  —  (  >■::  —  np)a,   , 


,i(i,  '  Oa,  ^  '    "^^  ihi 


f» 


lionne  un  pêninvariant  (de  dei:rê  y>,  de  poids  r  -^  i  et  d'étendue  /i  -h  i  ). 

Après  0.'  tliéorènie,  qui  fournit  une  série  indèlinio  de  péninvariants  du  mémo 
dei;rè  que  eelui  dont  on  part.  M.  Perrin  établit  le  suivant  : 

->  Si  ilans  un  ptninvariant  v  1  de  degré />,  de  poitN  r.  d'étendue  n)  on  rem- 
plaro  fi  .  #/ //,^  par  \\\  w vv'"  .  i\- étant  un  péninvaridnt  «de  degré/?. 
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de  poids  *ï:',  d'élcnduc  n')  et  iv',  . ..,  (vv»),  ses  dérivées  successives  par  rapport 
à  la  variable  fictive  Ç,  le  résultat  est  un  péninvariant  (de  degré  pp'  de  poids 
it  -t-/>i:',  d'étendue  n-{-n'). 

L'auteur  énonce  enfin  un  théorème  qui  renferme  comme  cas  très  particulier 
un  des  théorèmes  de  sa  Note  précédente  : 

«  Si  dans  un  péninvariant  quelconque^  relatif  à  un  système  quelconque  de 
formes  binaires  indépendantes,  on  remplace  un  nombre  quelconque  de  séries 
de  coefficients  de  ces  formes,  savoir  :  a„,  a,,  ...,  a^  par  j»"*»,  /?'*~V,  ...,  v^"); 
a',,  a^^,  ...,  a^  par  q'"Wy  ^"•-'tv',  ...,  ivC"*),  et  ainsi  de  suite,  v,  w,  ...  étant 
des  péninvariants  quelconques  des  degrés  p,  q,  ...,  relatifs  à  des  formes  ou 
systèmes  de  formes  quelconques^  et  v',  v",  ...,  w\  w",  ...  leurs  dérivées  suc- 
cessives par  rapport  à  2^,  le  résultat  sera  un  péninvariant  relatif  au  système 
composé  de  toutes  les  formes  dont  les  coefficients  subsistent  dans  ce  ré- 
sultat. » 

Goursat.  —  Sur  un  système  d'équalions  aux  dérivées  partielles. 
(i36i-i363). 

M.  Goursat  indique  un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles  qui  se 
rattache  aux  systèmes  linéaires  de  la  forme 

ir  =  a,/>  -4-  a^q  -+-  a,5, 
s  =  b^p  +  b^q  -t-  6,z, 
t  =c,p-\'  c,q  4-  c,z, 
où 

_  dz  _  ^-2  _  â*z  __    d^z  _  ô*z 

^  ^  dx^         '  ~  dy^  "  dx* *  ~  dxôy^  ""  dy* * 

et  où  les  a,  6,  c  sont  des  fonctions  des  variables  Xy  y. 
Les  conditions  d'intégrabilité 

dr  _  as  as  _  dt 

ây  "  âx*         ày  ~  dx 

étant  supposées  vérifiées  identiquement,  on  sait  (Appell)  que  le  système  (i) 
admet  trois  intégrales  linéairement  indépendantes  u,,  u,,  o),.  Posant 

a  =  —  >         V  =  -i, 


1  1 


M.  Goursat  obtient,  pour  définir  directement  uet  v  comme  fonctions  de  x  et  y, 
le  système  suivant,  linéaire  par  rapport  à  chacune  des  fonctions  u  et  v  : 

âv  d'u       du  â*v       .  ^ 
ày  ày*       ôy  dy*  * 


du  d*v       dv  d'u         (du     à^v         dv     d*u 

7 


(^) 


/du     d'v         dv^    d*u  \  _  p  . 
\dy  dx  dy       dy  dxdyj  ~        ' 

idv     d*u    _du     à^^  \  __  f^ . 
\dx  dx  dy       dx  dxdy)~       ' 

(Ui  d^v       dv  ô^u  _  r.  . 
dx  dx^       dx  dx'  ~        ' 


dx  dy'       dx  dy' 

dv  à^u       du  d'v    ,  _/dv     d*u         du     d'v 
dy  dx'       dy  dx' 
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ou 


A  -  ô,,        n  =  ôj  —  2c,,        C  =  a,  —  jc,,        D  =  a,, 

_  Ou  âv        ()v  du 
~  Ox  Or       ôx  ôy 

Les  inlcgrales  générales  des  équations  (s)  sont 

/(•),  -h  m  ti),  4-  /i  w,  ',<«>,-+-  "i,  w,  -♦-  /i,  co, 

/' w,  +  m' 0), -h /l' tu,  /'w, -f- m'ti), -h /l'w,  ' 

elles  ne  changent  pas  quand  on  ciïectue  sur  a  et  v  une  substitution  liaéaire 
quelconque. 

Le  système  (3)  et  le  système  inverse,  qui  déHnit  j:  et  ^  comme  fonctions  de 
u  et  ç,  permettent  de  résoudre  un  grand  nombre  de  questions  relatives  aux 
équations  (i).  On  peut  s'en  servir,  en  particulier,  pour  former  les  systèmes  (i) 
où  les  a,  6,  c  sont  des  fonctions  rationnelles  de  Xy  y  et  dont  l'intégrale  géoé- 
ralc  se  compose  de  fonctions  algébriques  de  ces  deux  variables. 

D^Ocagne.  —  Sur  les  péninvariants  des  formes  binaires.  (i364- 
i365), 

M.  Perrin  a  récemment  mis  en  évidence  l'importance  du  péninvariant 

d''w         p  div    d''-*w 

[<v,,  »•,),  =  p'w^  -^  -  - P'-'q-^  -^  +  ■■■ 

formé  iiH  moyen  de  deux  péninvariants  %v„  et  ii'    de  la  forme  binaire 

('',»  ^r  «. rt„)(jr,  j>')«, 

où  a,  est  considéré  comme  une  fonction  de  la  variable  fictive  ^  dont  les  déri- 
vées piiv  ra|>|>orl  à  ^  seraient  a,,  a^,  n^ 

M.  (lOcaiino  si;;nale  une  propriété  nouvelle  de  rel  algorithme  : 

Si  dans   l  expression   [*v,  «•  ]^  on   remplace  simultanément    ou    séparément 

i^r  ''^  —pi  (' ^  '^.  '.   '•  •••)  par 

^— irr        ''»^;,.  d^'^\,  d^"w^        dsv^  d'iv^ 

on  ol)lient  encore  un  péninvariant  de  lu  forme  binaire 

{n  ,  n  ,  .  .  .,  n,^^{x.   »•  i". 

Autt*iuu\   —  Sur  It's  i^^roujH's  quadratiques  crénioniens.  {^x^-ri- 

nan«4    une    Noie    préoéilenle.  l'auteur  a  étudié    les    propriétés    d'une  crémo- 
nienne  quadratique  isolée;   il  montre  urtuellement  comment  de  pareilles  sub 
stitution-^  se  combinent  pour  former  des  srroupe*  quadratiques  crémoniens. 


i 
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Andoyer,  —  Sur  une  équation  différenlielle  que  Ton  rencontre 
dans  la  théorie  des  orbites  intermédiaires.  (1425-1427). 

Les  équations  qui,  dans  la  théorie  des  orbites  intermédiaires,  définissent  le 
rayon  vecteur  et  la  latitude,  se  présentent  sous  la  forme 

OÙ  R,  R,,  R,  sont  des  fonctions  de  v  et  de  quantités  inconnues.  Mais  R  ren- 
ferme des  termes  de  la  forme 

/psin(Xt>  —  A)  dv, 

qu'il  est  impossible  de  négliger,  même  dans  une  première  approximation. 
M.  Gyidén  a  fait  connaître  une  méthode  pour  tenir  compte  de  la  plus  impor- 
tante fraction  de  ces  termes. 

M.  Andoyer  en  propose  une  autre,  fondée  sur  les  propriétés  des  équations 
linéaires  à  coefficients  périodiques,  qui  permet  de  n'en  négliger  aucune  partie. 

Guicliard.  —  Sur  les  intégrales   /  — y=z=-«  (i494-ï496). 

Soient  : 

G{x)  une  fonction  entière  quelconque; 

R(a:)  un  polynôme  de  degré  a/? -h  a; 

Û„  Û,,  ...,  Û,-+,  les  périodes  de  l'intégrale 

0{x)dx 


/G(x)dx 
v/R(j:) 


*^M'  *^'.f»     ••»  %+',?  ^*^"^^  ^^  l'intégrale 

x^-^  dx 


"S 


v/R(x)' 
a,,  a,,  ...,  a^^,  des  nombres  vérifiant  les  relations 

Alors  l'intégrale 

n'aura  pas  de  périodes;  elle  sera  de  la  forme 

\-\-^{x)s/\K{x), 
A  étant  une  constante  et  7  une  fonction  entière.  On  en  déduit 
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On  trouve  aisément  celles  des  intégrales  u  dont  toutes  les  périodes  sont  des 
multiples  de  ax;  elles  sont  comprises  dans  la  formule 


où  les  m  sont  des  entiers  et  où 


', — dx, 


V.  = 


les  a  étant  déterminés  de  telle  sorte  que  Q,-  =  aie,  Q^  =  o  (  Ar  ^  i ). 

On  peut  choisir  la  constante  A  de  manière  que  cost'  soit  une  fonction  uni- 
forme et,  par  suite,  entière  àtx.  Cette  fonction  ^{x)  satisfaisant  à  Téquation 

différentielle 

d^       __  0{x)d.r 

il  en  résulte  pour  '^  l'identité 

i  —  ^>=  R(jr)X». 
Si  donc  on  pose 

on  a  une  substitution  entière  qui  transforme  le  cercle 

X»  -+-  V  -  I  =  G 

en  la  courbe 

y'-  \\{x)  =0. 

Ho  in«>iiic,  les  inlcgralcs  //  (]ui  n'ont  que  deux  périodes  conduisent  à  ia 
tran>foriiiation  de  la  courbe 

V^  -  (I    -  \»)(.i  —  A'X») 

en  la  courbe 

v^  =  \\{jr). 

/.iottK'iiic  [/{.).  —  Sur  un  svslùme  d'équalions  linéaires  aux  dé- 
rivoos  paiiiollos  du  second  ordre.  {^i^ij6-i4[)')- 

L'auletir  sii;nale  l'anab^i^ie  de  l'équation  diirérenlielle  qu'il  donnait  dans  une 
Note  insérée  aux  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  {3o  septembre 
iS'^r»^  a>ee  une  equatiitn  ijne  M.  Cioursat  considère  dans  sa  dernière  Commu- 
nication et  ijuil  rattache  à  un  système  d'équations  linéaires  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  i»nlre. 

/^(jtnicKt \  —  Sur  les  êqualions  linéaires  simultanées  aux  dérivées 
partielles,  yi  io--ivU>i^ 

M.  I\unlv\v"  rctrouNc  j  ar  ;uic  iiuch  Jf  n»ui\clle  el  îirnéralisc  les  résultaf^ 
.ui\.]ucl>  M.  e..>ur^.il  < -t  p.;-.  \C(Uj  .   'lî.  orn.ir.t  |.:>  t  quations   linéaires  el  homo- 

.;    nv^v  .tij\  .loj'.NCO''  i\"ii!-    '.'    -    i-i   -.^..   >".  !      ri: 


i 

I 

J 
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Il  montre  que  la  question  de  reconnaître  si  l'intégrale  générale  des  systèmes 
linéaires  et  homogènes  du  second  ordre  est  aljébrique  revient  toujours  à 
rechercher  si  un  certain  système  de  forme  bien  déterminée  admet  des  intégrales 
rationnelles;  les  systèmes  aux  dérivées  partielles  qu'il  considère  peuvent  d'ail- 
leurs se  ramener  à  des  équations  différentielles  linéaires  du  troisième  ou  du 
quatrième  ordre. 

Pellet.  —  Sur  les  normales  aux  courbes.  (i5oi-i5o2). 

Desboves.  —  Sur  des  équations  de  la  forme  «X*  -h  bY*  =  cZ*-. 
(i6o2-i6o3). 

De  Polignac,  —  Sur  une  partition  des  nombres.  (1688-1690). 

Une  expression  de  la  forme 

(0         ^P.yPv  '"iPn^xyPn)-^iPvPky  •••»/>»»/'.)-+-••    "^  (/',»/',»  '"yPn-,)y 

où  les  p  sont  des  nombres  premiers,  et  où  le  symbole  (a,  6,  c,  . . .)  représente 
le  produit  dt  a'^b^c'**  . . .,  est  un  non-multiple  de  /?,  ,^     ^,  c'est-à-dire  n'est  divi 
sible  par  aucun  des  nombres  /?,,  />,,  . . . ,  p^. 

Mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie  :  tout  non-multiple  de  p^i  p^t  •••»/'*  "c 
peut  pas  se  mettre  sous  la  forme  (i).  Le  théorème  suivant  a  pour  objet,  pour 
toute  valeur  de  /i,  de  trouver  une  limite  au-dessous  de  laquelle  tout  non- 
multiple  de  p^ ,  „  est  décomposable,  c'est-à-dire  susceptible  de  revêtir  la 
forme  (i). 

u  Soient  {x  et  L  deux  nombres  positifs,  le  premier  au  moins  égal  à  i;  si  tout 
non-multiple  de  it>,  ,  ,,_,  inférieur  à  H^/?,/?,  • .  • /'«-i -H  L  est  décomposable, 
tout  non-multiple  de/?,,      „  inférieur  à 

^PxP^      "Pn  +  PxP."  Pn-x  -^Pn^ 

est  décomposable  aussi.  » 

On  déduit  de  là  que  tout  non-multiple  de  y?, , ,  _  ,^,  est  décomposable  s'il  est 
inférieur  à 

p.p.- ••/',(9+ 3^ +  :^  +  f, +•••  +  ;)-_)• 

Ainsi,  pour  /i  =  2,  la  première  impossibilité  de  décomposition  apparaît  à 
l'égard  du  nombre  53. 

Poincaré.  —  Sur  la  théorie  analytique   de    la   chaleur.   (1^53- 
1759). 

L'auteur  montre  que  le  problème  du  mouvement  de  la  chaleur  dans  un 
milieu  homogène  et  isotrope,  rayonnant  dans  un  milieu  à  zéro,  est,  d'après  les 
é<|ualions  de  Fourier,  toujours  possible  cl  déterminé. 

Appel/.  —  Sur  les  équations  difrércnlirlles  algébriques  cl  homo- 
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gènes   par  rapport  à  la  fonction  inconnue  et  à  ses  dérivées. 

(1776-1779). 

La  notion  d'invariant,  dont  on  connaît  rimportance  dans  la  théorie  dfs 
équations  différentielles  linéaires,  peut  être  étendue  aux  équations  différen- 
tielles algébriques  homogènes  d*un  degré  quelconque  par  rapport  à  la  fooctioB 
inconnue  cl  à  ses  dérivées,  équations  qui  jouissent  aussi  de  la  propriété  de  cob- 
server  la  même  forme  lorsqu'on  remplace  la  fonction  incooooe  y  par  t,X, 
\  désignant  une  fonction  de  la  variable  x. 

Ainsi,  Téqualion  du  second  ordre  et  du  second  degré 

Y^yy  -4-  Zyy'  -+- 1)^'"  -f-  ^yy  -f-  Vy*  =  o 

se  ramène,  en  posant  y  =  t,\  et  en  déterminant  X  de  manière  que  le  coefQcieot 
de  T^r'  soit  nul,  à  la  forme 

B.t.'t;  -4-  D.T/»  -+.  K.t.t/  -4-  F  V  =  o, 

où    Ie5   c«>efticients   D,,  E,,   F,   sont  des   semi-invariants.    Il   est    possible  de 
ramener  la  nouvelle  équation  à  une  forme  réduite  où  ne  figure  qu'un  iavariaol 
absolu. 
En  posant 

ÇiL 

t  —  e^   ** 
00  obtient  une  équation  de  la  forme 

<|u  o»  rarn   iio  ai^;m»*nl  j  la  l'orme  rcduilr 

xu  j  v.-^     :i  i  iivirtjut  at»>'>lu.  Si  cet  invariant  est  nul,  il   existe  «»nlrc  qualr? 
irii'.  ,;v.r  -^    •••   I     ^iiû:    n   ''n  %    une  roialion  algcbrique  à  coefficient*  <>>n>lant?. 

/>.*  /*    ":  '"  ::.  —  Sur  uno  partition  des  nombres.  (  i--t>-i78o  . 
l'ir.s^^. b...;      î.-    i  .•'••  :iiL"'sor  '>J  en  l'une  des  formes 

'  —  5\     j'  — "V,     a»  —  2'. 

^  ^x       -  Sur  U'>  >urtaco>  principales  des  complexes  de  droites 

V  t    !c^   l  ^:*'-^  a^\:uptotiques  de    leur   surface   de    singularités. 

l>      .,         ti  ij        îsi. 've  vjuel«''mque.   deux  des   surfaces    principales  <|uj 

i.tvx..!.  ^vj      .«  V    ..•   ^.  i^ii.-P?  s«>nl  engendrées  par  des  droites  siosuli^-ir- 

,  ^    ,.          ,  .1-  -^11  -jrfj.f  .jr*  <in:;ularités  suivant  les  deux  lisnif*  a*\in 

,  ^  .  .    ^  ^  t     i  1  ■  ••  .».'.   !e  .  •>nlarl  de  celte  surface  avee  la  dp.»iie  >»n- 
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De  là  résulte  que  la  connaissance  des  surfaces  principales  d'un  complexe 
entraîne  celle  des  lignes  asymptotiques  de  sa  surface  de  singularités. 

llumbert  {G.),  —  Sur  les  arcs  de  courbe.  (1826-1827). 

Généralisation  du  théorème  de  Chasles  sur  les  arcs  de  conique  : 

«  Si  l'on  mène  les  tangentes  communes  à  un  cercle  et  à  une  courbe  algé- 
brique de  classe  /i,  les  2/1  points  de  contact  déterminent  sur  cette  dernière 
courbe  n  arcs  dont  la  somme  algébrique  est  égale  à  la  somme  algébrique  des 
longueurs  des  tangentes  communes.  » 

Cette  propriété  est  un  cas  particulier  d'une  propriété  plus  générale  qu'on 
établit  par  le  théorème  d'Abel  : 

«  Si  l'on  mène  les  tangentes  communes  à  une  courbe  algébrique  quelconque 
et  à  un  faisceau  tangentiel  de  courbes  de  direction  homofocales,  représentées 
en  coordonnées  tangentielles  par  l'équation 

(m»-+-  V*)  F«(m,  V)  — X?»(m,  V)  =  G, 

les  points  de  contact  sur  la  courbe  considérée  décrivent,  quand  on  fait  varier 
le  paramètre  X,  des  arcs  dont  la  somme  algébrique  est  une  fonction  rationnelle 
de  "k.  » 

Réveille.  —  Délerminallon  du  rayon  de  courbure  d'une  trajec- 
toire particulière  d^un  point  faisant  partie  d'un  solide  invariable 
assujetti  à  quatre  conditions.  (1827-1829). 

PainleW*,  —  Sur  les  équations  différentielles  linéaires  du  troi- 
sième ordre.  (1829-1832). 

Etant  donnée  une  équation  linéaire  et  homogène  du  troisième  ordre,  on  peut 
toujours  reconnaître,  par  un  nombre  limité  d'opérations  algébriques,  si  son 
intégrale  est  algébrique,  ou  ramener  l'équation  à  une  quadrature. 

Desboves.  —  Sur  les  équations 

aXv  -+-  6  Y*  =  cZ«,        aX*  H-  6  Y*  -h  d\^  Y«  =  cZ«. 

(i832-i834). 

Robin  (G.).  —  Distribution  de  rélectricilé  sur  une  surface  fermée 
convexe.  (i834~i836). 

Étant  donnée  une  surface  fermée  convexe  a,  on  joint  un  de  ses  points  aux 
divers  éléments  di  par  des  droites  r  faisant  des  angles  9  avec  la  normale 
intérieure  au  point  en  question.  Soit  /  une  fonction  continue  arbitraire.  Si  l'on 
forme  la  suite  d'intégrales 

-          I      Z'/cos»    ,               .          I      /'/,  cos»    .  j  •    r    •. 

/  —  —    /  ^ -d7,  A—  —   /  "^-^ ^</j,        ...,    ad  infinitum, 

/^  tend  vers  la  densité  de  la  couche  en  équilibre  d'elle-même  sur  ». 
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MATIIESIS,   RECUEIL    MATIIBIIATIQUR   A   l'i'SAGB  DES  ÉCOLES  SPÉCIALES   ET  DKS 

ÉTABLISSEMENTS  d'instruction  MOYENNE,  publié  par  P.  MotixioH^  profcsseur 
à  rUniversilé  do  Gand,  et  /.  Neuber^.  professeur  à  TUniversité  de  Liège. 
Gand,  Hosle;  Paris,  Gaulhier-Villars  (M. 

Tome  V;   i885. 

Petit-Bois  (G.).  —  Sur  l'évalualioo  approchée  des  aires  planes. 
(5-7;  27-31). 

(Quanti /'(Jc)  varie  beaucoup  pour  une  courbe  ^  =  /(x)  dont  on  reut  irourer 
rairC)  entre  les  coordonnées  extrêmes,  la  formule  de  quadrature  de  Simpsoo 
n*est  plus  la  plus  avantageuse.  On  peut,  dans  ce  cas,  remplacer  la  parabole  de 
Simpson  que  l'on  substitue  à  la  courbe,  par  une  hyperbole  ayant  uneasymptole 
parallèle  à  l'axe  des>^.  Autres  formules.  Kn  Noie,  travaux  sur  rapproximation 
des  aires,  publiées  dans  les  Annales  de  Gergonne^  par  Kramp,  Berard,  Ampère. 

Cesàro  {E,).  —  Remarques  sur  le  cercle  osculaleur  à  l'ellipse. 

(:-9)- 

Relation  entre  les  trajectoires  des  foyers  d'une  ellipse  assujettie  à  avoir  ua 
contact  du  deuxième  ordre  avec  un  cercle  fixe  en  un  point  donné. 

llfihtrtL  —  Volume  d'un  prismaloïde.  (3-io). 


httuMi-lr.ili-'ii   Irt  ■-  simple  du  llu'orèinc  de  Sleincr  (  Wcrke.  11,  p.  3ij-3 
L.'  \    l'.nii     .i«-  iMil  |...lM'tlro  uxdiU  pour  bases  deux   pulysonc>   parjllcb-s  {\,b 
I  m   >:    ti  V»  iM'\«iui«^  i  t'I  pour  baulcur  A,  osl  JA(  B  -+-  j  3  —  61. 

ii^Or.ii^iu'.  —  Ni»li*  >ur  les  raccordements  parabolique^.  1. ><>:;- 1. 

l»    :\    ti  .a\oll>  >.»lnli«»nN  pratiques,   l'une  au   moyen  du   foyer,   permellan' 

v.w   \\\'.'     •    'r;t  nu. 

(<  -r       A'.  .  —  Sur  riiêlicc  osculatrice.  (32-33  ). 

l         .    •  >^  .i'i'.r»  0  «lune  cuirbe  est  celle  qui  a    mcnie  c«>urbure  cl    iiitme 


.  -  « 


!  mue. 


1/     'N-  /*.  .    —    ntlinilion    d'un    nombre    incommensurahlf 


\i  »-?-M|.  Ce  lU'iueil  parait  en  Iivrai?«>ns  men>uclle>  •i'' 

-   ..\'.    'iuppbinent.    Prix  :  7'*.»»  f»'Mir  i.i  Bol:;!'}!!*':  o"- 
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D'après  Dedekind,  Statigkeit  und  irrathnale  Zahlen  (  Braunschweig,  1873). 
Suivant  I.  Carbonnelle,  Les  nombres  et  la  philosophie,  {Revue  des  Questions 
scientifiques^  t.  XVII,  p.  567-5o5)y  on  ne  peut  donner  une  théorie  rigoureuse 
des  nombres  incommensurables,  sans  partir  de  l'idée  des  grandeurs  incommen- 
surables. 

Brocard  {H,),  —  Questions  de  licence.  (54-55;   i3o-i3i;  i56; 

169;  224-225). 
Intégration  de  diverses  équations  diiïérenticUes  ou  aux  dérivées  partielles. 

Cesàro  {E.).  —  Sur  la  somme  des  puissances  semblables  des  n 
premiers  nombres  entiers.  (55-56). 

(  «  -H  B  )P+*  —  BP-*-* 
Démonstration  de  la  formule  symbolique  s  = • 

Bergmans  (C).  —  Théorèmes  sur  la  parabole.  (71-72;  gS-gÔ; 
175-180). 

Quarante-trois  théorèmes  démontrés  simplement;  plusieurs  de  ceux  qui  sont 
relatifs  au  rayon  de  courbure  sont  remarquables. 

Catalan  {E.),  —  Sur  les  ombilics  des  surfaces.  (73-74). 

Modification  de  la  méthode  de  Poisson  pour  établir  les  équations 

r  :(!-+-/?•)  =  s:pq  =  t:{i'h  q'). 

De  Bocquigny,  —  Questions  d'Arithmologie.  (78-80). 

Questions  élémentaires,  basées  sur  des  identités. 

Cesàro  (E.).  —  Sur  une  loi  symbolique  remarquable.  (81-84). 

Diverses  applications  de  la  formule 

/(m„  m,,  ...,  mJ  =/(N  -  w„  N  —  m,,  ...,  N  -  i/^), 

/étant  une  fonction  symétrique  des  n  quantités  u^f  u,,  ...^u^  qui  sont,  par 
hypothèse,  les  mêmes  que  N  —  m,,  N  —  a^,  . . .,  N  —  i/„. 

Neuberg  (/.).  —  Question  237.  (89-92). 

Théorie  de  la  cochléoide,  pw--=  asinco  (inverse  de  la  quadratrice)  imaginée 
par  M.  Catalan  en  1887  et  dont  MM.  Benthem  et  Falkcnburg  se  sont  occupés 
aussi. 

Mansion  (P.)  et  Kronecker  (L.).  —  Sur  le  second  ihéorème  de 
la  moyenne.  (97-102). 

Traduction  gôomcliiquc  do  l'une  ries  démonstration?  de  V.  du  Hois-Reymond 
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/  C relie,  i.  00.  |>.  »**,'.  |>ar  le  preniicr   aotear:  <iem«>a^tnti*>a  complète,  par  le 
vrcondt  au  moyf;n  df.  la  transformation  d'AbeL 

Kronecker  { L.}.  —  Une  équivalence  algébrique,  mou  ». 

l/cquifalcncc 
plus  QD  multiple  de  (5*-+-io8),  remplace  la  considération  de  %  i. 

Lemoine  {E,).  —  Propriétés  diverses  du  cercle  el  de  la  droite  de 
Brocard.  (io3-io8). 

Soient  : 

U,  il'  les  points  de  Brocard  du  triangle  ABC. 

K  le  point  de  Lemoine, 

G  le  centre  de  gravité, 

Il  l'orihocentre, 

O  le  centre  du  cercle  circonscrit, 

(I,  I^,  I4,  I^)  les  centres  des  cercles  inscrits  et  exinscrils. 

Voici  les  résultats  principaux  auxquels  parvient  M.  L.emoine. 

1.  Condition  pour  que  la  droite  ÛÛ'  {droite  de  Brocard)  soit  :  perpendicu- 
laire à  CK  ou  à  GO,  ...,  a  =  6;  parallèle  à  CK,  ....  2C»=a*-i-6=;  parallèle  à 
GG,  ...,  2C-»  =  a-» -+-^r-«;  parallèle  à  CO,  ...,  c»(a'-h  ^'— 2c>)  =  (a'— ^V*. 

perpendiculaire    à    CG,    ...,    a6  4- c»cosC  =  o;   perpendiculaire   à    BC 

6*-+-c'=  a»(^»4- c*).  Dans  le  dernier  cas,  l'angle  de  Brocard  est  égal  à  90*— A; 
il  est  situé  sur  BH  et  Û'  sur  Cil;  CG  cl  BH,  BG  el  CH  se  coupent  sur  AK:  le 
milieu  de  OK  est  sur  AG. 

2.  L'angle  de  Brocard  ne  peut  être  égal  à  un  angle  de  ABC:  il  est  égal  à  JA. 
lorsque  ^'c»(^'4-  C)  ==  cr«—  o.a^b^c^. 

3.  Soient  (x,  y,  z)  cl  {x\  y' y  z')  les  dislances  de  H,  Û'  aux  côtés  de  ABC. 
On  a  xyz  —x'y'z',  mais  on  ne  peut  avoir  x^ -^-y*-}- z' —  x'^-^ y'*— z''  que  si 
le  triangle  ABC  csl  isoscéle. 

Conditions  pour  que  AB  soil  symétrique  de  Aû  ou  Aû'  par  rapport  à  AH  : 

\.  Le  centre  du  cercle  de  Brocard  n'est  jamais  sur  Ij,!^;  il  est  sur  Al,. 
lorsque  b  =  c:  il  n'est  sur  AK  ni  sur  Ail  que  lorsque  AK  et  AH  se  confondent 
(triangle  isoscèlc  ou  rectangle). 

Le  cercle  de  Brocard  ne  touche  jamais  CG  ni  CL  II  touche  :  CK  en  K,  lorsque 
2c^—a^-^b';  BC  au  pied  de  la   bissectrice  AL  lorsque  n^ --  abc:  1^1^,  lorsque 

2  (  c'  -+-  a^  )  ^'^ab  —  a'-  -f  b\ 

5.  Lorsque  c-  -  nb,  M.  Lcnioinc  dit  que  le  triangle  ABC  est  moyen  en  C.  In 
tel  triangle  jouit  de  propri«*lcs  assez  curieuses  :  fi  et  il'  sont  situés  sur  la  bis- 
sectrice CI  et  se   confondent   avec   les  sommets  A,.   B,  du   premier  Iriangle  de 
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Brocard;  le  cercle  de  Brocard  touche  Aû  en  Û,  BÛ'  en  fit';  AG  et  BK,  AK  et 
BG  se  coupent  sur  CI. 

6.  Les  points  A,  B,  C,  U,  U'  sont  sur  une  hyperbole  qui  ne  peut  jamais  passer 
par  l'un  des  points  H,  G,  I,  I..  Lorsque  c'=  a6,  cette  hyperbole  se  décompose 
en  deux  droites,  qui  sont  BG  et  AL 

De  Tilly.  —  Sur  les  équations  différentielles  linéaires  simultanées. 

(121-124). 

Cas  d'intégrabilité  divers  des  deux  équations  simultanées  linéaires  sans 
second  membre,  comprenant  celui  qui  a  été  signalé  par  M.  Ibach,  dans  les 
Nouvelles  Annales  de  MaChématiques,  p.  1 72-181;  1884. 

De  Tillv,  —  Sur  les  constructions  dans  le  plan  et  dans  l'espace 
avec  la  droite  seule.  (124-127). 

L'auteur  suppose  que  Ton  puisse  mener  une  droite  par  deux  points  et  porter 
sur  une  droite  donnée  une  longueur  donnée.  Cela  posé,  il  résout  les  problèmes 
fondamentaux  suivants  :  Par  un  point  mener  une  parallèle  à  une  droite;  con- 
struire la  bissectrice  d'un  angle;  mener  une  perpendiculaire  à  une  droite  par 
un  point  extérieur  à  la  droite,  ou  pris  sur  la  droite  (dans  un  plan  déterminé 
par  la  droite  et  un  autre  point).  Diviser  une  droite  en  parties  proportionnelles 
à  des  longueurs  données.  Construire  dans  une  position  donnée  une  figure  égale 
ou  semblable  à  une  figure  donnée.  Abaisser  d'un  point  une  perpendiculaire  sur 
un  plan  (non  construit)  donné  par  une  droite  et  un  point. 

Intersection  d'une  droite  ou  d'un  plan,  avec  un  autre  plan. 

Cesàro{E.).  —  Remarques  de  Géométrie  élémentaire.  (128-129). 

Si  un  triangle  est  inscrit  à  un  triangle  semblable,  les  projections  de  ses  côtés 
sur  les  cùtés  homologues  du  triangle  circonscrit  sont  respectivement  égales 
aux  moitiés  de  ces  côtés.  Autres  théorèmes. 

De  Tilly.  —  Sur  l'axe  central  et  l'axe  instantané  glissant.  (i45- 

102). 

Cette  Note  est  une  reproduction  améliorée  et  complétée  de  certaines  parties 
de  trois  Notes  antérieures  {Bulletin  de  l'Académie  de  Belgique,  2*  série, 
t.  35,  p.  i^^-'So\  1878;  Nouvelle  Correspondance  mathématique,  t.  I,  p.  36-4 1; 
1875.  Bulletins,  etc.,  3"  série,  t.  V;  p.  4o«-4o3).  Elle  contient  une  élude  appro- 
fondie de  la  question  de  l'existence  de  l'axe  central  et  de  celle  de  l'axe  instan- 
tané glissant. 

Heill.   —    Quelques  problèmes  élémentaires  relatifs  au  jeu  de 
des.  (i52-i54). 

Cas  divers  du  problème  suivant  :  Probabilité  de  tirer  une  fois  la  lettre  a 
d'une  urne  qui  contient  A  lettres  a,  B  lettres  6,  ...,  L  lettres  /,  en  k  tirages, 
en  remettant  chaque  fois  la  lettre  tirée. 
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KL'  =  M  les  perpendiculaires  abaissées  de  E  sur  rt.  6,  c,  (/.  On  a 

x  >'  -3  M  Q 


(•) 


rt        b        c       d       2  m* 


Q  étant  l'aire  AHCÎ)  et  m*  la  soinnne  a* -h  6» -h  c' H-  d*. 

Chacun  des  rapports  (i)  peut  être  désigné  par  ^  tangco.  Alors  co  est  un  angle 
auxiliaire,  qui  a  reçu  le  nom  i\* angle  de  Brocard.  M.  Tucker  a  donné  les 
for  m  a  les 

cot'u)  =  I  -+-  cot'DAB  -h  cot«ABC,coséc«w  =  coséc'DAB  -^  coséC  ABC. 

Soient  F,  G  les  milieux  de  AC,  BD.  Les  angles  E'FE",  E'GE"  sont  égaux  à 

2(0  ou   17  —  20). 

E  est  le  point  dont  la  somme  des  carrés  des  distances  aux  côtés  de  ABCD  est 
minimum. 

2.  Le  quadrilatère  XYZU  a  pour  centre  des  moyennes  dislances  le  point  E, 
et  il  est  circonscriptibic  à  une  circonférence,  de  centre  E;  ses  côtés  sont  per- 
pendiculaires et  proportionnels  à  BF,  CG,  DF,  AG  ;  les  côtés  opposés  se  coupent 
sur  AC  et  BD. 

Les  médianes  BF,  CG,  DF,  AG  sont  à  une  même  distance  2U  cosDABcosABC 
du  centre  O  du  cercle  ABCD. 

3.  Si  l'on  transforme  par  inversion  (par  rayons  vecteurs  réciproques)  les 
sommets  A,  B,  C,  D  d'un  quadrilatère  harmonique,  on  obtient  les  sommets 
A,,  B,,  C,,  D,  d'un  nouveau  quadrilatère  harmonique.  Lorsque  le  pôle  d'inver- 
sion P  est  sur  le  cercle  O,  on  obtient  quatre  points  harmoniques  en  ligne 
droite.  Lorsque  ce  point  P  est  quelconque,  on  peut  prendre  pour  A,,  B,,  C,,  D, 
les  seconds  points  de  rencontre  de  la  circonférence  O  avec  les  droites  AP,  BP, 
CP,  DP.  On  peut  alors  trouver  deux  positions  de  P  telles  que  A,,  B,,  C,,  D 
deviennent  un  carré  :  ces  points  sont  à  l'inlerseclion  de  la  droite  OE  avec  la 
circonférence  qui  a  pour  centre  la  projection  de  E  sur  sa  polaire  E'E'  et  qui 
coupe  orthogonalement  la  circonférence  O. 

On  peut  inscrire  au  cercle  O  une  infinité  de  quadrilatères  harmoniques  ayant 
même  point  de  Lemoine  :  il  suffit  de  prendre  pour  les  diagonales  AC,  BD  deux 
droites  conjuguées  par  rapport  au  cercle.  Ces  couples  de  droites  marquent  sur 
la  polaire  de  E  une  involulion  telle  que  les  segments  de  ricux  points  homo- 
logues sont  vus  sous  un  angle  droit  des  deux  points  qui,  étant  pris  pour  pôles 
d'inversion,  servent  à  transformer  tous  ces  quadrilatères  harmoniques  en 
carrés. 

4.  Le  cercle  décrit  sur  EO  comme  diamètre  prend  le  nom  de  cercle  de  Bro- 
card; il  rencontre  les  perpendiculaires  élevées  au  milieu  de  cr,  b,  r,  d  en  des 
points  M,  N,  P,  Q  qui  sont  les  sommets  de  triangles  isoscèies  semblables  con- 
struits sur  a,  bj  c,  e/;  l'angle  à  la  base  de  ces  triangles  égale  to.  Les  droites  AM, 
BN,  CP,  DQ  concourent  en  un  point  Û  du  cercle  de  Brocard;  les  droites  BM, 
CN,  DP,  AQ  concourent  m  un  second  point  Û'  de  ce  cercle.  Les  points  U,  Û', 
appelés  points  de  Brocard,  sont  les  foyers  d'une  ellipse  {ellipxe  de  Brocard) 
inscrite  à  tous  les  quadrilatères  harmoniques  qui  ont  même  point  de  Lemoine 
E,  et  sont  inscrits  au  cercle  O. 

5.  Désignons  par  /^,  /,,,  /,,  /j  quatre  figures  directement  semblables,  con- 
struites sur  \B,  BC,  CD,  DV  comme  lignes  homologues. 
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Le  cercle  de  Brocard  reucontre  les  diagonales  AC,  BD  ea  leurs  milieux  F. 
<i;  r  est  le  point  double  de  /^  et  /j,  /^  et  Z^;  G  est  le  point  doable  de  /.  ei 
/m  /e  ^"^  /j-  '^^  cercle  de  Brocard  rencontre  aussi  les  droites  EE',  EE'  en  des 
|M)inls  11,  I  qui  sont  respectivement  les  points  doubles  de  y.  fl/^»/»  ^^ /i- 

Le  quadrilatère  MM*Q  est  appelé  premier  quadrilatère  de  Brocard;  les 
droites  MF.  NV>  sont  parallèles  à  FG. 

K(iHl  est  le  second  quadrilatère  de  Brocard. 

(^>ujtre  droite-^  homologues  de  /^,  /^,  f^y/^  forment  an  quadrilatère  A,B,C,D, 
semblable  à  ABCL)  et  dont  les  diagonales  A,  G,,  B,D,  passent  respectiTement  par 
K.  G  et  >e  coupent  en  un  point  E,  du  cercle  de  Brocard  de  ABCD.  Le  centre  de 
ïimilitude  des  quadrilatères  ABGD.  A,B,G,  D,  appartient  aussi  à  ce  cercle. 

«Quatre  pt^int^  M'.  N',  P'.  Q'  divisant  a,  b,  c,  d  dans  un  même  rapport 
jouissent  de  U  propriété  que  les  droites  M' M,  N'N,  P'P,  Q'Q  concourent  en 
un  p*>iat  h  du  cercle  de  Brocard:  A  appartient  aussi  aux  circonférences  BM'\". 
C\  V  .  DP  o.   vo  M  . 

Sur  U  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  FG,  on  peut  trouver  quatre  poiDt5 
b*>m<^(oj:ues  de  f^-  /,./^'  /i» 

^.  Si  ['.^a  fait  tourner  le  faisceau  (O,  ABCD)  d'un  certain  angle  autour  dt 
M.  et  1*;  iji-iceau  »  U  .  BCDV)  du  même  angle,  mais  en  sens  contraire,  aatoar 
d»;  U  .  les  ravoo>  de  ces  faisceaux  rencontreront  les  côtés  a^  b,  c,  d  do  qua- 
dnlatep*  VBCD  en  huit  points  (2,  ^.  7,  0),  (^',  Yi  ^\  >')  appartenant  à  oBf 
Blême  cir«-«.»ttiV: renée  •  circonférence  de  Tucker).  Les  quadrilatères  a?7^.  *  ?  T^ 
silit  •;;;4ii\  entre  eu%  et  semblables  à  ABCD. 

Le^  -.-errlfs  ie  Tu«:k.er  ont  leurs  centres  sur  la  droite  EO  et  ils  ont  pour  en- 

vci*iope  l>iiip-ie  de  Brocard. 

L^*^  f-.'i:..'s.  xri' .  ix  .  ^î.  ix   -î-^t  les  côtés  d'un  quadrilatère  A'B'C'D'  homo- 

;  1     i    Wt  1>  ■  a-  -1  ■-•  r'.  i  E  :  l**-;  r.'.tôs  opposés,  tels  que   VB  et  CD',  dt^ 

.\    .  ..  :-    .     — -  \  ■•    »  •".    V  D  •-.  [»   "ie  coupent  sur  une  mémo  dr-vite.  l  n  ca" 

I       ■       1     ;  :  I  :-    i".  7"     V  lî  v.  I»     e*t  celui  où  ce  pol\î:one   se  réduit  au 

-    .-  :  r-       ^   ..    2:>  X.  z.  7.  r.,  x  ,  jj',  y',  0'  sont  délermint^>  par  d^< 

-    •     •     -      I  -   b     i    j-   •.•'.■/:  le   «ercle  aji^o  prend  alors  le  n»»m  de 

-  •  .  i    it   ..»•'. 

^  r  •       "^    î:      :;     —      II    >  :r:  les  cûlés  d'un  quadrilatère.  hom'»lheliiîUf 
.      ■    •    .  :       1:1  i  :-    i'.;r-r  î'rme  par  les  tangentes  en  A,  B.  C.  I»  au  cen.lc 
-»     ■  1      I      «'»?«■'-  :    jtf^  quatre  par  E,  ce  qui  donne  un  ras  parli- 
....:..-.      .  -       -•  *^  i"  Tj-rLer.  appelé  second  cercU  de  Lenioine. 

^    •  :  •  :.'.  or«-*nie  de  M.  Mansion.  (  248-2  jo  ■• 

■i    «--.  -  f   j       .    -      3  :*dr*u\déierminants, du  tbé'>rème  suivant  ; 

•   o*.    rdcment   est   une  foDCti<>Q    Fr.i'   du 
x  ^  -,         :   ^    1  :    -^  '  »'l  j  est  égal  à /"(  i  ;   «y.   »  •   •  ...  -  /  n  . 

•      ■  /*'••--/'  r  ;  —..  .. 

■.-  -X  t     1       -      •  -.lur^"  du  plus  grand  commun  «iniM-'ur  .)■•  r 
.      •■fi.j    if  Belgique,    i^-^S,    y  séné.   t.  \LV1. 
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Mansion  (P.).  —  Caractère  général  de  convergence.  (270-277). 

DémonstratioQ  minutieuse  du  lliéorcme  de  Cauchy,  dont  Abel  a  fait  un  si 
grand  usage  dans  son  Mémoire  sur  le  binôme  :  Une  quantité  variable  dont  les 
oscillations  ont  pour  limite  zéro  a  une  limite  finie ^  ou  plus  explicitement  :  Si 
*«»*!»  *j»  *î>  •••  ^^f^l  '^*  valeurs  successives  d'une  quantité  variable^  telles 
que^  pour  toute  quantité  positive  e  donnée  d'avance,  on  puisse  déterminer  n 
de  manière  que  l'on  ait,  en  valeur  absolue, 

et,  en  général,  s^_^^  —  s^<.  e,  quel  que  soit  p,  la  suite  *„  «,,  j,,  ...  tend  vers 
une  limite  finie.  Comparaison  de  la  théorie  des  limites  de  Lipschilz  avec  celle 
qui  est  employée  ici  et' ailleurs  par  l'auteur. 

Suppléments. 
Neuberg  (/.).  —  Mémoire  sur  le  létraèdre.  (172). 

Ce  travail  a  paru  en  tirage  à  part  en  1884  ;  il  a  été  publié  comme  Supplément 
à  Mathesis,  en  février  i885;  enfin  il  fait  partie  du  tome  XXXVII  des  Mémoires 
de  l'Académie  de  Belgique.  L'auteur  s'y  est  d'abord  proposé  d'étendre  au  té- 
traèdre les  propriétés  des  points  et  cercles  de  Lemoine  et  de  Brocard.  Cette 
étude  Ta  conduit  à  approfondir  certaines  notions  peu  répandues  et  lui  a 
fourni  un  grand  nombre  de  nouveaux  théorèmes  plus  ou  moins  remarquables. 

Après  quelques  généralités  sur  les  points  conjugués  isogonaux  ou  conjugués 

isotomiques  par  rapport  à  un  triangle  ou  un  tétraèdre  de  référence  (  couples 

de  points  dont  les  coordonnées  normales  ou  barycen triques  sont  de  la  forme 

a,  p,  . . .  et  -  >  ^  »  •  •  •  j>  M.  Neuberg  étudie  le  point  L  dont  la  somme  des  carrés 

des  distances  aux  faces  du  tétraèdre  A,A^A,A,  est  minimum.  Ces  distances 
sont  proportionnelles  aux  aires  des  faces  correspondantes;  le  plan  mené  par 
une  arête  et  le  point  L  divise  l'arête  opposée  en  deux  segments  proportionnels 
aux  carrés  des  faces  passant  par  la  première  arête;  le  point  L  et  le  centre  de 
gravité  G  du  tétraèdre  sont  les  foyers  d'un  ellipsoïde  de  révolution  inscrit  au 
létraèdre;  les  projections  (A,,  /*,,  h^,  h^)  et  (G,,  G,,  G,,  GJ  de  h  et  G  sur  les 
faces  sont  sur  une  même  sphère,  le  plan  /i,/i^/i,  est  perpenliculaire  à  la  droiU* 
A,G^,  etc.;  L  est  le  centre  des  moyennes  distances  des  points  A,,  /i,,  /*,,  h^',  cette 
propriété  subsiste  aussi  pour  le  point  du  minimum  de  la  somme  des  carrés  des 
distances  à  n  plans  donnés.  Ce  point  L  jouit  donc  d'une  partie  des  propriétés 
du  point  de  Lemoine  (ou  point  de  Grèbe). 

Comme  étant  l'analogue  du  théorème  de  Ceva,  on  peut  considérer  la  propo- 
sition suivante  :  Soient  Q,,  Q^,  Q^,  Q^  quatre  points  des  faces  d'un  tétraèdre 
A, Aj  A,A^  et  q^,  q^,  q^  les  points  de  rencontre  des  droites  A^Q,,  A^Q^,  A^Q,  avec 
les  arêtes  A,A„  A, A,,  A, A,;  si  les  droites  A,Q,,  A^Q,,  A,Q,,  A/^^  sont  hyper- 
boloïdiques  (les  quatre  génératrices  d'un  même  système,  d'un  hyperboloïde). 
les  droites  Aj^^^,  A, (7,,  A,^,  concourent  en  un  même  point,  ou 

7jA»  !Z>_V  li!^  -  —  u 
<7,A,  ^,Â,  ^,A, 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  XII.  (Décembre  1888.)  U.iG 
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et  une  pareille  relalion  a  lieu  en  chacun  des  autres  sommets  du  tétraèdre.  La 
réciproque  est  également  vraie.  Au  moyen  de  ce  théorème,  on  trouve  immédia- 
tement les  quadruples  hyperboloïdiques  suivants  :  les  hauteurs,  les  droites 
joignant  A,,  A,,  ...  aux  centres  des  cercles  inscrits  aux  faces  opposées  ou 
aux  points  de  Lemoinc  de  ces  triangles  ou  aux  points  de  contact  des  faces  op- 
posées, soit  avec  la  sphère  inscrite,  soit  avec  la  sphère  exinscrite  correspon- 
dante. Les  points  de  contact  d'une  face  avec  les  huit  sphères  tangentes  aux 
faces  du  tétraèdre  sont,  deux  à  deux,  conjugués  isogonaux  par  rapport  à  celte 
face.  Un  théorème  de  Steiner  peut  être  généralisé  ainsi  :  Si  les  perpendicu- 
laires abaissées  des  sommets  d'un  tétraèdre  T  sur  les  faces  homologues  d'un 
tétraèdre  T'  sont  hyperboloïdiques,  les. perpendiculaires  abaissées  des  sommais 
de  T  sur  les  faces  correspondantes  de  T  jouissent  de  la  même  propriété. 

Les  quadruples  hyperboloïdiques  se  changent  en  quatre  droites  concourantes, 
lorsqu'il  existe  certaines  relations  entre  les  éléments  du  tétraèdre.  M.  Neuberg 
a  été  amené  à  étudier  deux  tétraèdres  particuliers,  qu'il  appelle  respectivement 
isodynamique  et  isogone. 

Posons  A,  A,-  rt„  A,A,  =  a^,  A,A,=  a„  A,A,=r  a„  A,A,=  a,,  A,A,=  a,  cl 
employons  les  mêmes  lettres  pour  les  dièdres  correspondants.  Soient  aussi  0  le 
centre  de  la  sphère  circonscrite  à  A,  A,  A, A,;  I  le  centre  de  la  sphère  inscrite 
touchant  les  faces  en  I,,  I,,  I,,  I/,  B, B,BjB^  le  tétraèdre  formé  par  les  plans 
tangents  à  la  sphère  G  en  A,,  A,,  A,,  A^.  Enfin  appelons  sections  antipa- 
rallèles de  ».V,  A,A,A^  les  sections  d'un  angle  trièdre  de  ce  solide  par  un  plan 
parallèle  à  la  face  correspondante  de  B,  B^^B^B,.  Le  tétraèdre  isodynamique 
A,A^AjA^  défini  par  les  relations 

a^a^— a^a^—- a^a^        ou        sina,  sina^— sintf^  sina^— sina,sina^ 

jouit  de  nombreuses  propriétés  :  ••  les  sections  antiparallèles  sont  des  triangles 
cquilaléraiix  :  i"  les  droiles  qui  joignent  un  sommet  aux  centres  du  rercl'" 
inscrit  k  la  face  opposée  C(»ncourcnl  en  un  même  point;  3°  les  droites  A, H. 
VjBj,  V,n^,  A^A^  passent  par  les  centres  des  seclions  antiparallèles  correspon- 
dantes, par  les  poinls  de  Lemoinc  des  faces  el  se  c«)upcnt  en  un  même  p<Mnl  K 
t  point  (le  Lemojne  lin  télraèdre):  "i"  les  coordonnées  normales  de  K  sont  pm- 
porlionnelles  aux  rayons  des  cercles  circonscrits  aux  faces;  5*  si  C  C  C.C  c>l 
(in  lélraèdre  homolht'iiipic  à  A,  V^  \.  \,  par  rapport  à  K,  les  arêtes  <le  cliarun 
de  ces  tétraèdres  sont  coupées  par  les  faces  du  second  en  douze  points,  somnicl> 
de  qualre  lrianf;les  étjuilaléraux  inscrits  à  une  même  sphère;  6"  si  1),  D^H,!', 
est  un  léliaédre  hornolliélique  à  H.B,  B,  B,  par  rapport  à  K,  les  faces  de  ce  Ic- 
iraé<lre  coupent  les  triédre>  de  A,  V.  A,  V,  suivant  (jualre  triangles  équilatcrdux 
inscrits  à  une  même  sj)hérc;  -"  il  existe  deux  poinls  (centres  isodynamiques  du 
trtraèdrc)  qui,  étatit  pris  pour  pôles  d'inversion,  servent  à  transformer  le  té- 
traèdre isodynamifjuc  en  un  lélraèdre  régulier,  et  chacun  de  ces  poinls  est  le 
commet   d'un    télraèdre    isodynamique  construit  sur   une   face   quelconque  de 

In  tétraèdre  isogone  A,  V^V.A^  est  celui  dans  lequel  les  droites  joignant  un 
>oiMniet  au  point  de  contact  de  la  face  opposée  avec  la  sphère  inscrite  con- 
(  ourenl  en  un  même  [)oinl.  Dans  un  tel  tétraèdre, 

cos  '  a^  cos  ),  a ^      cos  \  a.  co-^  i  n.       cos  '-a,  cos  ^  a^, 

IV.\  .I\,V  .     IV.A,.1A  A,     --IA.\.1A,\„ 
I.V.V^.l.V,  V       l.\,\..rA,\.       ^A.A..I,A,A„ 
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elles  angles   A,I,A„   A,I^A„  A,I,A,,  ...  sont  égaux   à  lao*.  Lorsque  la   basi- 
A,  A,  A,  est  fixe,  le  point  A,  se  meut  sur  une  hyperbole. 

La  généralisation  de  certaines  propriétés  du  tétraèdre  isodynamique  conduit 
au  tétraèdre  involutify  caractérisé  par  la  relation 


(•) 


a\-\-a\  a\a\ 
a\-\-al  a\a\ 
al->t-a\    a\a\ 


=  o. 


Les  plans  perpendiculaires  aux  milieux  des  arêtes  du  tétraèdre  involutif  ren- 
contrent les  arêtes  opposées  a,,  a,,  ...  en  six  points  (^,,  (^,,  ...,  situés  dans  un 
même  plan  (plan  d'involution).  Les  sphères  qui  ont  pour  centres  les  points 
V,,  v^j  ...  et  passent  par  les  extrémités  de  l'arête  opposée  a,,  a^,  ...  se 
coupent  en  deux  points  A,,  Aj  (centres  involutifs),  situés  sur  la  perpendiculaire 
abaissée  de  O  sur  le  plan  d'involution.  L'hyperboloïde  des  hauteurs  de  A,A,A,  A^ 
passe  par  le  point  O. 

Lorsque  la  base  A,  A,  A,  est  fixe,  le  sommet  A^  du  tétraèdre  involutif  décrit 
une  surface  remarquable  du  troisième  ordre. 

Le  quadrangle  plan  involutif,  caractérisé  par  la  relation  (i),  jouit  de  la  pro- 
priété assez  curieuse  que  les  droites  joignant  un  sommet  au  centre  du  cercle 
qui  passe  par  les  trois  autres  sommets  concourent  en  un  même  point. 

Jiectifications.  —  L'auteur  nous  prie  de  signaler  quelques  erreurs  dues  à  la 
bâte  de  la  rédaction.  Page  7,  ligne  i5,  lire  :  G  est  le  centre  d'komologie 
de  E,E,E,,  F,F,F,.  Page  i3,  lignes  i5  et  16,  lire  : 

A(5.5.ztz6,6,)-+-B(6,8,rt=S.5,)-r-.... 

Cette  surface  passe  par  les  points  6,,  6,,  5^,  5^  ou  par  I  et  les  centres  des 

sphères  inscrites  aux  combles.  Page  i3,  ligne  2^,  lire  5^6,^  0,5,, Page  i5. 

ligne  7,  lire   :   A(  {x^ji,  ih  pLjjxJ -+- Page   5o,  §  44,  supprimez  le   troisième 

alinéa,  et  remplacer  dans  le  deuxième  alinéa  les  mots  division  harmonique 
par  division  dont  le  rapport  anharmonique  égaie  3,  et  les  mots  milieux  de 
hauteur  par  au  tiers  de  la  hauteur. 

Mansion  (P.)-  —  Discours  sur  les  Iravaux  inathémaliques  de 
M.  Eugène-Charles  Catalan.  (i-38). 

Extrait  du  tome  \II  des  Afémoires  de  la  Société  royale  des  Sciences  de 
Liège. 

De  Tilly  {J-)'  t-  Sur  réquation  de  Riccati  et  sa  double  générali- 
sation. (1-20).  Sur  une  lacune  qui  semble  exister  au  début  dv 
renseignement  de  la  Géométrie  descriptive.  (2i-3o). 

Le  premier  Mémoire  est  extrait  des  Bulletins  de  l'Académie  royale  de  liel- 
giquCf  3*  série,  t.  IX,  p.  ai6-236;  le  second  des  Annales  de  la  Société  scienti- 
fique de  Bruxelles,  9»  année,  i884-i885,  II*  Partie,  p.  gS-io^. 

Neuberg  (7.).  —  Sur  les  figures  semblablement  variables.  (Sup- 
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plérneat  de  Mathesis;  extrait  des  Proceedings  of  the  London 
Mathematical  Society  y  t.  XVI,  p.   i35-i88). 

M.  H. -M.  Taylor  avait  éludié  les  relations  entre  les  intersections  d'un  cercle 
avec  les  côtés  d'un  triangle  ABC  {Proc.  of  the  London  Math.  Soc.,  vol.  \VI. 
n"  2i4).  M.  Neubcrg  précise  et  complète  ces  relations  en  les  rattachant  à  la 
théorie  des  figures  semblablenient  variables  et  à  celle  des  podaires  obliques 
d'un  foyer  d'une  conique. 

1.  Soit  apY  un  triangle  variable  sous  les  conditions  de  rester  constant  dt 
forme  et  inscrit  au  triangle  fixe  ABC.  Les  cercles  A^y,  Bva,  Ca?  se  coupent eo 
un  point  fixe  F  qui  est  un  centre  permanent  de  similitude  des  triangles  a^y.  De 
ce  point,  on  voit  les  côtés  de  apy  sous  les  angles  -s  —  A,  t  —  B,  t  —  C  et  les 
côtés  de  ABC  sous  les  angles  A  -h  a,  B  4-  p,  C  H-  y. 

2.  Soient  M,  N,  P  les  projections  de  F  sur  BC,  CA,  AB;MNP  est  le  mini- 
mum du  triangle  variable  a^y.  Les  droites  ^y,  ya,  a^  enveloppent  trois  para- 
boles ayant  pour  foyer  commun  F  et  pour  tangentes  au  sommet  MN,  NP,  PM. 

Tout  point  du  triangle  variable  «Py  (orthocentre,  centre  du  cercle  circtin- 
scrit,  ...)  décrit  une  droite;  toute  droite  de  ce  triangle  (médiane,  bissectrice, ... 
de  apy)  enveloppe  une  parabole  de  foyer  F. 

3.  Le  cercle  a^y  rencontre  BC,  CA,  AB  en  trois  nouveaux  points  «',  J',  y'. 
sommets  d'un  triangle  de  forme  constante  ayant  pour  centre  permanent  de  si- 
militude Pinverse  F'  de  F  par  rapport  à  ABC.  L'enveloppe  du  cercle  a^y  est 
une  conique  inscrite  à  ABC  et  ayant  pour  foyers  F  et  F',  pour  cercle  décrit 
sur  l'axe  focal  comme  diamètre  le  cercle  MNP. 

\.  Les  cas  purliruliors  les  plus  remarquables  correspondent  aux   hypothèse^ 

I)  2    --   V,         ^^=H,         y-.  C, 

<II)  a    -:  H,  pr^C,         yr^A. 

Dans  le  premier  cas,  F  est  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  ABC  et  lortho- 
•  entre  de  ajiy;  y  est  rorthoccntre  de  ABC  et  le  centre  du  cercle  inscrit  à  a'Ji'y. 
hans  le  second  cas,  F  et  V  sont  les  points  de  Brocard  de  ABC;  F  est  aus^i  un 
j)oint  de  Broeard  de  aJSy,  F'  un  point  de  Brocard  de  a' fi' y'. 

.').  Les  droites  aji',  py',  ya'  forment  un  trianftic  A'B'C,  les  droites  a'^,  ^7. 
y' a  forment  un  autre  triangle  A"B"C".  Les  directions  de  ces  droites  restent 
constantes,  et  les  sonnnets  des  triangles  A'B'C,  A"B''C''  glissent  sur  troi> 
«iroites  fixes  \V,  MJ,  NC.  De  là  deux  autres  moyens  de  déterminer  la  scrir 
(les  e(Mr!es  a  y". 
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